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Iniciaci6é a les matematiques per a I’enginyeria

Introduccio

Les matematiques sén una de les eines imprescindibles per a cursar qualsevol grau
cientific. De fet, tant important és el contingut matematic com la manera de treballar-
la en cada un dels camps en qué s’aplica. Aixi, doncs, es fa necessari comprendre’n la
metodologia i conéixer-ne els continguts basics a I’hora d’afrontar qualsevol assigna-

tura matematica d'un determinat grau.

Les matematiques construeixen un llenguatge propi que permet definir rigorosament
els conceptes i resultats que es presenten. D’aquesta manera, es poden expressar molts
problemes d’una manera senzilla que en facilita no tan sols la resolucié sin6 també la
comprensio. Conéixer aquest llenguatge es fa imprescindible per entendre técniques i

conceptes matematics avangats.

En aquest curs es proporcionen procediments i conceptes basics d’algebra lineal i ana-
lisi matematica (moltes vegades ja tractats a secundaria i batxillerat) que es necessiten
dominar abans d’afrontar els problemes habituals que ha de resoldre didriament un
enginyer. Aquests continguts es presentaran introduint tota la terminologia matema-

tica necessaria per tal d’anar familiaritzant-nos amb la notaci6 matematica.

Al final de cada tema s’inclou un resum, una llista d’exercicis resolts pas a pas i una
llista d’exercicis per practicar amb les solucions. Els exemples que hi ha en ’explicacio

de cada tema els trobareu intercalats en ’explicacié dins de zones de color gris.

Utilitzarem aquestes caixetes per a @

explicar algun fet historic relacionat
amb les matematiques. Per
exemple, el text matematic més
antic descobert fins ara és el papir
de Moscou, un manuscrit datat
entre el 2000 i el 1800 aC.

Aquest tipus de caixetes responen 9

algunes preguntes clau dels
diferents temes del curs. Per
exemple, sabies que en les
matematiques hi un simbol per a
afirmar I'existéncia i un altre per a
denotar I'expressié per a qualsevol?
Doncs si, normalment s'utilitza el
simbol 3 per a dir que un valor,
funcié... existeix i el simbol V per a
dir que és cert per a qualsevol
valor, funcié...

Utilitzarem aquest tipus de caixeteso

per a remarcar aspectes o
conceptes matematics rellevants o
clau. Per exemple: esperem que
gaudeixis del curs i aprenguis molt!
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Objectius

Per a aquesta assignatura, es plantegen quatre objectius generals:

(a) Adquirir la terminologia, els conceptes i els procediments fonamentals de 1’alge-

bra i ’analisi matematica.

(b) Possibilitar 'ts practic dels continguts matematics estudiats.

(¢c) Familiaritzar-se amb el llenguatge matematic i el raonament abstracte, dos trets

caracteristics de les matematiques.

(d) Saber aplicar els conceptes i procediments estudiats en el plantejament i analisi

de problemes practics.

Pel que fa als continguts matematics que es pretenen treballar en aquest curs intro-

ductori, els objectius a assolir sén:

10.

. Conéixer la teoria basica dels conjunts de nombres reals.

. Resoldre equacions i inequacions.

. Aprendre a manipular polinomis.

. Conéixer i manipular matrius i calcular determinants de matrius.

. Resoldre sistemes d’equacions lineals de dues i tres variables, en particular pel

meétode de Gauss.

. Comprendre el concepte de funcio6 real de variable real.

. Conéixer les caracteristiques de les funcions elementals: polinomiques, trigonomeé-

triques (sinus, cosinus, tangent), exponencials i logaritmiques.

. Comprendre el concepte de limit, les seves propietats i la seva aplicaci6 en 'estudi

de la continuitat de funcions.

. Comprendre el concepte de derivada i la seva interpretacié geométrica. Conéixer

les seves propietats i saber calcular derivades a partir de les seves regles de calcul.

Calcular primitives de les principals families de funcions.
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1. Nombres
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1.4.1. POteNCIes ..ottt 29
1.4.2. Nombres irracionals ................coooiiiiiiit 33
143, Definicio....oooiiiiii i 35
1.4.4. OPEraCions ..ottt teiiai it enneeens 36
1.5. EXpressions nUMEriques .. oveieietiieerorororosorosonans 39
1.5.1. Larecta nUMErica ......coovvviniiiiiiiiiiiiiiiiin 39
1.5.2. Notacio clentifica ... 41
1.5.3. Igualtats notables .......................ii 42

1.1. Nombres naturals

1.1.1. Definicié

Els nombres naturals sén els que ens permeten comptar objectes. La llista dels
nombres naturals s’inicia amb 'l i no té fi: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Fixem-nos que aquesta

llista no inclou el 0.

Des de fa alguns segles els nombres naturals se solen representar amb les xifres de-
cimals del 0 al 9. Aquestes xifres son d’origen hindd i es van introduir a Europa
mitjangant textos arabs. Un dels motius determinants per a usar aquestes xifres en
lloc d’altres representacions és la facilitat per a calcular les operacions basiques que

ofereixen: suma, resta, multiplicaci6 i divisio.

ol WL B v o s i,

f T
D ) L e gl |
RIS T e

‘,v;[-:nm...lr sasgmpo e ki & |

Fragment d'una pagina del Codex
Virgilanus (s.X) on es poden observar

les nou xifres en ordre invers.
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1.1.2. Operacions

Es una operacié que es representa amb el signe + (es llegeix “més”) interposat
entre els dos nombres que se sumen. Per indicar el resultat, s’afegeix el signe = i,
finalment, el resultat de la suma. Per exemple, 12 + 19 = 31.

Els nombres que se sumen es denominen sumands, i el resultat de I’operaci6 rep el

nom de suma. En ’exemple, el 12 i el 19 s6n els sumands, i el 31 és la suma.

’ Resta (o diferéncia o subtraccid) ‘ Es una operacié que es representa amb el signe —

(es llegeix “menys”) interposat entre els dos nombres que es volen restar. Per exemple,
14-6=8.

El nombre anterior al signe — es denomina minuend, el nombre que segueix el signe
— es denomina subtrahend i el resultat de la resta es denomina diferéncia. En
Pexemple, el 14 és el minuend, el 6 és el subtrahend i el 8 és la diferéncia. La suma
i la resta son operacions oposades. Aquest fet permet afirmar que en una resta la

diferéncia meés el subtrahend és igual al minuend. En ’exemple veiem que 8 + 6 = 14.

Multiplicaci6 (o producte) ‘ Es una operacié que es basa en la suma: la suma de

diversos sumands iguals es transforma en una multiplicacié del sumand pel nombre
de cops que aquest se suma. El signe que es fa servir és - o bé x (es llegeix “per”).
Nosaltres optarem pel primer dels dos signes. Per exemple: 6+6+6+6+6 =5-6 = 30
és a dir, la suma de 5 vegades el 6 és igual a 5 per 6.

Els nombres multiplicats es denominen factors, o el resultat de la multiplicacié es
denomina producte. En 'exemple, els factors son 5 i 6, mentre que el producte és

30.

El signe que es fa servir és : o bé /. Aquest signe es llegeix “entre”.

El nombre dividit es denomina dividend, el nombre que divideix es denomina divisor
i el resultat es denomina quocient. Aixi, per exemple, en la divisio 15:3 =5, el 15
es denomina dividend, el 3 divisor, i el 5 quocient.

Aquesta operacié és oposada al producte i aixd ens permet trobar el resultat de
qualsevol divisié. Per exemple, per conéixer el quocient de 72 entre 8, s’ha de trobar
el nombre que, multiplicat pel divisor, proporciona el dividend, és a dir: 8 -7 = 72.

Evidentment, el nombre buscat és 9, perqué 8 -9 = 72. Aixi, doncs, 72:8 = 9.

Observacions per a la resta i divisi6. Hem de tenir en compte que la resta
i la divisi6 de nombres naturals no sempre es poden fer per dos nombres naturals

qualssevol.

El primer problema el trobem quan volem restar d’'un nombre un altre de més gran
o igual. En aquest cas la resta pot donar com a resultat un nombre no natural:
hauriem de definir un altre tipus de nombres, els nombres enters (tema que veurem

a continuacio), perqué aquesta operacio fos possible.

De manera similar, el quocient entre dos nombres naturals tampoc no és sempre un

nombre natural. Per exemple, 13 : 5 no pot ser igual a un nombre natural perqué no
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hi ha cap nombre que multiplicat per 5 doni 13. En aquest cas, es pot descompondre
la divisi6 anterior de la manera segiient: 13 =5-2 + 3, on el 3, denominat residu, és

menor que el divisor 5. Per tant, la regla general per a la divisié s’enuncia aixi:
dividend = divisor - quocient + residu (forma abreujada: D =d - q + r)

on D és el dividend, d el divisor, ¢ el quocient, i r el residu. Sempre que el residu sigui

0, es diu que la divisi6 és exacta.

Ordre d’operacions. De vegades se’ns presenta un grup d’operacions amb nombres
naturals, que es denomina expressié numérica. Per exemple:
4-5-(5-3+8:2)

Per trobar el resultat d’aquesta expressio, s’ha de seguir I’ordre d’operacions segiient:

1) Operacions que es troben a l'interior dels paréntesis: del més extern al més intern.
2) Multiplicacions i divisions: les divisions sempre abans que les multiplicacions.

3) Sumes i restes: primer les restes i després les sumes.

L'ordre de les operacions és: primero

els paréntesis, a continuacié les
divisions i les multiplicacions, i,

Exemple. Ordre de les operacions. ’ -
finalment, les restes i sumes.

Resolguem ’exemple proposat
4.-5-(5-3+8:2)=4-5-(5-3+4) =4-5-{({15+4)|=4-5-[19]=20~19=1

Observem la importancia dels paréntesis amb el mateix exemple sense parén-

tesis:

4.-5-5-3+8:2=[4-5]-[5-3}+4/=[20]-[15+4=9

1.1.3. Maultiples i divisors

Un nombre és miltiple d’un altre si es pot obtenir multiplicant aquest per algun

altre nombre natural.

Quan una divisié entre dos nombres naturals és exacta, per exemple, 15 : 3 = 5, es
diu que 15 és divisible entre 3 (o per 3). En aquest cas, també es diu que 3 és un

divisor de 15. Una notacié habitual en aquesta situacioé és 3|15.

Per tant, es pot observar que els conceptes de miiltiple, divisor i divisibilitat estan
lligats estretament. Si un nombre és miltiple d’un altre, també es pot afirmar que el
primer és divisible pel segon. De la mateixa manera, el segon ha de ser un divisor del

primer. Es a dir, si a és miltiple de b, llavors b és divisor de a i a és divisible per b.
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Exemple. Miltiples i divisors.
36 és un multiple de 2, 3, 6, 12 i 18. I, per tant, podem dir que 2, 3, 6, 121 18
son divisors de 36. A més, 36 és divisible per 2, 3, 6, 121 18.

‘ Propietats ‘

e Qualsevol nombre natural és divisor (i miltiple) d’ell mateix: ala per qualsevol

nombre a. Aquesta és la propietat reflexiva.

e Si un nombre és divisor d'un altre i aquest és divisor d’un tercer, llavors el primer
nombre també és divisor del tercer (passa el mateix en el cas de ser multiple), és a

dir, si alb i b|c aleshores tindrem segur que alc. Aquesta és la propietat transitiva.

e Si un nombre és divisor d’un altre i aquest ho és del primer, llavors ambdos
nombres s6n el mateix nombre (el mateix es pot dir en el cas de ser multiple), és a

dir, si alb i bla, aleshores, per forga, a = b. Aquesta és la propietat antisimétrica.

Criteris de divisibilitat. El concepte de divisibilitat ens permet establir alguns
criteris per a detectar si un nombre és divisible per un altre sense haver de calcular

la divisi6. Alguns d’aquests criteris son els segiients:

Divisible | Criteri de divisibilitat Exemples
per
2 L’ iltima xifra és parell. 548 és divisible per 2, ja que 8 ho
és.
3 La suma de les seves xifres és | 18.231 és divisible per 3, ja que 1 +
divisible per 3. 8+2+3+1=15 ho és.
4 El nombre format per les dues | 828 és divisible per 4, ja que 28 ho
dltimes xifres és divisible per 4. | és.
5 L’altima xifra és 0 o 5. 325 és divisible per 5, ja que 5 ho
és.
9 La suma de les seves xifres és | 94.833 és divisible per 9, ja que 9 +
divisible per 9. 4+8+3+3=27ho és.
10 L iltima xifra és 0. 100 és divisible per 10, ja que acaba
en 0.
11 La diferéncia entre la suma de | 12,111 és divisible per 11, ja que
les xifres de les posicions parells | la diferéncia entre 1+1+1=3 i
i la suma de les xifres de les po- és 0 ho és.
sicions senars és miultiple d’11.

Nombres primers.

Un nombre natural es diu que és un nombre primer quan

els tnics divisors que té so6n el mateix nombre i I’l. En contrapartida, anomenem
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nombres compostos els que no s6n primers. Observem que 1 és un nombre que no

és primer ni compost.

Procediment | Per saber si un nombre és primer, s’ha de dividir entre tots i cadascun

dels nombres primers menors que el nombre en qiiestid, comencant pel 2. Si cap

d’aquests nombres no és un divisor seu, llavors el nombre és primer.

Factoritzacioé. Factoritzar un nombre és descompondre’l en factors primers. Aixo
vol dir expressar-lo com a producte dels seus divisors primers, que podem detectar

amb els criteris de divisibilitat.

’ Passos per a la factoritzacié

1) Dividim el nostre valor pel nombre primer més petit que en sigui divisor. Aquest

sera el nombre primer factor.

2) Fem la divisi6 i ens quedem amb el quocient. Repetim el procés ara amb el quocient
tantes vegades com siguin necessaries fins a obtenir 'l de quocient. Ja tenim tots

els factors primers.

3) Comprovem que el nombre inicial és igual al producte de tots els primers que hem

obtingut.

Maxim coma divisor (MCD). El maxim comu divisor de dos (o meés) nombres

naturals és el nombre que compleix aquests dos requisits:

e Es un divisor comt d’ambdés (o tots els) nombres.

e FEs el més gran d’aquests divisors.
Un dels métodes per a trobar el MCD entre dos nombres consta d’aquests dos passos:

1) Es descomponen els dos (o més) nombres en factors primers.

2) Es multipliquen els nombres primers comuns a ambdues (o totes) descomposicions

fent servir el de menor exponent, i el resultat és I'MCD.

Exemple. Calcul dem maxim comi divisor.
Calculem el maxim comu divisor de 36 i 30. Per a fer-ho, podem escriure una

llista de tots els divisors de 36 i una altra amb els de 30:

divisors de 36: 12 | 18 | 36

divisors de 30: 15 | 30

Podem comprovar que de tots els divisors comuns (en lila) el més gran és el 6.
Per tant, MCD(30, 36) = 6.

Una altra manera de fer-ho és descompondre el dos nombres en factors primers:
36 = 1-22-32, mentre que 30 = 1-2-3-5. Els primers comuns sén 1, 21 3 i el seu

exponent ha de ser 1, perqueé és el menor. Per tant, MCD(36,30) =1-2-3 = 6.

El garbell o sedas d’Eratdstenes és @

un algoritme que serveix per a
buscar tots els nombres primers fins
a un nombre determinat N. Aquest
métode consisteix a escriure tots els
nombres naturals menors que N i,
comencant amb el primer nombre
primer, esborrar tots els seus
miultiples. Es continuen esborrant
tots els miltiples del segon nombre
primer fins a V'N.

Exemple

Ll
(=4}
(5]

[T N

]
L
1}

Exemple de factoritzacié
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Amb la definici6 de MCD, diem que dos nombres son coprimers o primers entre

ells si el seu MCD val 1 (o si no tenen factors primers comuns).

Minim comi miltiple (MCM). El minim comd mdultiple de dos (o més) nombres

és un nombre que:
e Es un maltiple de cadascun d’aquests dos (0 més) nombres.

e Es el menor d’aquests maltiples.

Un métode per a trobar ’'MCM de dos (o més) nombres consisteix a fer el segiient:

1) Es descomponen els dos (o més) nombres en factors primers.

2) Es multipliquen els nombres primers de les descomposicions que siguin comuns als
dos (o més) nombres utilitzant els d’exponent més gran, i també els que no so6n

comuns amb ’exponent corresponent.

Exemple: calcul del minim comt mdultiple.
Calculem el minim comu miltiple dels nombres 4 i 10. Comencem escrivint la

llista de multiples d’aquests dos nombres:

multiples de 4: 4 8 12 | 16 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40

miltiples de 10: | 10 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Hem destacat (en verd) el miltiples comuns d’ambdoés. Veiem que el menor
d’aquests multiples comuns és el 20.

Una altra manera de fer-ho és descompondre els nombres 4 i 10 en nombres
primers: 4 =1 - 22i110=1-2-5. Veiem que els primers comuns sé6n 1'1 i el 2,
aquest dltim elevat al quadrat perqué és el d’exponent major. Pel que fa als

primers no comuns, només hi ha el 5. Aixi, doncs, mcm(4,10) =1- 22.5 = 20.

1.2. Nombres enters

1.2.1. Definicié i exemples

Els nombres enters permeten comptar, entre moltes altres coses, tant alldo que es
té com allo que es deu. Més genéricament, els nombres enters permeten representar
les situacions en les quals els objectes comptats es poden dividir en dos grups, un de
format pels objectes que es compten a partir d’'un punt en endavant i I’altre format
pels que es compten a partir d’aquest mateix punt cap enrere. Aixi, podem classificar

els nombres enters en tres grups:

e Enters positius. Son els que permeten comptar allo que es té. Compten a partir
d’un punt en endavant. Es poden associar als nombres naturals. De fet, es poden

escriure tal com s’escriuen els nombres naturals o bé precedits del signe +.

£33

4 + 5 Wikbodao wyfs
4——1> [enoberdefigleys

+ 30 ;hmraorurﬁi:;
G——19 blegmuneon
4 44 bonnb wasand
+ 23 —ifvaoif mis
11 b s b3 fen fefone
50 Deronnd werdem
16 4539th (So
44 :':;fzsmhu'
a gemadhess
g. bafonnd bas /
9~ dasift meee
bard A ddlereft Jond>§ minos. Flun

i3
+|

]

LR AT
+F

|
tq

Els simbols + i - van aparéixer
impresos per primera vegada en
Aritmética Mercantil, de Johannes
Widmann, publicada a Leipzig el
1489. L'autor va utilitzar aquests
simbols per a referir-se a guanys i

pérdues en problemes comercials.

@
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e Enters negatius. Son els que permeten comptar el que es deu. Compten a partir
d’un punt endarrere. Els enters negatius s’escriuen utilitzant un nombre natural
precedit d’un signe —. Aixi, un enter negatiu podria ser -6, que es llegeix “menys
6”.

e El zero. Es un enter ni positiu ni negatiu.

Signes de desigualtat. Donats dos nombres enters diferents qualssevol, un d’ells
sempre és més gran que laltre. Aquest fet tan senzill es pot expressar mitjangant els

signes de desigualtat (< i >):

e El signe > es llegeix “major que”, i indica que el nombre que estd a I’esquerra del

signe és més gran que el que és a la dreta.

L’expressié 6 > 4 indica que el 6 és més gran que el 4.

e El signe < es llegeix “menor que” i indica que el que és a ’esquerra del signe és

més petit que el que és a la dreta.

L’expressié 1 < 17 indica que 1’1 és menor que el 17.

Hem de tenir en compte que es poden encadenar diversos signes < o > en la mateixa
expressio. Ara bé, només poden aparéixer signes < o > del mateix tipus. Per exemple,
és correcte escriure 5 < 7 < 8. En canvi, és incorrecte escriure 8 > 1 < 2 (encara que

ambdues parts de l'expressi6 siguin correctes per separat).

Amb aquesta eina, es poden ordenar tots els nombres enters tenint en compte que:

e Qualsevol nombre positiu sempre és més gran que qualsevol nombre negatiu.

+3€ és més gran que -9€; és a dir, es tenen més diners tenint 3€ que devent

9€. Aixi, doncs, +3 > -9 (o bé, -9 < +3).

e El 0 és més gran que qualsevol nombre negatiu i menor que qualsevol nombre

positiu.

No tenir cap euro (0€) és tenir més que deure’n trenta (-30€) pero és tenir

menys que quatre euros (+4€). Aixi, doncs, —30 <0< 4 (o bé, 4> 0 > —30).

e Entre dos enters negatius, el més gran és aquell que, sense signe (el nombre sense

signe ’anomenem valor absolut), és el menor.
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Valor Absolut. El valor absolut d’un nombre enter és igual al mateix nombre enter
sense el seu signe. Es a dir, per trobar el valor absolut d'un nombre enter, n’hi ha
prou amb treure-li el signe i convertir-lo en un nombre natural. Aixi, per exemple,
el valor absolut del +6 és igual a 6, el valor absolut de —23 és igual a 23 i el valor

absolut de 0 és 0.

Per expressar el valor absolut d’un nombre, es fan servir dos petits segments verticals
collocats a banda i banda del nombre. Aixi, el valor absolut de +6 és | + 6| = 6, el

valor absolut de —23 | — 23| = 23 i el valor absolut de 0 és |0| = 0.

1.2.2. Operacions

Les operacions entre nombres enters son les mateixes que entre els nombres naturals
i compleixen, a més, les mateixes propietats. Ara bé, tenen certes regles de calcul
especifiques per la distincié que hi ha entre enters positius i enters negatius. En tot
cas, la denominaci6 d’operacions i elements que formen part de cada operacio es

manté.

Suma | Les regles per sumar nombres enters son les segiients:

e Per sumar dos nombres que tenen el mateix signe, se sumen els seus valors absoluts

i al resultat s’hi afegeix el signe comd.

+17 + (+12) = +29

—10+ (—6) = —16

e Per sumar dos nombres amb signe diferent, s’han de restar els seus valors absoluts,
el més gran del més petit. Finalment, s’ha d’afegir el signe del nombre que té el

valor absolut més gran.

+13 + (—11) = +2 (el valor absolut de +13 és més gran que el valor absolut de
—11, 11; per tant, el signe és +)
+6 + (—=11) = =5 (el valor absolut de —11 és més gran que el valor absolut de

+6; per tant, el signe és —)

La diferéncia de dos nombres enters és igual a la suma del minuend amb
I'oposat del subtrahend.

Sempre signifiquen el mateix els 9

signes + i - ? Els signes + i - poden
expressar tant una operacié com el
signe d’'un nombre (positiu o
negatiu). Cada vegada que es
detecta un signe d’aquest tipus en
una expressié numérica, s’ha de
distingir quin és el seu sentit.
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14— (+3) =14+ (-3) =11

~12 - (+16) = -12 + (-16) = -28
Un exemple una mica més llarg amb sumes i restes és:
-5+ (-8)—(-13)+(-2) - (+4) + (+6) =-5-8+13-2-4+6=0

Una manera rapida d’obtenir el resultat final és:

e S’eliminen tots els paréntesis (substituim per un + si tenim dos signes

consecutius iguals i per un - si els tenim diferents).

e Se sumen tots els nombres positius; per altra banda, se sumen tots els

negatius.

e Es fa la suma d’aquests dos valors tenint en compte que tenen signes dife-

rents.

Multiplicacié | Per fer una multiplicaci6 amb dos nombres enters, en primer lloc s’obté

el producte dels seus valors absoluts i després s’estableix el signe del resultat. Amb

aquesta finalitat, només cal recordar la regla de signes segiient:

e Si ambdo6s nombres tenen el mateix signe, el seu producte és positiu.

e Si els dos nombres tenen signe diferent, el seu producte és negatiu.

Hem de tenir en compte que dins d’una expressié numérica no hi pot haver dos signes
consecutius. Si hi fossin, seria convenient usar paréntesis per obtenir una expressio

correcta.

de multiplicar pel de dividir.

Les mateixes regles del producte sén valides per a la divisi6 canviant el signe

En cas que la divisi6 sigui exacta, es diu, igual que amb els nombres naturals, que el
dividend és un miltiple del divisor. Les regles i propietats de miltiples i divisors sén

també les mateixes utilitzant el valor absolut dels nombres.

El -3 és un divisor del 12 (-3|12) perqué

12| : |-3] = 4 és una divisi6 exacta.

Les operacions i ’ordre. Es important conéixer la influéncia que exerceixen les
operacions en 'ordre dels nombres enters. En altres paraules, donats dos nombres
enters qualssevol, com influeix 'operacié (suma, resta, multiplicacié o divisié) amb

un altre nombre en la seva ordenacié? Es distingeixen dos casos:

Suma i resta [Si se suma o resta un mateix nombre en els dos costats d’una desigual-

Com afecten les operacions a I'ordree

dels nombres enters? En sumar o
restar un mateix nombre a dos
nombres enters, els resultats
mantenen la mateixa relacié d’ordre
que els dos nombres originals; en
canvi, en multiplicar o dividir dos
nombres per un mateix nombre
enter, els resultats mantenen la
mateixa relacié d'ordre només si
aquest Oltim nombre és positiu; si
no, es gira la relacié.
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tat, la desigualtat es manté. També es pot dir que la suma i la resta mantenen ’ordre

dels enters.

Exemple. L’ordre i la suma i resta.

Tenim —4 < 8. Sumant 3 a banda i banda de la desigualtat, tenim —4+3 < 8+3,
d’on resulta —1 < 11, per la qual cosa es manté la desigualtat. Aixi, doncs, els
resultats mantenen el mateix ordre que els nombres inicials.

Si ara restem 4 a banda i banda de la desigualtat, -4 — 4 < 8 — 4, obtenim

-8 < 4 amb la qual cosa també es manté la desigualtat.

Multiplicaci6 i divisié | En canvi, quan es multipliquen o es divideixen ambdos costats

d’una desigualtat per un mateix nombre, no passa sempre el mateix.

e Es manté el mateix ordre si el nombre pel qual es multipliquen o divideixen és

positiu.

e S’inverteix l'ordre si el nombre pel qual es multipliquen o divideixen és negatiu.

Exemple. L’ordre i la multiplicacio i divisio.
Multipliquem per +3 a banda i banda d’aquesta desigualtat:

-5<3
Aleshores el resultat és —5-3 < 3-3, és a dir, —15 < 9. L’ordre de resultat
continua essent el mateix.
En canvi, si es multiplica per un nombre negatiu, per exemple, —4, el resultat
és—5-(-4) >3- (-4), és a dir, 20 > -12.
En aquest cas, l’ordre és exactament el contrari, com es pot observar, ja que
s’ha canviat el signe < pel signe >.
Ara provem-ho amb la divisi6: —15 < 30. Si es divideixen ambdos costats entre
5, —15:5<30:5 s’obté —3 < 6, en canvi, si a —36 < —30 es divideixen ambdds

costats entre —2 —36 : (—2) > —30: (=2) s’obté 18 > 15, com es podia preveure.

1.3. Nombres racionals

1.3.1. Nombres fraccionaris

Sempre que se sumen, resten o multipliquen dos nombres enters, el resultat és un

nombre enter. Perod, en canvi, aixd no succeeix quan els nombres es divideixen.
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Si dividim 12 entre 4, 12/4, el resultat és un nombre enter, el 3.

Si dividim 1 entre 2, 1/2, el resultat no és un nombre enter.

En aquest dltim cas sorgeix la qiiestio del significat d’aquesta dltima expressio, 1/2,

i d’altres de similars.

Aquest tipus d’expressions conformen els nombres fraccionaris i es poden associar,

per exemple, al repartiment d’objectes entre diverses persones.

Exemple. Nombres fraccionaris i la repartici6 d’objectes.

Si es volen repartir 8 pastissos iguals entre 2 persones, cadascuna d’elles ob-
tindra 4 pastissos, ja que 8:2 = 4.

Ara bé, si es vol repartir 1 pastis entre 2 persones, no hi ha cap nombre enter
que pugui representar el resultat d’aquesta operacié. En aquest cas, a cada
persona no li correspon més que una part o fracci6 del pastis, en concret, la
meitat del pastis.

El nombre que expressa aquest repartiment és simplement la forma de la divisio

amb la barra, és a dir, 1/2. Aquest nombre és un nombre fraccionari.

Un nombre fraccionari (fraccié o trencat) s’expressa en forma de quocient de nom-
bres enters amb una barra entre ambdoés nombres, que pot ser horitzontal o inclinada.
Un exemple de fracci6 pot ser 15—2 o també 12/5. En aquest cas, el 5 es denomina deno-
minador (marca en quantes parts hem de partir la unitat) i el 12 numerador (indica
quantes parts es consideren). Tal com es pot observar, doncs, els elements d’'un nom-
bre fraccionari es denominen de manera especifica i diferenciada de la denominacié

dels elements d’una divisi6 entera.

Qualsevol nombre enter es pot convertir en un nombre fraccionari. Amb aquesta
finalitat, la fracci6 ha de tenir el numerador igual al nombre enter en qiiesti6 i el
denominador ha de ser 1. Aixi, doncs, per exemple, 8 = % També, -3 = _T3 Aquest
fet ens mostra com els nombres enters sén un subconjunt dels nombres fraccionaris

0, dit d'una altra manera, qualsevol nombre enter és també un nombre fraccionari.

Signe. Tant el numerador com el denominador d’una fraccié6 poden ser positius o
negatius. Utilitzant la regla dels signes per a dividir nombres enters, es pot deduir el
signe final d’una fracci6. Una fracci6é és positiva si numerador i denominador tenen
el mateix signe, i una fraccié és negativa si numerador i denominador tenen signe

diferent.

Com llegim una fracci6? Amb el 9

nom del nombre del numerador,
seguit del plural del nombre al
denominador (si el numerador és 1,
s'utilitza el singular). Aixi, per
exemple, 12/5 es llegeix “dotze
cinquens”, 1/7 és “un seté”, 3/11 és
“tres onzens’, etc. Ara bé, de
vegades, si el denominador és molt
gran, s'utilitza simplement
I'expressié “partit per”, o bé,
“entre”, entre el numerador i el
denominador. Aixi, 12/25 és “dotze
partit per vint-i-cinc” o “dotze entre
vint-i-cinc”.




© FUOC e PID 00273913 22 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

+4 4 -6 6 . ..
—=== —— = — s0n fraccions positives
+7 7 -11 11

-4 -4 +6 -6 . .
— = —— = — so6n fraccions negatives
+7 7 -11 11

Normalment, el signe de la fraccié s’anteposa al numerador, mentre que el denomi-
nador no va precedit de cap signe, perd també es pot situar avantposat a la linia

fraccionaria, a la mateixa altura:

Fraccions equivalents. Resulta facil observar que hi ha fraccions diferents que
representen el mateix nombre. Per exemple, la fraccio % representa el mateix valor
que la fraccié %. La comprovacié d’aquest fet és que si es reparteix un pastis equita-
tivament entre dues persones, a cadascuna li correspondra la meitat del pastis, és a
dir, % Si es reparteixen equitativament 2 pastissos entre 4 persones, a cadascuna li
correspondra, evidentment, la mateixa quantitat de pastis que en el cas anterior; ara
bé, en aquest cas, la seva porcid és igual a %. Queda clar, doncs, que % = %. Quan

dues fraccions expressen el mateix nombre, es diu que sén fraccions equivalents.

son fraccions equivalents, és a dir, totes expressen el mateix valor.

La manera més senzilla de trobar una fracci6 equivalent a una altra consisteix a
multiplicar tant el numerador com el denominador d’aquesta per un mateix nombre.
Per exemple, per a construir una fraccié equivalent a 1—51, es pot multiplicar numerador

%; d’aquesta manera, es pot assegurar

5
) 11

i denominador per 3, amb la qual cosa s’obté
que ambdues fraccions s6n equivalents, és a dir = % Evidentment, si es divideixen
el numerador i el denominador d’una fracci6 pel mateix nombre, també s’obté una

fraccio equivalent.

Hi ha una prova senzilla que permet saber quan dues fraccions sén equivalents. Es
tracta de multiplicar el numerador d’una pel denominador de I’altra, i viceversa. De

vegades, aquest procés es denomina, per a abreujar, multiplicar en creu:
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Exemple. Comprovacié de fraccions equivalents.

iX£—>10-6=60
10° " 15— 4-15=60

4 .6 . . . .
Per tant, — i — s6n fraccions equivalents, i en canvi

2 X 7T —6-7=42
6 11— 2-11=22
no sén fraccions equivalents perqué 42 # 22 (el simbol # és el signe de desi-

gualtat, i se situa entre dues expressions amb resultats diferents).

Fraccié irreductible. El fet que moltes fraccions puguin representar el mateix
nombre en complica molt la manipulacié. Per evitar-ho, se sol destacar una fraccié
del conjunt de totes les fraccions que s6n equivalents entre elles, la denominada frac-
ci6 irreductible. Una fraccié irreductible es caracteritza pel fet que numerador i

denominador sén primers entre ells, aixo és, son nombres ’MCD dels quals és 1.

4

8
— no és una fracci6 irreductible, ja que el MCD(8,16) = 8. En canvi, 3 és

una fracci6 irreductible perqué el MCD(4,9) = 1.

El procés de cerca de la fraccio irreductible equivalent a una altra es denomina simpli-
ficaci6 de la fraccié. Donada una fraccié qualsevol, sempre es pot trobar una fraccié
irreductible que en sigui equivalent. El métode més senzill per a fer-ho consisteix a

dividir el numerador i el denominador entre el seu MCD.

. ., 18 . . s
Per a convertir la fracci6 = en una fracci6 irreductible, cal dividir numerador

i denominador entre el MCD(18,12) = 6. La fraccié resultant és

1.3.2. Definicié

Un nombre racional és aquell que es pot expressar com una fraccié, o com qualsevol
fraccio de les equivalents a aquesta. Un mateix nombre racional es pot expressar de

diferents maneres (fraccions).

No és possible que dues fraccions 0

irreductibles diferents siguin
equivalents. Aquest fet permet
seleccionar, d’entre totes les
fraccions equivalents entre elles, la
fraccié irreductible com a
representant de totes.
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1
El nombre racional que s’expressa com la fracci6 irreductible 3 també es pot

2 7
expressar amb la fraccio 5 o amb la fraccio T En aquests casos, les fraccions

son diferents, perd el nombre racional representat és el mateix.

La millor manera d’expressar un nombre racional és mitjancant una fraccié irreduc-
tible perqué aquesta sempre serd la més senzilla. En I'exemple, la millor manera de

. . 1 . .
representar el nombre racional anterior és 3’ perqueé és una fraccié irreductible.

De vegades, els termes nombre racional, nombre fraccionari, fraccidé o trencat se solen
usar indistintament, encara que siguin conceptes lleugerament diferents, per a indicar
el concepte de nombre racional tal com s’acaba de definir. Se solen usar aquests tltims,

fraccid 1 trencat amb preferéncia, ja que séon els més breus.
1.3.3. Operacions
és una operacié que expressa la reunié de les parts expressades pels nombres

sumats, i estableix un nombre fraccionari que expressa aquesta reunio6. Per a calcular-

ho, diferenciem dos casos, segons si el denominador és comi o no.

1 3
Fraccions amb el mateix denominador | La suma de 5 amb r es pot representar

amb la reuni6é d’aquests dos fragments acolorits:

Es facil determinar que el resultat de la suma és %. Aquest fet es pot generalitzar
de la manera segiient: la suma de dos nombres amb el mateix denominador és igual
a una fraccié el numerador de la qual és la suma de numeradors i el denominador

de la qual és el mateix denominador comt. En I'exemple:

_1+3_§
T 6 6

| =
+
W

Fraccions amb diferent denominador | En aquest cas s’ha de substituir cadascuna

per una altra fracci6 equivalent amb el mateix denominador. A continuacio, se

sumen les dues fraccions resultants tal com s’ha explicat en 'apartat anterior.
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Exemple. Suma de fraccions.

3 5
Per fer la suma 18 + 10’ s’ha de buscar una fraccié equivalent a cadascuna
que tingui el mateix denominador:

5 10 15 20 _

12 24 36 48

en aquest cas trobem que les fraccions 3—66 i % comparteixen el denominador.

D’aquesta manera, la suma es pot fer facilment aixi:

3 5 6 15 21

+—=—+—==
18 12 36 36 36

Ara bé, aquest métode pot arribar a ser realment costés perqué es podria trigar

molt de temps a trobar dues fraccions amb el mateix denominador.

Hi ha dos meétodes que permeten fer el mateix de manera més rapida:

1) La multiplicaci6 de denominadors. Consisteix a multiplicar el numerador
i el denominador de les dues fraccions que se sumen pel denominador de ’altra.
Aixi s’aconsegueix que les fraccions resultants tinguin el mateix denominador
i siguin equivalents a les originals.

En 'exemple anterior,

3 5 3-12 5-18 36 90 126

—_t — = ——— = — 4+ — = ——
18 12 18-12 12-18 216 216 216
2) El calcul de PMCM dels denominadors. Aquest métode es basa en el
calcul de 'MCM dels denominadors per trobar el nou denominador comi. Els

passos a seguir son:

a) Calcular 'MCM dels denominadors involucrats en la suma. Aquest resultat
sera el denominador comt. En I'exemple, MCM (12, 18) = 36.

b) Multiplicar el numerador de cada fracci6 pel resultat de dividir 'MCM
entre el denominador de la fraccié respectiva. Aixi, en I’exemple, el nume-
rador de la fraccio %, que és 3, s’ha de multiplicar pel resultat de 36 :
18 = 2; de la mateixa manera, el numerador de la fraccio %, que és b,
s’ha de multiplicar pel resultat de 36 : 12 = 3. Les fraccions resultants son
equivalents a les anteriors i tenen el denominador comii:

3 6 5 15

183 12 36
c) Finalment, cal sumar les fraccions amb el mateix denominador trobades en

I’apartat anterior. En I’exemple,

3 5 6 15 21
—_—t — = — 4+ — = —
18 12 36 36 36
Es pot observar que en general el primer métode té el desavantatge d’oferir re-
sultats amb nombres elevats, encara que evidentment es poden simplificar (aix0

sempre és recomanable quan es manipulen fraccions), perd sovint és més rapid.
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El segon métode ofereix 'avantatge que el resultat es presenta de manera més
simplificada. Aix0 és més facil d’observar si la suma involucra diverses fraccions.
Per tant, si no hi ha massa sumes i els nombres sén petits, és possible utilitzar
el primer métode, pero si n’hi ha tres o més, és recomanable seguir el métode del

calcul de ’'MCM.

Resta | Es l'operaci6 oposada a la suma, igual que passa entre els nombres enters. La

resta de fraccions es redueix a la suma amb la fracci6 oposada.

()

00| Ut
|
oo | no

Mutliplicacio | El resultat de multiplicar dues fraccions és una fracci6 el numerador

de la qual és el producte dels numeradors i el denominador de la qual és el producte

dels denominadors.

La multiplicacié permet calcular la fraccié d’un nombre (part que s’agafa d’un
nombre). Per exemple, per a trobar el triple de 39 es fa la multiplicaci6 segiient:
3:39 = 117. De la mateixa manera, per a calcular una fracci6 d’un nombre s’ha de

multiplicar la fraccié pel nombre. Aixi, tres quarts de 120 és igual a Z 120 = 90.

La divisi6 de dues fraccions es pot indicar de dues maneres:

La divisi6 de fraccions és el producte d’una fraccié per la inversa de laltra.

ol
=~
o IES{ RN

En el segon cas, convé la barra de divisio respecte de les barres de fraccid per a no
deixar lloc a dubtes sobre quin és el numerador i quin el denominador. El resultat de
la divisi6 de dues fraccions és igual al producte de la fraccié que és en el numerador,

multiplicada per la inversa de la fracci6 del denominador.

11 22

. 2 —
: 3

7 21

En molts casos, les fraccions que 0

tenen per denominador 100
s'expressen en forma de
percentatge amb el simbol %,
denominat tant per cent. Aixi, la
fraccié 23/100 es pot indicar també
com 23%, i es llegeix “23 per cent”.
El calcul de tants per cent es
redueix al calcul amb fraccions.

Quin és I'ordre en qué s’han de fer 9

les operacions elementals entre
fraccions? En una expressié en la
qual s’encadenen diferents
operacions entre fraccions, primer
s'han de resoldre els paréntesis, tot
seguit la divisié i la multiplicacié i,
finalment, la resta i la suma.
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Una altra regla facil de recordar per fer una divisio és aquesta: es multipliquen en
creu numeradors amb denominadors i els resultats també se situen en creu. En el cas

anterior:

2. 7 211 22
X X37 "o

A partir de la divisi6 de nombres, es pot expressar I'invers d’un nombre racional
d’una altra manera: com a 1 dividit entre el nombre. Aixi, per exemple, 'invers de
1 7
4/7 és y = -
Z 4
7

1.3.4. Forma decimal

La forma decimal d’una fraccié és una expressi6 numeérica que estd formada per
una part entera, a l'esquerra del punt, i una part decimal o senzillament decimals,
a la dreta del punt. Per obtenir la forma decimal d’una fraccié, s’ha de dividir el
numerador entre el denominador, com en la divisi6 entera, perd sense aturar-se fins
que la resta sigui zero, afegint-hi els decimals corresponents. Per exemple, la forma

2
decimal de = és 2.4, és a dir, - = 2.4 (i es llegeix “2 coma 47).

Tipus de formes decimals:

e La forma decimal es denomina estricta si la divisié del numerador entre el deno-

12
minador té un nombre de decimals finit. Per exemple: i 2.4.

e La forma decimal es denomina periodica en cas contrari. Per exemple: % =
0.333333333... = 0.3. El barret que posem sobre el 3 indica el periode (els de-
cimals que es repeteixen infinites vegades). Es pot observar que la xifra o xifres
que es repeteixen duen el simbol periodic en la part superior. Diferenciem també
dos tipus de nombres periodics: si el periode comenca just després de la coma,
parlem de nombre decimal peridodic pur (O.f’)); en canvi, si comenca després
d’un grup de xifres decimals que no es repeteixen, parlem d’un decimal periodic
mixt (().15/2). Es evident que el grup de nombres repetits pot ser superior a un.
Per exemple:

5627

—— =0.56838383... = 0.5683
9900

Podem transformar la forma decimal d’un nombre en la forma fraccionaria:

e Si la forma decimal és exacta, s’ha d’eliminar la coma del nombre decimal. El
nombre resultant serd el numerador de la fracci6. El denominador ha de ser un
nombre la primera xifra del qual sigui un 1, i amb tants zeros com decimals té el

3465

nombre decimal. Per exemple, la forma fraccionaria de 3.465 és J555-

e Sila forma decimal és periddica, s’han de seguir aquests passos:
o El numerador és igual a la diferéncia entre el nombre en qiiestio, sense coma

ni simbol periddic (amb la qual cosa es transforma en un nombre enter), i el

mateix nombre, sense coma ni xifres a sota del simbol periodic.

En les formes decimals es pot
separar la part entera de la decimal
per un punt, una coma o un
apostrof. Nosaltres utilitzarem el
punt, la mateixa notacié que es fa
servir en el mén anglosaxé i en la
majoria de calculadores.

/)
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o El denominador ha de ser un enter amb tants 9 com xifres a sota del simbol
periodic, i tants 0 com xifres de la secci6 decimal que no sén dintre del simbol

periodic. Per tant, la fracci6 que correspon al nombre periodic és

23452 - 234 23218
990 © 990

23.452 =

Aproximacions. Per aproximar un nombre, distingim entre l’arrodoniment i el
truncament.

L’arrodoniment d’un nombre fins a una xifra determinada, l'anomenada zifra d’ar-
rodoniment, consisteix a escriure el nombre decimal més proper al nombre donat, de
manera que només tingui xifres decimals fins a la d’arrodoniment. Per exemple, ’ar-
rodoniment d’% amb dos decimals consisteix a trobar el nombre decimal més proper
a % que tingui només dos decimals. En aquest cas, és facil adonar-se que és 0.33. Per
expressar que % és aproximadament igual a 0.33, s’utilitza el simbol ~, que es llegeix
“aproximadament igual”: % ~ 0.33. En tot cas, no cal abusar de 1'is d’aquest simbol.

Aquestes son les regles per a arrodonir un nombre fins a una xifra determinada:

e Sila xifra segiient a la de I’arrodoniment és inferior a 5, s’eliminen totes les xifres
decimals posteriors a aquesta xifra. Aixi, per exemple, si es vol arrodonir el nombre

32.543613 a dos decimals, podem dir que 32.543613 ~ 32.54.

e Si la xifra segiient a la de 'arrodoniment és superior a 4, s’eliminen totes les
xifres decimals posteriors a la xifra d’arrodoniment, i se suma una unitat a la
xifra d’arrodoniment. Aixi, per exemple, si es vol arrodonir el nombre 32.5436134

a tres decimals queda 32.544.

e Sila xifra d’arrodoniment és 9, s’actua de la mateixa manera que en una suma de
nombres decimals quan se suma 1 a una xifra 9. Per exemple, si es vol arrodonir
el nombre 2.749623 a tres decimals, com que la xifra del quart decimal és 6, més
gran que 4, s’ha de sumar una unitat a la tercera xifra decimal, 9, i per tant el
nombre arrodonit sera igual a 2.750. Fixeu-vos que, tot i que 2.75 és el mateix que

2.750, el 0 ens indica que és una aproximacié i no el valor exacte.

Podem considerar també el truncament (encara que no és tant habitual). El trun-
cament és la reduccié del nimero de digits a la dreta del punt decimal, en la qual es
descarten els menys significatius. Per exemple, el truncament del nombre 2.56147215

a 4 decimals és 2.5614.

Ordenaci6é. La manera més senzilla d’ordenar dos nombres racionals és escriure’n

I’expressi6 decimal, que mostra de manera immediata quin dels dos és més gran.

Observem que els nombres racionals tenen una propietat important: entre dos nom-
bres racionals diferents sempre en podem trobar un altre (de fet, se’'n poden trobar
moltissims). Per a trobar un nombre que estigui entre dos altres nombres qualssevol,

només cal sumar-los i dividir el resultat entre 2.

Quan fem operacions amb fraccionso

sempre és millor treballar amb les
fraccions que amb les formes
decimals aproximades, perqué aixi
obtenim el valor exacte de
I'operacié.
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3 9 .
El nombre — és menor que el nombre 5 aleshores és facil comprovar que

3 9

p— + p—
51 3 51 9
4 5 _° és entre tots dos nombres, és a dir, — < — < —.
2 40 4 40 5

1.4. Nombres reals

Tots els nombres que hem vist fins ara formen part del conjunt de nombres reals que

definirem en aquest apartat.

1.4.1. Poténcies

Quan es té una expressié6 amb un grup de multiplicacions amb els mateixos factors,
per abreujar-la es pot fer servir una poténcia. Per exemple:

TTTTT=T
———

5
Es pot observar que la poténcia és formada per dos nombres:

e La base de la poténcia, que és el nombre que es multiplica diverses vegades. En

I’'exemple, la base és 7.

e [’exponent de la poténcia, que indica el nombre de vegades que es repeteix la

base en la multiplicacié. En '’exemple, I’exponent és 5.

Per a designar una poténcia, s’usa ’expressié “elevat a”. En I’exemple, 7° es llegeix
“set elevat a cinc”, o fins i tot “set elevat a la cinquena poténcia”. Hi ha dos casos
particulars: si ’exponent és 2, s’utilitza l'expressié “al quadrat” (per exemple, 82
es llegeix “vuit al quadrat”), i si 'exponent és 3, s'utilitza expressio “al cub” (per

exemple, 5° es llegeix “cinc al cub”).

Igual que en els nombres naturals, ’ds de poténcies en els nombres enters és una
manera d’abreujar un producte reiterat d’un mateix nombre. Per exemple: (-3)-(-3)-
(-3)-(-3) = (—3)4. Ara bé, en aquest cas és imprescindible posar-hi els paréntesis
perqué ’exponent afecta tant el nombre com el signe. En cas contrari, no s’estaria
indicant la mateixa operacio, és a dir, —34=-3.3.3. 3; per tant, I’exponent només
afecta el nombre i no el signe. Per establir el signe de la poténcia d’un nombre enter,

s’han de tenir en compte el signe del nombre i la poténcia:

e Si el signe del nombre és positiu, el nombre resultant sera positiu. Per exemple,
(+2)3 = 23,

e Si el signe del nombre és negatiu, el nombre resultant:
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o sera positiu si ’exponent és parell. Per exemple, (—2)4 =2 ja que el producte

de 4 vegades un nombre negatiu és positiu.

o serd negatiu si 'exponent és senar. Per exemple, (—2)5 = —25, ja que el pro-

ducte de 5 vegades un nombre negatiu és negatiu.

La poténcia d’una fraccié és igual a una altra fracci6 amb els mateixos numerador

i denominador, pero elevats a l’exponent de la poténcia. Aixi, per exemple:
7\ 7
G) &
A més, es pot definir una poténcia amb exponent negatiu, que és igual a l'invers de

la mateixa poténcia amb exponent positiu. Per exemple:

Arrels. De la mateixa manera que la diferéncia és 'operaci6 oposada a la suma, i
la divisi6 és I'operacié oposada a la multiplicacid, la radicacié és 'operacié oposada

a la potenciacié. Els tipus més importants de radicaci6 son:

e L’arrel quadrada. Es tracta de 'operaci6é oposada a elevar al quadrat. S'usa el
signe NS signe radical, amb el nombre a l'interior. Per exemple, com que 5 al
quadrat és 25, llavors, I’arrel quadrada de 25 és igual a 5,

57 =25 — /25 =5
i es llegeix ‘“I’arrel quadrada de 25 és 5” (o simplement “Iarrel de 25”). De la
mateixa manera,

7 =49 —49=7
El nombre que és a l'interior del signe radical s’anomena radicant, i el resultat

s’anomena de vegades arrel.

e L’arrel cabica. Es 'operacio oposada a “elevar al cub”. Es fa servir el signe a
amb el nombre a l'interior. En aquest cas, es diu que el 3 (que és a la part superior
del signe) és 'index de l'arrel. (Observem que en el cas de arrel quadrada no hi
tenim ’index.) Per exemple, com que 5 al cub és igual a 125, llavors I’arrel ctubica
de 125 ha de ser igual a 5:

5% =125 — V/125=5
i es llegeix “I’arrel ctbica de 125 és 5”. De la mateixa manera,
2° =8 — V/8=2

e Altres arrels. De manera similar a l'arrel ctbica, es poden fer arrels de diferents
indexs. Aixi, per exemple:
L’arrel d’index 4, I’arrel quarta, de 625 és 5 (\4/@ =5), ja que 5% = 625.
L’arrel d’index 5, I'arrel cinquena, de 32 és 2 (/32 = 2), ja que 2° = 32.

En el cas dels nombres negatius, s’ha de tenir en compte que no és possible calcular
l'arrel d’index parell. Per exemple, 'expressio \/—4 és incorrecta perqué no hi ha cap

nombre enter el quadrat del qual sigui —4; en general, no hi ha cap nombre el quadrat
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del qual sigui un nombre negatiu. En el cas dels nombres fraccionaris, la seva arrel es

calcula:

16 4 . (4)2 16
— == Ja que -] =—.
25 5 5 25

En tot cas, I’arrel d’una fraccié sempre es pot expressar com una fraccié d’arrels. Per

exemple:
5/ 27 V27 3

125 /125

Tota arrel es pot expressar també com una poténcia amb exponent un nombre frac-

cionari igual a l'invers de I'index. Per exemple:

V16=167  otambe  V27=275
D’aquesta manera, es pot expressar conjuntament ’arrel d’una poténcia. Per exem-
ple: V272 = 273. Es a dir, I’arrel d’'una poténcia és igual a una poténcia ’exponent
de la qual és una fraccié de numerador igual al de la poténcia i de denominador igual

a I'index de l'arrel. Un altre exemple:

3

-

Propietats poténcies i arrels. Per simplificar els calculs amb poténcies i arrels
(recordem que una arrel es pot expressar en forma de poténcia d’exponent fraccionari),

és util fer servir aquestes propietats:

e Poténcia d’exponent 1. El resultat d’'una poténcia d’exponent 1 és igual a la

base

51 =50 bé (-3)' = -3

e Producte de poténcies de la mateixa base. Per a multiplicar poténcies amb

la mateixa base, n’hi ha prou de sumar els exponents deixant la base sense modi-

ficacions | a? - a? = aP*?

31.32=3%"2-3% jaque3*-32=(3-3-3-3)-(3-3)=3-3-3-3-3-3=3C.

&) -@)-@)-@)
81 81 ~\81 ~\81

e Quocient de poténcies de la mateixa base. Per a dividir poténcies amb la

mateixa base, n’hi ha prou de restar els exponents deixant la base sense modifi-

cacions. | a? : ¢ = aP™¢
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= jaquet® it = (77T T T ) (7T T-T) =TT =72

(8)?(8)?_(8)3‘?_(8)2
81/ "\81 “\s1 “\s1

e Poténcia d’exponent 0. Qualsevol poténcia (amb base diferent del 0) d’expo-

nent 0 resulta sempre igual a 1 .

=1 jaque933=03:93=1

e Poténcia d’una poténcia. El resultat d’elevar una poténcia qualsevol a un altre

exponent és igual a una poténcia que té per base la base de la poténcia, i ’exponent

de la qual és el producte d’exponents .

(54)3 _ 54~3 _ 5127 ja que (54)3 _ 54 . 54 X 54 _ 54+4+4 _ 512‘

3
2

3
(E)g l(ﬁ)? _(ﬁ)“’é
729 “\729 “\729)

e Producte de poténcies amb el mateix exponent. El resultat de multiplicar

diverses poténcies amb el mateix exponent és igual a una poténcia la base de la qual

és el producte de bases i ’exponent de la qual és ’exponent comt. |a? - ¥ = (a - b)?

83.5% = (85) = 40%, ja que 83-5> = 8-8-8:5-5:5 = (8-5)-(85)-(8:5) = (8:5)> = 40>

5

(8)5 (25)3_(8 25)3_(200)3
81 4) \81 4) \324

e Quocient de poténcies amb el mateix exponent. El resultat de dividir dues

poténcies amb el mateix exponent és igual a una poténcia la base de la qual és el

quocient de bases i ’'exponent de la qual és 'exponent comt. |a? : b = (a : b)"|.

12°:3%=(12:3)°=45 jaque 12°:3°= (12-12-12-12-12): (3-3-3-3-3) =
(4-3-4-3-4-3.4-3.4.3):(3-3-3-3.3)=4-4.4-4.4=45

5
2

() -(Z)-(22)-(Z)
81) ‘\a) " \s81 4/ \2025
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S’ha de tenir en compte que aquestes propietats son correctes sempre que a, b, p, q
siguin nombres racionals correctes per a I’operacié que s’ha de fer. Per exemple, en el
cas de la poténcia d’exponent 0, la base no pot ser 0; en el cas dels exponents, sabem
que no poden tenir el denominador parell si la base és negativa (perqué no existeix

Parrel d’index parell d'un nombre negatiu).

1.4.2. Nombres irracionals

Després d’estudiar els nombres racionals ens podem preguntar si hi ha nombres que
no soén racionals. Recordem que un nombre racional s’ha de poder expressar en forma
de fraccié de nombres enters o, el que és el mateix, en forma de nombre decimal exacte
o periodic. Pero hi ha nombres que no es poden expressar d’aquesta manera, ja que
per molts decimals que es calculin, no apareixen repeticions constants de xifres. Per
exemple:

V/2 = 1.41421356237309504880168872420969808 . . .

V/3 = 1.73205080756887729352744634150587237 . . .

Aquest tipus de nombres es denominen nombres irracionals.
Dit d’una altra manera, els nombres irracionals son aquells que no es poden expressar
en forma d’una fracci6 de nombres enters, és a dir, sén que no sén racionals (de fet,

el nom irracional ja fa referéncia a aquesta caracteristica de no ser racional).

No és facil demostrar que un nombre, com V2o \/g, és irracional, ja que ningt no pot
assegurar que en xifres decimals més avancades no es pugui trobar la part periodica
del nombre, i tampoc no és senzill demostrar que un nombre no es pot expressar com
una fracci6 de nombres enters.

Vegem com es faria per a comprovar que \/2 és un nombre irracional.

Demostracioé: La prova que /2 és irracional es fa per reducci6 a l’absurd, és a
dir, suposem que v/2 és un nombre racional i veurem que aquesta suposicio és absurda.

Aixi, doncs, comencem suposant que aquest nombre és racional: dit d’una altra
manera, que es pot expressar com una fracci6 irreductible /2 = % de manera que a, b
son nombres naturals i tals que MCD(a,b) = 1.

Si fem el quadrat de la igualtat, tenim que 2 = ‘;—s i si es multipliquen ambdos
costats d’aquesta igualtat per b2, obtenim que 2-b% = a2.

Si ara descomponem el nombre 2 - b2, obtindrem com a minim un 2 (si no més).
Per tant, com que a? ha de ser igual a 2-b%, també la descomposicié de a? haura de
tenir com a minim un 2. En altres paraules, hi ha d’haver un nombre a’ de manera que
a=2-a'. Per tant, a® = (2-a')? = 4-a'2.

Recopilem aquestes dues informacions: 2-b% = a2 = 4-a’? i per tant 2-b% = 4-a/?,
simplificant, b2 = 2 a’2.

De manera similar a com ho acabem de fer per a a, podem dir que hi ha un
nombre b’ que compleix que b = 2-b'. Aixi, doncs, de la mateixa manera que abans,
b2 =(2-0')2=4-b"2.

Per tant, podem arribar a la conclusi6 que, d’una banda, a = 2-d’ i, de ’altra,
b=2-b llavors, a i b tenen un divisor com: el 2. Perd aquest fet no és possible: haviem

afirmat que a i b havien de ser primers entre ells, el MCD(a,b) = 1.

En definitiva, és absurd suposar que /2 = %, essent a i b primers entre ells, ja que
aquesta suposicié ens duu a la conclusié que a i b mai no poden ser primers entre ells.
Aquest fet demostra que /2 no pot ser un nombre racional. Per tant, ha de ser un

nombre irracional. 1

No és el mateix dir que el producte 0

de poténcies és igual a la poténcia
de la suma, que la suma de

poténcies és igual a la poténcia del
producte (aixd Gltim és fals). Es a
dir, no és cert que: a? +a? = aP?

Qué és una demostracié per
reduccié a I'absurd? Es comenca
assumint com a veritat el contrari
del que es vol demostrar i s’acaba
arribant a una contradiccié perqué
el que s’ha assumit no és cert.

o
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Es podria generalitzar aquest fet a qualsevol arrel quadrada d’un nombre primer, és
a dir, es podria demostrar de manera semblant que tot nombre de la forma |/p, amb

p un nombre natural primer, és irracional.

La major part de les arrels (de qualsevol index) de qualsevol nombre racional sén
nombres irracionals, pero no tots els nombres irracionals sén arrels perqué hi ha una
multitud de nombres irracionals que tampoc no es poden expressar com una arrel

d’un nombre racional.

Entre aquests nombres hi ha el denominat pi, que prové de la lletra de ’alfabet grec
que el representa, 7. El nombre 7 indica quantes vegades més gran és la longitud de
la circumferéncia (277, on r és el radi de la circumferéncia) en relaci6 amb el seu
diametre, i la seva forma decimal és:

T = 3.1415926535897932384626433832795028841972...

Un altre nombre irracional molt important és el denominat nombre e, el valor del
qual és:

e = 2.7182818284590452353602874713526624...

Es pot observar que els nombres irracionals coneguts, a part de les arrels, es designen
amb una lletra (amb una expressié alfabética, el nom del descobridor o el nom que la
comunitat cientifica ha decidit); aixd és aixi perqué aquests nombres no es poden ex-
pressar de manera exacta de cap altra manera coneguda: ni mitjangant una expressio

decimal (ni fraccionaria) ni com a arrel.

Altres exemples:

e Secci6 auria o divina proporcié (¢). Es el nombre conegut des de 'antiguitat
per a expressar diferents relacions entre elements de certes figures geométriques.
Per exemple, la relacié entre la diagonal d’un pentagon regular i un dels seus
costats és igual a la secci6é auria. L’arquitectura grega és plena de temples que
semblen tenir relacié6 amb la seccié auria: el quocient entre el costat més llarg i el
més curt de la base se sol acostar moltissim a aquest nombre. Numéricament, la
rad auria es pot calcular de manera senzilla: ¢ = 1+T‘/5

e Constant de Brun. Es la suma dels inversos dels nombres primers de les formes
p ip+2 (anomenats primers bessons). Es tracta de trobar aquesta suma:

B:(1+1)+(1+1)+(i+i)+(i+i)...
3 5 5 7 11 13 17 19
El 1919 Brun va demostrar que la suma de tots els primers bessons és un nombre,

encara que no es pot assegurar amb total certesa que sigui un nombre irracional.

e Constant de Catalan (cognom del matematic belga del segle XIX Eu-
géne Catalan). Es la suma o resta alternada de la inversa de tots els nombres

senars elevats al quadrat:

11 11 1
T12 032 52 72 92 11277

Leonardo da Vinci, en el dibuix
L’home de Vitrubi, que representa
un home dintre d'un cercle i un
quadrat, ha volgut representar la
seccié auria: el quocient entre
I'altura total de I'home (b) i I'altura
fins al melic (a) és,
aproximadament la raé auria, un
nombre irracional.
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Hi ha matematics que s’han dedicat a buscar el maxim nombre de xifres decimals
possibles d’alguns d’aquests nombres irracionals amb ’ajut d’ordinadors i programes

potents.

Aquests son alguns dels nombres irracionals més famosos amb els seus primers di-
gits decimals (en molts casos no s’ha demostrat encara que es tracta de nombres

irracionals, tot i que s’intueix que si).

Who - Year

Font: http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html. Dades del 2010.

A la practica, se sol utilitzar una aproximacié decimal (per arrodoniment) de qualsevol
nombre irracional, amb el nombre suficient de decimals segons la situaci6 real en la

qual estem.

1.4.3. Definici6é

Tots els nombres, racionals o irracionals, formen part del denominat conjunt de nom-

bres reals. El nombre % és un nombre real que és racional, mentre que el nombre 7

és un nombre real que és irracional.

El conjunt de tots els nombres reals se simbolitza amb R. A més, cadascun dels

conjunts numérics estudiats també es designa amb un simbol:

N designa el conjunt de nombres naturals.
Z designa el conjunt de nombres enters.
@ designa el conjunt de nombres racionals.

R\ Q designa el conjunt de nombres irracionals.


http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html
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Els diferents conjunts de nombres (naturals, enters, racionals i reals) mantenen re-
lacions d’inclusié d’acord amb el que hem vist: el conjunt dels nombres naturals és
inclos en el conjunt dels nombres enters; aquest, al seu torn, és inclos en el conjunt

de nombres racionals; finalment, aquest és inclos en el conjunt de nombres reals.

Per a assenyalar relacions d’inclusio, es fa servir el simbol ¢, que indica que el conjunt

que se situa a ’esquerra és inclos en el conjunt que se situa a la dreta. Aixi, doncs:
NcZcQcR

Graficament:

Racionalitzacié. No és usual deixar una fraccié amb arrels en el denominador. Per
aix0, és habitual eliminar-les sempre que sigui possible. Aquest procés s’anomena ra-
cionalitzacié de la fraccio. Per a aconseguir-ho, és molt comt multiplicar numerador

i denominador per alguna expressié que permeti eliminar les arrels del denominador.

Exemple. Racionalitzaci6.

En molts casos, també podem trobar una suma o resta d’arrels en el denominador.
En aquests casos, s’ha de multiplicar el denominador i el numerador per 'operacié

oposada del denominador (el conjugat del denominador).

Exemple. Racionalitzaci6.

L A(BvE)  (VE+vE)
VA O v R e VML)

Aixo és aixf perque (v3-/5)-(vV3+5) = (V3) - (V5) =3-5=-2.

1.4.4. Operacions

Les operacions basiques entre nombres reals son la suma i la multiplicaci6. La resta i
la divisi6 es defineixen a partir de la suma i de la multiplicaci6. Amb aquesta finalitat,

cal definir uns elements especials:
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e [’element neutre de la suma és el 0, la propietat principal del qual és: si a és

un nombre real, a +0=0+a = a.

e L’element neutre de la multiplicacié és 1’1, la propietat principal del qual és:

si @ és un nombre real, a-1=1-a = a.

A partir d’aquests elements, es poden definir:

e L’oposat d’un nombre real a, que és —a i que compleix: a + (-a) = (-a) +a = 0.

e L’invers d’un nombre real a (excepte el 0), que és % i que compleix: a% = %-a =1.

A partir d’aquests elements, es poden definir:

e La resta de dos nombres, que és igual a la suma amb Poposat. Es a dir, si a, b

son nombres reals, a —b = a + (-b).

e La divisi6 de dos nombres, que és igual a la multiplicacié amb l'invers. Es a dir,

si a, b s6n nombres reals, i b # 0, % =qa- %.

e La potenciacié de nombres reals, que és, sempre que sigui possible, si a és un

nombre real, n i m soén nombres enters (tots diferents de zero):

Propietats de les operacions. Les propietats de la suma de nombres reals (que

també es compleixen per a nombres naturals, enters i racionals) soén les segiients:

e Propietat commutativa. L’ordre dels sumands en una suma de dos o més nom-

bres no n’altera el resultat: a+b=b+a

T+(-2)=-2+(+7)=5

e Propietat associativa. El resultat d'una expressi6 amb dues o més sumes de
nombres enters no depén de I'ordre com s’agrupen las diferents sumes: a +b+c =

(a+b)+c=a+(b+c)

=3+ (+2)+(-5) = (-3+(+2))+(-5) = -3+ ((+2) + (-5)) = -6

b3 (-G (2)- 3 (e ()
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e Element neutre de la suma de nombres igual a 0 és aquell que, sumat a
qualsevol altre, no el modifica: a+0 = 0+ a = a. Els nombres naturals no en tenen,

ja que 0 no és un nombre natural.

e Element oposat d’un nombre és un altre nombre que, sumat a ’anterior, és
igual a l’element neutre de la suma, és a dir, igual a 0. Observem que, per a
calcular 'oposat d’un nombre, dnicament s’ha de canviar el seu signe; I’element
oposat de a és —a, i compleix: a + (—a) = (—a) + a = 0. Tot nombre té un tnic
oposat i tots dos nombres tenen el mateix valor absolut. Els nombres naturals no

tenen oposat, ja que en aquest conjunt no tenim nombres negatius.

1 1
L’oposat de +5 és —5, perqué +5 + (=5) = 0, o oposat d’g és == ja que

1+(_1):0
3\ 3

Igualment, també tenim les propietats del producte de nombres reals (aixd vol
dir que també es compleixen per a nombres naturals, enters i racionals), que son les

segiients:

e Propietat commutativa. L’ordre dels factors d'un producte de dos o més nom-

bres racionals no n’altera el resultat: a-b=5b-a

3.(-4) = (-4)-3=-12

e Propietat associativa. El producte de més de dos factors no depén de 'ordre

com es fan las multiplicacions: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

=3-(+2) - (-4) = (=3-(+2)) - (-4) = -3 ((+2) - (-4)) = 24.

15 2_(1 5) 2 1 (5 2)_10_2
335 \33/ 5 3\3 5/ 45 9

e Propietat distributiva del producte respecte de la suma. El producte d'un
nombre per la suma de dos nombres és igual a la suma dels productes del primer
nombre per cadascun dels altres dos:

a-(b+c)=(b+c)-a=a-b+a-c
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5. (4+(=3)) = =5-4+ (=5) - (=3)

2 (1 4) 2 1 2 4 18
| e | e it
3 \5 7T 35 3 7 35

o Element neutre del producte. Es aquell que, multiplicat per qualsevol altre,

no el modifica. L’element neutre de la multiplicacié de I'l és: a-1=1-a =a.

e L’invers d’un nombre. Es el nombre que compleix que el producte d’ambdés

és igual a ’element neutre del producte, és a dir, és igual a 1. L’invers del nombre
1_1

a és %, i compleix: a- = =+ -a = 1. Els nombres naturals i enters no tenen invers;

. ) . . 2,
en canvi, tot nombre real, excepte el 0, t€ un invers. Per exemple, l'invers de £ és

5 2.5
5,jaque z-35=1

1.5. Expressions numériques
1.5.1. La recta numeérica

Una de les maneres habituals de representar els nombres és en una recta, que rep el
nom de recta numeérica.

Comencem amb els nombres enters, que per les seves caracteristiques es representen
com a infinits punts equidistants (punts que sén a la mateixa distancia) en una recta.

Aquestes caracteristiques son:

e No hi ha cap nombre enter que sigui el primer ni tampoc I'tltim. Es a dir, donat
un nombre enter qualsevol, sempre es pot trobar un nombre que és menor i un
altre nombre que és major. Aquest fet no es compleix amb els nombres naturals,

amb els quals el menor sempre és 1.

e Un nombre enter i el segiient sempre es diferencien per una unitat. (Aquesta ca-

racteristica és comuna amb els nombres naturals.)

e Els nombres enters es poden llistar ordenats d’esquerra a dreta i, evidentment,
aquesta llista sempre és incompleta.
=T, -6, -5, -4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7...

Aixi, doncs, una representacié possible dels nombres enters pot ser aquesta:

També és possible representar nombres enters no consecutius, encara que la diferéncia

entre un i el segiient sempre ha de ser habitualment la mateixa.



© FUOC e PID 00273913 40 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

El 0 no cal que sigui al centre de la representacio; fins i tot pot no ser entre els nombres

representats.

Pel que fa als nombres racionals, recordem que entre dos nombres racionals diferents
sempre en podem trobar un altre. Aquesta circumstancia permet preveure que els
nombres racionals poden cobrir molts més punts de la recta en la qual es representen,

i sempre podrem ampliar una secci6 qualsevol d’aquesta recta perqué sempre trobarem

més nombres racionals

Els nombres reals (igual que els anteriors) s6n ordenats de més petit a més gran. Aixi,
es poden representar els nombres reals en una recta, que anomenarem recta real. El
fet que hi hagi molts més nombres irracionals que racionals dona una idea dels “buits”
que hi ha en la representaci6é dels nombres racionals en una recta. Aixd no passa amb
els nombres reals: la recta real és completament plena de nombres reals; és a dir, cada

punt de la recta es correspon amb un nombre real.

| [ |
5L S5 455 4% 86 SFz2 a6l 5/ 87
N
| | | | | | I/,I/IJ |

| | [ | | [ | | [ |
45 43 5 52 &4 Sﬁr 55 8 B2

+2
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Intervals. Un interval és el conjunt de tots els nombres més petits (o iguals) que
un nombre donat i més grans (o iguals) que un altre. Aquests dos nombres sén els
extrems de 'interval. Per exemple, els nombres compresos entre el -5 i el 6 formen un
interval, els extrems del qual son el -5 i el 6. Aquest interval es pot representar en

la recta real d’aquesta manera:

i
=@

En cada interval s’ha d’indicar si algun dels extrems és inclos en 'interval en qiiestio:
si un extrem pertany a l’interval, es denomina interval tancat per aquest extrem
(i es denota amb un claudator); si un extrem no pertany a l'interval, es denomina
interval obert per aquest extrem (i es denota amb un paréntesi). Per exemple, I'interval
obert per l'esquerra i tancat per la dreta, d’extrems -5 i 6, s’escriu (-5,6], i la seva
representacio és la segiient (el punt ple indica que aquest valor pertany a l'interval,

el punt blanc indica que el valor no hi pertany):

De vegades, s’ha de representar un interval que té un extrem perd no l'altre; es fa
servir el simbol co (amb signe + o -), que es llegeix “infinit”. Per exemple, tots els
nombres reals fins al 5, el 5 inclos, conformen l'interval (—oo, 5]; tots els nombres més
grans que -3, el -3 no inclos, es representen amb interval (-3, +o00). La fletxa indica

tots els valors fins a —oo 0 +00 respectivament.

1.5.2. Notacié cientifica

Moltes ciéncies requereixen nombres molt grans o inusualment petits. [’astronomia,

per exemple, necessita treballar amb nombres grans perqué les distancies amb qué

treballa son immenses; en canvi, la fisica de particules, com que investiga ens diminuts,
utilitza nombres molt petits.

Per a evitar nombres com, per exemple:
1403400000000000000000000000000000000000000, o bé,
0.000000000000000000000000000000000874,

es requereix una notacié més compacta i eficient: la notacié cientifica.

Els nombres anteriors s’escriurien amb notacié cientifica de la manera segiient:

1.4034 -10*
8.74-107*
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Es pot observar que ’expressioé es descompon en dues parts:

(1) Un nombre decimal el valor absolut del qual és més gran que 1 o igual, i menor

que 10, denominat mantissa.

(2) Una poténcia de deu, anomenada simplement ezponent.

El producte d’ambdés nombres ha de coincidir amb el nombre en qiiestié. Es pot ob-
servar que aquesta manera d’escriure un nombre simplifica l'escriptura, i la informacio

de quants 0 s’han de posar és en I'exponent. Aixi, doncs:

e Per a expressar un nombre que estd en notacié decimal en notacié cientifica, s’ha

de trobar la primera xifra diferent de zero per ’esquerra del nombre.

o La mantissa és igual a un nombre la xifra de les unitats del qual és precisa-
ment aquesta xifra diferent de zero i les segiients del qual formen la seva seccié

decimal (evitant escriure zeros innecessaris).

La mantissa del nombre 0.000000000000323 és 3.23 i la mantissa del nombre
180200000000000 és 1.802.

o L’exponent de la poténcia de 10 és igual al nombre de xifres del nombre menys
un si el nombre no té decimals (el nombre és molt gran). En canvi, si es tracta
d’un nombre amb decimals (el nombre és molt petit), ’exponent és negatiu i

és igual, en valor absolut, al nombre de zeros del nombre.

180200000000000 = 1.802 - 10'* 6 bs 0.000000000000323 = 3.23 - 10~ '3

En tot cas, 'exponent compleix les regles habituals de potenciaci6.
e El pas de la notacio cientifica a la usual segueix les indicacions segiients:

o Si 'exponent és negatiu, s’ha de desplagar la coma decimal de la mantissa
cap a l'esquerra tantes posicions com indiqui el nombre de I’exponent (sen-
se signe), afegint-hi tants 0 com sigui necessari. Per exemple, 1.032 - 1079 =

0.000000001 032.
————
9 posicions

o Si ’exponent és positiu, s’ha de desplagar la coma decimal de la mantissa cap
a la dreta tantes posicions com indiqui ’exponent, afegint-hi els 0 que calgui.

Per exemple: 5.201 - 10! = 520100000000.
———

11 posicions

1.5.3. Igualtats notables

Alguns calculs acostumen a aparéixer recurrentment en diversos contextos matema-

tics. Aquest és un bon motiu per a conéixer quin és el seu desenvolupament i les pos-
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sibles equivaléncies amb altres expressions més ttils o simples. Normalment, aquestes
expressions acostumen a enunciar-se en forma de producte d’altres expressions, i per
aixd es coneixen com a igualtats notables. Alguns d’aquests productes notables i
els seus resultats son els segiients (també es dona ’expressiéo amb la qual s’acostuma

a denominar-los):

e Productes de 2 expressions:

(a+ b)2 =a®+2-a-b+ b el quadrat d’una suma
2 2 2 S
(a-b)"=a"-2-a-b+b la diferencia de quadrats
(a+b)-(a-0b) = a®>-b* suma per diferéncia és igual a diferéncia de quadrats
(a-b)-(a®+a* b+a-b>+b%) =a* - b*

(a-b)-(a*+a® b+a® - b*+a-b°+b*) =a’ - 1°

(a+b+c)>=a’+b2+c®+2-a-b+2-a-c+2-b-c

e Producte de 3 expressions:

(a+b)-(a+b)-(a+b)=(a+b)*=a’+3-a® b+3-a-b°+b> cub d’una suma

(a-b)-(a=b)-(a-b)=(a-b)*=a’-3-a* b+3-a-b°—b> cub d’una diferéncia

Seguint les propietats esmentades amb anterioritat, es poden demostrar totes aquestes

igualtats. Vegem-ne alguns exemples:

El quadrat de la suma: (a +b)% = a? +2-a-b+b*

Demostracié: Desenvolupem (a +b)? = (a +b) - (a + b) S’hi aplica la propietat
distributiva dues vegades, amb la qual cosa:
(a+b)-(a+b)=(a+b)-a+(a+b)-b=a’+a-b+b-a+b?

Per la propietat commutativa del producte b-a = a-b , de manera que b-a+a-b = 2-a-b.
Per tant, ’expressio anterior és igual a a® +2-a-b+b%, tal com s’ha enunciat al principi.

El quadrat de la diferéncia es troba de manera similar, tenint en compte que es tracta

d’una resta.

La suma per la diferéncia: (a +b) - (a - b) = a* - b2

Demostracié: FEn aquest cas, també s’ha d’aplicar dues vegades la propietat
distributiva:
(a+b)-(a-b)=(a+b)-a—(a+b)-b=a?+b-a-a-b-b? =a®-b2

tal com es deia al principi. 1
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Resum

Els nombres naturals '

’ Els nombres naturals son aquells que serveixen per a comptar: 1, 2, 3, ...

L’ordre de prioritat de les operacions és:

(1r) Paréntesis.
(2n) Divisi6 entera.
(3r) Producte.

(4t) Sumes i restes.

Important!

e La resta ha de sortir positiva perqué estigui ben definida.
e La divisio:

Pot ser exacta. Per exemple, 15 : 3 = 5; en aquest cas diem que 15 és multiple

de 3, i que 3 és divisor de 15.

Pot ser no exacta. Per exemple, 17 : 3 no déna exacte; en aquest cas anomenem
divident divisor quocient residu

Un nombre es diu primer quan no té cap altre divisor que no sigui I’1 i ell mateix.

Per exemple, 11 és primer, perd 12 no ho és. Diem que 12 és un nombre compost.

Qualsevol nombre natural es pot escriure com a producte de nombres primers, que és

el que anomenem descomposicié en factors primers. Per exemple, 24 = 23.3.
La descomposicié en factors primers es pot fer servir per a calcular el minim comu
multiple (MCM) i el maxim comu disor (MCD). Per exemple, calculem la

descomposicié de 24 i 90 i tenim que 24 =23-3190=2-32-5.

e Per a calcular 'MCM, hem d’agafar els factors primers no comuns i després els

comuns als dos nombres amb l'exponent més gran dels dos.

mem(24,90) = 2°-3% .5 = 360.
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e Per a calcular 'MCD, hem d’agafar només els factors primers comuns als dos
nombres amb ’exponent menor.

MCD(24,90) = 2-3 = 6.

Dos nombres es diuen coprimers o primers entre ells si el seu MCD val 1 (de

manera equivalent, si no tenen factors primers comuns).

Els nombres enters '

Es tracta d’una generalitzacié dels nombres naturals, inclosos el 0 i els negatius

(que precedim del signe —, mentre que podem precedir els positius del signe + o

no posar-los cap signe).

El valor absolut d’un nombre enter és el mateix nombre sense signe. Per exemple,

| —4]= 4] = 4.

Les divisions i productes es calculen com si fossin nombres naturals perd tenint en

compte la regla dels signes segiient:

e Si els dos nombres que multipliquem o dividim tenen el mateiz signe, el resultat

tindra signe positiu. Per exemple, 2-3 =6,1 (-4) - (-1) = 4.

e Si els dos nombres que multipliquem o dividim tenen signes diferents, el resultat

tindra signe negatiu. Per exemple, (-2)-3=-6,14-(-1) = —-4.

Ordenacioé de nombres enters

Signes

> significa major que: 58 > 12

< significa menor que: -3 < 12

Caracteritzacio

e Qualsevol nombre positiu sempre és major que qualsevol nombre negatiu.
e FEl 0 és major que qualsevol nombre negatiu i menor que qualsevol nombre positiu.

e Entre dos enters negatius, el major és aquell que és menor sense signe.

Operacions i desigualtats

e Suma o resta d’un mateix nombre amb dos nombres: es manté la mateixa relacio
d’ordre que en els dos nombres originals.

e Multiplicacié o divisié de dos nombres per un mateix nombre enter: es manté la
mateixa relacié d’ordre nomeés si aquest Gltim nombre és positiu, i la inverteix si és
negatiu.
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Els nombres racionals '

Dues o més fraccions son equivalents si
representen la mateixa part. Per exemple. la
fraccidé 1/2 representa el mateix nombre que
la fraccio 2/4.

Totes les fraccions equivalents entre elles representen ¢l mateix nombre racional, i la millor representacio
d’aquest nombre ¢és la fracci6 irreductible.

Una fraccio irreductible és aquella el
numerador i denominador de la qual sén

Els nombres fraccionaris o fraccions primers entre ells.

permeten representar les situacions La manera de trobar-la, denominada

en les quals s"obté o es deu una part simplificacid, consisteix a dividir

d’un objecte. nu_mlerador i dennnyn;ulor_ de la fraccio
original per "'MCD d’ambdds.

Forma decimal d’un nombre racional

La forma decimal d’un nombre racional és formada per una part entera, a 'esquerra del
punt, i una part decimal, a la dreta del punt.

e La forma decimal s’anomena estricta si té una quantitat finita de decimals.

e La forma decimal s’anomena periddica en cas contrari. En aquest cas, les xifres que
es repeteixen s’indiquen mitjancant el simbol peridodic (barret) a la part superior

12 5627 —
— =24 —— =0.5683838383 ... =0.5683
5 9900

De la forma fraccionaria a la forma decimal

12
S’ha de dividir el numerador pel denominador: 5 - 2.4

De la forma decimal a la forma fraccionaria

3465
e Sila forma decimal és estricta: 3.465 = ——.
1000

e Sila forma decimal és periodica:

23452 -234 23218
990 ~ 990

23.452 =
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Les operacions amb nombres fraccionaris

La suma
Denominadors iguals Se sumen els numeradors i es manté el mateix denominador:
3 2 3+2 5
2yt 2
4 4 4 4

Es busquen fraccions equivalents amb el mateix denominador
(normalment, 'MCM dels dos denominadors) i se sumen se-

. . uint el procediment anterior:
Denominadors diferents g P

5 2 15 4 19

6 9 18 18 18

Meétodes per a trobar el mateix denominador

Multiplicar els
denominadors §+2_@+ﬁ_§+2_§
6 9 6-9 9-6 54 54 54
Calcular I’MCM
dels  denomina-
dors 5+2 B 5:3+2-2 15+4 19
6 9 ! 18 18 18
MCM(6,9)=18
18/6=3
18/9=2
La resta

Suma amb ’oposat:

La multiplicacio

Es multipliquen els numeradors entre ells per obtenir el nou numerador, i els
denominadors entre ells per obtenir el nou denominador:

2_(—2): 2-(-2) -4

3

7

3.7 21

125 250
1

wl N

2
La fraccié d’un nombre | dos tercos de 125 és 3 125 =

3 7
L’invers d’un nombre 7 és 'invers de 5

La divisié

Es el producte del numerador per I’invers del denominador

3618

4-5 20

SYISIENY
|
| w
|
el w
ol o
w

Poténcies i arrels '

Poteéncia i arrel sén dues operacions inverses.

N operacions inverses
Poténcia «———  Arrel

Exponent

53:77-7:343 - "\/343\:7

base base
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Per a unificar les dues operacions, s’introdueix la poténcia d’exponent fraccionari:

\C/(_l

1l
Q

ac = a”.

Caracteristiques de les arrels segons els tipus de nombres

Poténcies Arrels
Nombres naturals | Base i exponent sén nom- | Index i base sén nombres
bres naturals naturals
Base i exponent sén nom- | Index i base sén nombres
Nombres enters bres enters enters
Si I’index és parell, la base
ha de ser positiva

Base i exponent sé6n nombres racionals

Nombres racionals | fjqex i exponent son inversos

La base ha de ser positiva si el denominador de I’ex-
ponent és parell

Propietats de les poténcies i les arrels. Suposem a, b, p, ¢ nombres racionals.

e La poténcia d’exponent 1 és igual a la base: al =a.

e El producte de poténcies amb la mateixa base és la poténcia amb la mateixa base

: +
i la suma d’exponents: a" -a"" = a"""".

e El quocient de poténcies amb la mateixa base és la poténcia amb la mateixa base

n—m

i la resta d’exponents: =a

a”
a"Yl
e La poténcia d’exponent 0 (amb base diferent de 0) val 1: a’=1.

e La poténcia d’una poténcia resulta ser una poténcia amb la mateixa base i pro-

ducte d’exponents: (a?)? = a9,

e El producte de poténcies amb el mateix exponent és una poténcia amb el mateix

exponent i el producte de les bases: a” - v* = (a-b)".

e El quocient de poténcies amb el mateix exponent és una poténcia amb el mateix

a a
exponent i el quocient de les bases: i (Z)

Els nombres reals '

Els nombres reals inclouen els nombres racionals, que alhora inclouen els nom-

bres enters, els quals inclouen els nombres naturals:

NcZcQcR.

Els nombres irracionals (R \ Q) son tots aquells nombres reals que no sén nombres

racionals, és a dir, que no es poden expressar com una fracci6 d’enters.
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Notacié6 cientifica. Consisteix a escriure un nombre com a producte d’un decimal
amb una tnica xifra no decimal el valor absolut de la qual és major o igual a 1 i

menor que 10 (mantissa), i una poténcia de 10 (ezponent):

Exponent
1
1352 +10 36

Mantissa
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Exercicis resolts

1. Simplifiqueu ’expressid segiient:
25-8-77 .5
35.252.(-5)3.493
Solucioé

Per a simplificar qualsevol expressid, s’han d’aplicar les propietats de les poténcies, amb la
finalitat d’agrupar les poténcies amb la mateixa base, i simplificar posteriorment les poténcies
repetides tant en el numerador com en el denominador.

El procediment és:
1) Descompondre cadascun dels factors tant del numerador com del denominador.

2) Ordenar els factors i agrupar els que tenen la base comuna:

25 = 5.5=52
8 = 2.2.2=28
7 = 71

5 = 5-1

3 = 3.1

49 = 7.7=72

3) Simplificar els factors comuns al numerador i al denominador:

25.8-77-5% 52.23.77. 54 52.923.77.54

35.252.(-5)3.493  35.(52)2.53.(72)3  35.54.53.76

23.77.55  2%.7
-2 ' v __ =_93.7.375.571,
35.57.76 35.5

2. Simplifiqueu ’expressid segiient:

Solucio

Per a simplificar una expressi6 amb arrels i poténcies, s’han de descompondre els nombres
de la base i aplicar les propietats de les poténcies per a arribar a 'expressi6 més senzilla
possible.

Els passos que seguim son:
1) Descompondre la base.
2) Transformar les arrels en poténcies de fraccions.

3) Operar els exponents seguint les propietats de les poténcies:

We AE-6)0 ) -0

3. Racionalitzeu ’expressié segiient:

4
V3-5
Solucio

Racionalitzar una fraccié consisteix a eliminar les arrels del denominador per obtenir una
fraccié equivalent:

Comencarem multiplicant el numerador i el denominador pel conjugat del denominador
V3 + /5, i utilitzarem que (V3+\5) - (V3-v5) = (vV3)' - (v5)’ = 3-5 = —2. Amb
tot aix0 tenim:

4 4-(v3+5) 4-(V3+VB) 4-(V3+V5)

VRV POV v Pvy S e e A ACR0)
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4. Racionalitzeu ’expressio segiient:

V142

Solucio

Comencem per eliminar I’arrel ctibica del denominador multiplicant numerador i denomina-

dor per(3 1+\/§)2
3 2 3 2
5.( 1+\/§) 5.( 1+\/§)

Vi (Viva)y eV

Ara procedim com en ’exemple anterior multiplicant i dividint amb el conjugat del denomi-
nador i, aplicant la igualtat notable d’una suma per una diferéncia, obtenim:

5.(31+\/§)2.(1—\/§) 5-(31+\/§)2-(1—\/§) . 2
(1+v2)-(1-v3) 1-2 :_5'( 1+ﬁ) (1-v2)
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Exercicis per a practicar amb les solucions

5. Simplifiqueu les expressions segiients expressant com una sola poténcia, arrel,
etc. segons cada expressio:

(a) 2\/2v/z

(b) 72.3%.V/72.33

o VG
(d) 2v3+yV5 - 423+ 6y\/5
(e) V2- V1. ¥22

R

V180 + /45 - \/405
3-V5
6. Racionalitzeu les expressions segiients:
(a) 3V5+7V2

VE+V2
4++5

6V3
5-3V3
5+3V3

(g)

(b)

()

Solucions

B~

T

ot
—
~

73.3%

—
=3

~

)

)

) 51

d) -3zv3+7yV/5
)
)
)

)

—~ o~

5
23

~—~

(-3)75
0

—~
]

1+4+/10
3

43 +/15
18

(e) 15v/3-26
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2.1. Expressions algebraiques

2.1.1. Definicié

Per expressi6 algebraica s’entén qualsevol combinaci6 de lletres i nombres relacio-
nats entre ells per signes d’operacions. Aixi, si bé una expressié numérica ve donada

per nombres i signes d’operacié entre ells, una expressié algebraica també conté lletres,

que operen entre ells o amb altres nombres.

Exemple. Expressioé algebraica.

a—23-c+5-d-T-a-y

Qué és una expressio algebraica? Q

Per expressié algebraica s’entén
qualsevol combinacié de nombres,
lletres i signes d’operacié. Les
lletres d'una expressié algebraica
s'han de tractar com si fossin
nombres, i per aixé es poden
sumar, restar, multiplicar i dividir,
seguint les mateixes regles que els
nombres. Les expressions
algebraiques permeten expressar
operacions entre quantitats
desconegudes substituint el valor
desconegut per una lletra concreta.

Les lletres d’una expressio algebraica s’han de tractar com si fossin nombres: es poden

sumar, restar, multiplicar i dividir, i compleixen, com veurem, les mateixes propietats

de les operacions entre nombres.
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Les expressions algebraiques es poden usar en problemes reals, en els quals es des-
coneix el valor d’algun element. Aixi, per exemple, si una persona va a comprar i
adquireix 3 kg de llimones a 1.09 € el quilogram, i 2 kg de patates a 0.78 € el

quilogram, per a calcular el valor de la compra s’ha de fer:

3:-1.09+2-0.78

Ara bé, si no es coneix el preu del quilogram de llimones ni tampoc el preu del
quilogram de patates, es pot associar a cada valor una lletra (relacionada amb el nom
sempre que sigui possible). Aixi, si per exemple usem [ per al preu per quilogram
de les llimones, i p per al preu per quilogram de les patates, el valor de la compra

anterior vindria donat per I’expressié segiient:
3:-1+2-p

Aquesta expressio algebraica permet calcular el valor total de la compra en el moment
en qué es coneguin els preus per quilogram de les llimones i de les patates, substituint

les dues lletres pels seus valors reals.

En les expressions algebraiques, en multiplicar un nombre per una lletra normalment
no es posa el signe de multiplicacid, siné que es manté la lletra seguida del nombre, i
amb aquesta notacié se sobreentén que es tracta d'un producte. D’acord amb aquest

conveni, ’expressio algebraica anterior també es pot escriure aixi:

20+ 3p

Les lletres d’una expressi6 algebraica també es poden substituir per nombres concrets.
Per exemple, en 'expressié algebraica 4z — 2y + 6 es pot substituir la lletra = pel valor

3, 1 la lletra y pel valor 4. En aquest cas, ’expressio algebraica es transforma en

4. 3 -2- 4 +6
—— ——
xT

Aleshores, es diu que el valor numéric de l’egcpressi(') algebraica 4z — 2y + 6, quan
la x val 31 y val 4, és igual a 4-3 -2-4+ 6, és a dir, és 10. En definitiva, el
valor numeéric d’una expressié algebraica es troba substituint-ne les lletres per
nombres concrets, operant i obtenint-ne el resultat. Es evident que el valor numéric

d’una expressi6 algebraica depén dels valors concrets que reben les lletres.

Exemple. Valors numeérics d’una expressié algebraica
Donada ’expressié algebraica

4 -2y + 6

Sixz =51y =2, el seu valor numeric és igual a 4-5-2-2+6 =22
Siz=-31iy=-1, el seu valor numeéric és igual a 4-(-3)-2-(-1)+6 = -4

Si z=-21iy=5, el seu valor numéric és igual a 4- (-2) —=2-5+6 = —12
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2.1.2. Elements

Una expressi6 algebraica es pot escriure a partir de diverses sumes (recordem que Quins sén els elements basics i les 9
propietats de les expressions
les restes son sumes amb l'oposat) de certs productes mixtos (o, fins i tot, divisions, algebraiques? Els sumands d'una
expressi6 algebraica estan formats
encara que, de moment, no es faran servir divisions amb denominadors que continguin per lletres i nombres. Cada un dels

sumands es denomina terme i les
lletres) de nombres i lletres. Cadascun d’aquests sumands es denomina terme. lletres es denominen variables. Una
expressi6 algebraica es pot convertir
en una d’equivalent aplicant les
propietats de les operacions entre
lletres i nombres, que sén les
mateixes que les propietats de les
operacions entre nombres reals.

Exemple. Termes d’'una expressi6 algebraica.

Donada ’expressioé algebraica:

a—3c+ 2d - bax

identifiquem:
Termes (n’hi ha 4): a, -3¢, 2d i —baz
Variables: a,c,d, .

Recordem que entre variables o entre nombres i variables és preferible obviar

els signes de multiplicar - o x.

Propietats de la suma i el producte. Les propietats de la suma i el producte
de nombres i lletres sén les propietats ja conegudes de les operacions entre nombres

reals.

e Element neutre de la suma. Es el 0 perqué, sumat a qualsevol altra lletra o

nombre, no el modifica: a +0=0+a = a.

e Element neutre del producte. Es 'l perqué, multiplicat per qualsevol altra

lletra o nombre, no el modifica: a-1=1-a =a.

e Element oposat d’a. Es —a perqué, sumats, el resultat és ’element neutre de la

suma: a + (—a) = (—a) +a = 0.

e Invers d’a. Es % (essent a # 0) perqué el seu producte és 'element neutre del
producte: a - % = % ca=1.

e La resta. Es 'operaci6 que consisteix a sumar oposat: a —b = a + (-b).

e La divisié. Es 'operacié que consisteix a multiplicar per 'invers: % =a- %, essent

b+0.

e Propietat commutativa de la suma. La suma de dos elements no depén de

I'ordre en qué es fa: a +b=b+ a.

e Propietat associativa de la suma. La suma de tres elements no depén de

l'ordre en queé es facin les diferents sumes: a+b+c=(a+b)+c=a+ (b+c).

e Propietat commutativa del producte. El producte de dos elements no depén

de 'ordre en qué es fa: a-b="b-a.
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e Propietat associativa del producte. El producte de tres elements no depén

de lordre en queé es facin els diferents productes: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

e Propietat distributiva del producte respecte de la suma. Un producte
d’un element per una suma es pot descompondre com la suma dels productes de

l’element per cadascun dels sumands: a-(b+c)=(b+c)-a=a-b+a-c.

2.1.3. Manipulacio

En qué consisteix simplificar una 9

expressi6 algebraica? La
simplificacié d'una expressié

Amb la finalitat de simplificar una expressié algebraica d’una certa longitud, s’han

d’aplicar les propietats de la suma, resta, multiplicaci6é i divisi6. La simplificacio

algebraica consisteix en la seva
reduccié al minim nombre de
termes possible utilitzant les
propietats de les operacions que hi

consisteix a convertir ’expressié original en una altra que en sigui equivalent perd amb

el minim nombre de termes possible. Encara que la manera de simplificar no és tnica F
intervenen. Encara que les

(les propietats es poden aplicar en un altre ordre), el resultat final és generalment propietats es poden aplicar en ordre
diferent, el resultat final ha de ser
molt semblant. el mateix.

Vegem com utilitzar les diferents propietats en la mateixa expressi6 amb 1’objectiu

de simplificar-la. Considerem ’expressi6 algebraica

a—4b—-3a+5ba—b

1) Es resol la suma —3a + 5a utilitzant la propietat distributiva:

-3a+5a=(-3+5)-a=2a
Per tant,
a—4b-3a+ba-b=a—-4b+2a-b

2) Per la propietat commutativa, podem agrupar els termes amb a i els termes amb

b

a—-4b+2a-b=a+2a—-4b-b

3) Per la propietat de ’element neutre del producte, a =1-a

a-4b+2a-b=1la+2a—-4b-1b

4) Per la propietat distributiva aplicada dues vegades, una als termes amb a i l’altra

als termes amb b,

la+2a—-4b—1b=(1+2)-a+(-4-1)-b

i simplificant una mica més,

la+2a—4b—1b=3a—-5b

Exemple. Simplificacié

a —4b— 3a + 5a — b és equivalent a 3a — 5b.
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Aquesta tltima expressio, com que és més breu que 'anterior, en facilita la manipu-
laci6. Per aix0, és recomanable simplificar tota expressioé algebraica, de la mateixa
manera que se simplifica una fraccié fins a obtenir-ne la fraccié irreductible o es troba

el resultat d’una expressi6 numérica.

2.1.4. Propietats

Una igualtat entre expressions numeériques és formada per dues expressions
numériques, denominades membres de la igualtat, i un signe d’igualtat (=) interposat

entre ambdues. Les igualtats poden ser certes o falses.

e Una igualtat numeérica és certa si el resultat del membre de I'esquerra és igual

al resultat del membre de la dreta. Per exemple:

3:4-5=38-15-2-1

ja que tant el resultat de la dreta com el de ’esquerra és 7. En aquest cas, es diu

que ambdues expressions numeériques son iguals.

e Una igualtat numérica és falsa si el resultat del membre de ’esquerra no és

igual al resultat del membre de la dreta. Per exemple, aquesta igualtat és falsa:

4.(-2)+8=3-7-11

ja que el resultat de 'esquerra és 0, mentre que el resultat de la dreta és —74.

De manera semblant a una igualtat numérica, una igualtat entre expressions
algebraiques és formada per dues expressions algebraiques, denominades membres
de la igualtat, i un signe d’igualtat (=) interposat entre ambdues. Les igualtats alge-

braiques també poden ser certes o falses.

e Una igualtat algebraica és certa si ’expressié algebraica del membre de 1'es-
querra es pot convertir en la de la dreta aplicant-hi les propietats de les operacions

descrites anteriorment. Per exemple:

a—4b—-2a+5a—-b=4a-5b

és una igualtat certa perqué a—4b—2a+5a—b es pot transformar en 4a —5b usant

les propietats de les operacions.

e Una igualtat algebraica és falsa si ’expressio algebraica del membre de l'es-

querra no es pot convertir en la de la dreta. Per exemple:

3a+2=3a

és una igualtat falsa perqué 3a + 2 no pot mai resultar 3a.

Ara bé, hi ha igualtats algebraiques que no sén ni certes ni falses. Per exemple:

2a-5b—-4=3x+y

Qué sén les igualtats entre
expressions numériques i entre
expressions algebraiques? Una
igualtat entre expressions
numeériques és formada per dues
expressions numériques i un signe
d’igualtat interposat entre
ambdues, les quals poden ser certes
o falses. Una igualtat entre
expressions algebraiques és formada
per dues expressions numA “riques i
un signe d'igualtat interposat entre
ambdues, les quals poden ser certes
o falses, peré també poden ser ni
certes ni falses.

o
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En aquest cas, no es pot afirmar que 'expressié de la dreta es pugui transformar en
la de l’esquerra, ni tampoc que aixo sigui impossible. Aquest tipus d’igualtats sén les

que poden denominar-se propiament equacions, i en parlem en el proper apartat.

2.2. Equacions
2.2.1. Definicio

Una igualtat entre expressions algebraiques també es pot denominar equaci6é. En

aquest cas, les lletres es denominen incognites.

Exemple. Equacions.

4da-b+c = 3a-6b+7

20 +2y+8 = 2x+7

En el primer cas, les incognites son a,b i c. En el segon cas, sén z i y.

Cada un dels sumands de cadascun dels membres es denomina terme. El nombre que
multiplica cada terme es denomina coeficient. Un terme que no conté cap incognita

es denomina terme numéric o terme independent.

Cada terme d’una equaci6 pot tenir diverses incognites que es multipliquen. El nombre
d’incognites que es multipliquen és el grau del terme. Es diu que el grau d’una

equacio és el maxim grau dels termes que formen l'equaci6.

Exemple. Grau d’un terme i grau d'una equacio6.
Donada ’equacio

3xy — 2a + 5x2y2 =z +1la’z

El terme 11a’z té 3 incognites que es multipliquen, una x i dues a. Per

tant, el seu grau és 3.

El grau de ’equacio és 4, ja que el terme amb més incognites és 5x2y2, i

en té 4 (dues z i dues y).

Les incognites de cada membre d’una equacié es poden substituir per valors numeérics
concrets. Per exemple, en 'equacioé 2z + 4y — 5 = 4x — 5y es pot substituir la x per 1,

ila y per 5 obtenint

2.1 +4- 5 -5=4-1 -5- 5

D’aquesta manera, ’equaci6 es transforma en una igualtat entre expressions numeé-

riques. En aquest cas, la igualtat numeérica resultant és falsa perqué el membre de

Qué és una equacié i qué és una 9

soluci6 d’una equacié? Una igualtat
entre expressions algebraiques
també es pot denominar equacié.
Les igualtats entre expressions
algebraiques més interessants sén
aquelles en qué no se'n pot establir
a priori la certesa o falsedat. La
solucié d'una equacié correspon a
aquells nombres que, substituint-los
en les incognites, permeten
transformar I'equacié en una
igualtat numérica certa.
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I'esquerra resulta 17, mentre que el de la dreta resulta —21.

Aquest procés es denomina substitucié de les incognites d’una equacié per
nombres i, com s’ha vist, dona lloc a una igualtat numeérica. Aquesta igualtat nu-

mérica resultant pot ser:

e Falsa, com en I'iltim exemple.

e Certa. Per exemple, si substituim en la mateixa equacioé 2 en el cas de la z,1 1 en
el cas de la y, obtindrem 2-2+4-1-5=4-2-5-1,1 ambdés membres resulten

iguals a 3.

En casos com aquest dltim, quan es tracta d’una igualtat numeérica certa i es troba

el valor que fa certa la igualtat, es diu que s’ha trobat una soluci6é de 1’equacié.

Una solucié de ’equacié 2x + 4y — 5 = 4x — 5y es compon del canvi de la x per 2, i de
la y per 1. Dit d’una altra manera, r =21 y = 1 és una soluci6é de ’equacié anterior
perqué fa certa la igualtat. D’aqui diem que una solucié d’una equaci6é ha d’atorgar

un valor a cadascuna de les seves incognites.

2.2.2. Solucions

La solucié d’una equacio es defineix com cadascun dels valors de les variables per
als quals la igualtat es compleix. Es diu “cadascun dels valors” perqué una equacioé

pot tenir més d’una soluci.

Exemple. Solucions d’una equaci6.
Donada ’equacio

2¢ +4y -5 =4x - dy

z=21y=1 és una solucié, jaque 2:-2+4-1-5=4-2-5-1.
——— ——
3 3

z =111y =3 és una soluci6, jaque 2-11+4-3-5=4-11-5-3.

29 29

2.2.3. Equacions equivalents

Dues equacions que tenen exactament les mateixes solucions es denominen equacions

equivalents. Aixi, les equacions

Tx—-3=6x—4 i ldr—-6=12x-8

son equivalents, ja que 'inica solucié en ambdoés casos és

Qué so6n les equacions equivalents, i 9

com es poden trobar? Dues (o més)
equacions sén equivalents si tenen
les mateixes solucions. Tot i que no
sempre és senzill determinar si dues
equacions sén equivalents, per a
trobar una equacié equivalent a una
altra, només cal sumar, restar,
multiplicar o dividir ambdés
membres d’aquesta equacié per un
mateix nombre. Aquesta
manipulacié d'una equacié permet
trobar-ne les solucions.
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Vegem-ho:

e Per ala primera equaci6 7-(-1) =3 =6-(-1) — 4, el resultat en ambdés membres

és -10.
e Per a la segona equacié 14-(-1) -6 = 12-(-1) —8, el resultat en ambdo6s membres

és —20.

Per tant, x = —1 resol ambdues equacions, cosa que confirma que soén equacions

equivalents.

No sempre resulta facil trobar un procediment per a determinar si dues equacions sén
equivalents. En tot cas, és interessant saber com es pot transformar una equacié per
a obtenir-ne una altra que sigui equivalent, perqué és una de les manipulacions que

permeten trobar solucions d’una equacio6.

Aquests son els procediments usuals:
e Sumant o restant el mateir nombre amb ambdds membres. Per exemple, si de
I’equacié
Tr—3=6x—-4
es resta 2 a banda i banda, ’equaci6 resultant és
Tr—-3-2=6x—-4-2

I, operant, s’obté 7x — 5 = 6z — 6. La solucié en ambdés casos és x = —1. Vist aixo,

es pot afirmar que 7z —3=6x -4 1 7xr — 5 = 6x — 6 s6n equacions equivalents.

e  Multiplicant o dividint ambdds membres pel mateir nombre. Per exemple, si els

membres de ’equaci6
Tr-3=6x-4
es multipliquen per 3, s’obté
3-(7Tx-3)=3-(6x—4)

és a dir 21z —9 = 18z — 12. Ambdues equacions tenen per soluci6 = = —1. Per tant,

es conclou que 7Tx —3 =6z -4 1 21lx — 9 = 18z — 12 s6n equacions equivalents.

2.2.4. Procés de resolucio

Abans de comencar a resoldre una equacio, s’ha de simplificar al maxim. Per sim-
b)
plificar una equacio6 s’entén el fet de reduir cada membre a una expressié amb un

dnic terme numeéric i agrupar els termes amb la mateixa variable.

Qué convé fer abans de resoldre unae

equacié? Abans de resoldre una
equacié, convé simplificar-la al
maxim agrupant en cada membre
de I'equacié els termes amb la
mateixa variable que hi intervenen.
Si I’equacié conté denominadors, és
molt recomanable també buscar
una equacié equivalent que no en
tingui.
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Exemple. Simplificar una equaci6.

dr+3-2x-1=10+6zx-2-x
Cal simplificar ambdo6s membres unint els elements dependents de z, d'una
banda, i els termes numeérics, de l'altra. Aixi, es converteix en ’equacié equi-
valent:

2r+2=8+bx

En els casos en qué ’equacié conté nombres fraccionaris, convé (tot i que no és im-
prescindible) transformar ’equacié en una altra d’equivalent que no contingui deno-
minadors.
Per exemple, per a eliminar els denominadors de I’equacié

3z 2 1

Y-
5 3 3

es pot seguir aquest procediment:

1) Es busca I'MCM dels denominadors. En el cas de ’exemple, MCM(5, 3) = 15.

2) S’escriu el mateix denominador en tots els termes, es divideix PMCM entre el
denominador que tenen (si no en tenen, vol dir que és igual a 1) i es multiplica el
resultat pel numerador.

En P'exemple, ’equacié anterior s’escriuria

9z 10 60x 5 . . 9z —-10 60x-5
— — — = — — — i, de manera equivalent, ———— = .
15 15 15 15 15 15

3) S’elimina el denominador d’ambdo6s membres (multiplicant-los pel valor d’aquest
mateix denominador). D’aquesta manera, queda una equacié equivalent sense de-
nominadors.

En l'exemple, es multipliquen els dos membres per 15:

9z - 10 60z -5
. =15-
15 15

15

d’on resulta
9z —10 =60z -5

on aquesta tltima és una equaci6é sense denominadors.
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Exemple. Simplificar una equacié6 amb nombres fraccionaris.
A T’hora de simplificar ’equacio

3x
5

W N
Il
I
8
|
|

calculem ’'MCM dels denominadors, trobem els numeradors associats i obte-
nim l'equacié equivalent
9z -10 60z -5
1500 = 5

d’on resulta 'equacié equivalent sense denominadors

9z — 10 = 60x — 5

Per resolucié d’una equacio s’entén el procés de trobar les solucions d’una equacio.
Aquest procés consisteix a manipular ’equaci6 per tal d’aconseguir les incognites i els
valors numeérics per separat. De manera equivalent, es pot parlar del procés d’aillar

la incognita de ’equacio.

El procés d’aillament, base de la resolucié de qualsevol equacio, consta de tres passos
principals: agrupar els termes numeérics, agrupar els termes del mateix grau i eliminar
dequadament els coeficients de les incognites. La manera de procedir en aquest dltim

cas dependra del grau d’aquests termes.

Vegem un exemple amb una equacié de primer grau. Volem resoldre ’equacié de

primer grau

20 —4 =14 - 4x

Procedirem aixi:

1) S’agrupen els termes numeérics:
2 —4-(-4) =14 -4z - (-4)
Se simplifica i s’obté
20 =18 - 4x

2) S’agrupen els termes del mateix grau, en aquest cas només de grau 1:

2z — (—4z) = 18 — 4z — (—4z)
Se simplifica:
6z =18

3) S’eliminen de manera adequada els coeficients de les incognites, en aquest cas

nomeés una, la x:

simplificant

En qué consisteix resoldre una
equacié? Consisteix a cercar totes
les seves solucions. La dificultat en
la resolucié depén de molts factors,
entre els quals hi ha el nombre
d’incognites i el grau de |'equacié.
A vegades, només és possible
trobar una aproximacié d’alguna de
les solucions; en aquest cas es diu
que s'ha trobat una solucié
numeérica de I'equacié.

o

Queé significa aillar una incognita
d’una equacié? El procés pel qual
una incognita d'una equacié queda
en solitari en un dels membres
s'anomena aillar la incégnita de
I'equacié. Aquest procés és a la
base de la resolucié de tota
equacié.

o
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Aixi aconseguim aillar la incognita i, alhora, després d’aillar la incognita, concloem

que la solucié de I'equacié és x = 3.

La recerca de les solucions d’una equacid, o directament la resolucié d’una equacio,
sol ser un problema matematic no sempre facil d’abordar. En tot cas, hi ha un cert
tipus d’equacions, amb unes caracteristiques molt concretes, que tenen una resolucié
relativament senzilla i metodica. Les caracteristiques que determinen la dificultat en

la resolucié d’una equaci6 sén:

e El nombre d’incognites de l’equacid. Com més petit és el nombre d’incognites,
més senzilla en resulta la resolucié. Aixi, la més usual té 1, 2 o, com a maxim, 3
incognites. De totes maneres, si no es diu explicitament el contrari, se sol reservar

el terme equacid per a les equacions amb un sola incognita.

e El grau de l’equacid, és a dir, el maxim grau dels termes que formen ’equaci6. De
manera general, es pot dir que com més petit és el grau d’una equacié, més senzill

és resoldre-la.

La complexitat d’'una equaci6 pot impedir-ne la resoluci6 exacta. En aquests casos es

pot intentar una resolucié numeérica, és a dir, una resolucié6 amb valors aproximats.

Per exemple, ’equacid 2% -3z+2=2-5no és una equaci6 senzilla de resoldre de
manera exacta. Una solucié numeérica d’aquesta equacié pot ser x = —2.5891, ja que,

substituint en I’equacid, s’obté

(—2.5891)3 -3-(-2.5891) +2 = (-2.5891) - 5 = —7.5886 ~ —7.5891
Es a dir, els resultats sé6n molt proxims. Per aixd, es tracta d’una solucié numerica.

La recerca de solucions numeériques d’'una equacié és un dels problemes matematics
que ha experimentat un progrés més gran gracies a la incorporacié cada vegada més
generalitzada d’ordinadors potents que permeten fer una gran quantitat de calculs en

poc temps.

2.3. Equacions de primer grau
2.3.1. Definicid

Es diu que una equacié és de primer grau, o lineal, amb una incognita quan
es tracta d’'una equaci6 amb una tdnica incognita que apareix un cop per element com

a maxim, és a dir, sempre amb exponent 1.

Exemple. Equacié de primer grau amb una incognita.

3r—2=5x+6

Qué és una equacié de primer grau 9

amb una incoégnita? Es una equacié
amb una {nica incégnita que
apareix amb exponent 1. Una
equacié de primer grau té en
general una Gnica solucié, que és
un nombre real. Tota equacié de
primer grau amb una incégnita es
pot expressar en la seva forma
normal ax + b =0, amb

MCD(a,b) = 1.
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2.3.2. Solucions

Pel que fa al tipus de soluci6, si n’hi ha, pot ser un nombre natural, enter, racional o

real.

Exemple. Solucions d’una equacié de primer grau amb una incognita.

x = —1 és la solucié de l'equacié 1 — x = 2z + 4 perqué

1-(-1)=2-(-1)+4

2 —2+4
3 . . S
aw = 1 és la soluci6 de ’equaci6 2 — 3x =z — 1 perqué
9_3.2.3_4
4 4
=0V

Pel que fa al nombres de solucions, una equaci6 lineal amb una incognita pot:

e No tenir cap solucié. Per exemple,

5x—T7=>5x+12

no té solucid, ja que en simplificar-la obtenim l’equaci6é equivalent 0z = 19 i no
hi ha cap nombre real que, multiplicat per 0, doni 19. Aquests casos son igualtats

algebraiques falses.
e Tenir solucié. En aquest cas es poden donar dues possibilitats:

o Qualsevol nombre és una soluci6é de ’equacidé. Per exemple, ’equacio

5z -3 =5z -3
té com a soluci6 qualsevol nombre (té infinites solucions), ja que en simplificar-la
obtenim l’equacié equivalent Ox = 0, i tot nombre real multiplicat per zero és

zero. En aquests casos es tracta d’igualtats algebraiques certes.

o Hi ha una tinica solucié. Per exemple, ’equacio

20—-1=3x+4
només té una solucid, que és x = -5, ja que 'equacié donada és equivalent a

lequacié 3x — 2z =4+ 1.

La major part d’equacions de primer grau i, és clar, les més interessants, séon d’aquest
dltim tipus. La resolucié d’una equacié de primer grau s’haura assolit quan es trobi

aquesta tinica solucid.

2.3.3. Procés de resolucio

La resoluci6é d’'una equaci6 de primer grau consta de diversos passos. Aquests passos

es fan amb ’objectiu de convertir ’equacié inicial en una equacié equivalent perod més

Quins so6n els passos de la resolucié 9

d’una equacié de primer grau? Sén
fonamentalment tres: agrupar
termes numeérics, agrupar termes de
grau 1 i eliminar el coeficient de la
incognita.
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senzilla de resoldre. Si aquest procés es repeteix, al final s’obtindra una equaci6 de
resolucié immediata. Com que totes les equacions sé6n equivalents, la solucié obtinguda

en iltim pas també ho sera de ’equacié plantejada inicialment.

Els passos a seguir en aquest procés es poden resumir en tres, que exemplifiquem amb
la resolucié de 'equaci6
20+2=8+bx

Pas 1| Agrupem tots els termes numérics que hi apareizen. Normalment, se solen
agrupar en el membre de la dreta. D’aquesta manera, només quedara un terme

numeéric en I’equacié. El procediment és senzill.

S’ha de restar d’ambdo6s membres el terme o termes numeérics de ’esquerra, de

manera que ’equacié resultant sigui equivalent de la inicial.

D’acord amb I'exemple, el terme numéric de 'esquerra és 2. Aixi, doncs, es tracta

de restar-lo en ambdoés membres

2¢ +2-2=8+5x-2

Una vegada simplificada, es transforma en una equaci6é més senzilla que la inicial,
perqué el membre de Iesquerra no té terme numéric, sense deixar de ser (i aixo

és fonamental) una equaci6 equivalent a 2z + 2 = 8 + 5x.

Agrupem els termes amb incognita. Habitualment, s’agrupen els termes
amb incognita en el membre de ’esquerra. El procés és similar al que agrupa el

terme numeéric.

S’ha de restar a banda i banda el terme o termes de grau 1 del membre de la

dreta. D’aquesta manera, s’obté una equacié equivalent més senzilla.

En l'exemple, el terme de grau 1 del membre de la dreta és 5x. Per tant, es tracta

de restar-lo d’ambdos membres:

2rx—5x =6 + 5xr—Hx
que, simplificat, queda
-3x=06

En aquest pas es pot esbrinar si I’equaci6 té solucié o no en té.

e Si el coeficient de la incognita és el mateix en tots dos membres
o No hi ha solucio si el terme numeric no és 0.
Per exemple, I’equacio
3z =3z -2
quedaria, després de fer aquest pas, 0 = -2, que és una igualtat falsa i, per
tant, ’equacié no té solucio.
o Qualsevol nombre és solucid de I’equacid si el terme numéric és 0.

Per exemple, en I’equacié

8xr = 8x

Pas 1
Aquest primer pas és conegut per
I'expressié “passar el terme numeéric
a |'altre membre, canviat de signe”.
Aixo és aixi perqué sembla que
aquesta és la transformacié que es
fa:

2z +2 =8+ 5x-2
Aquesta afirmacié és falsa, perd és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
I"auténtic procés que té lloc.

/)

Pas 2
Aquest pas és conegut per
I'expressié “passar el terme de grau
1 a l'altre membre, canviat de
signe”. Aixo és aixi perqué aquest
és aparentment el procés que se
segueix:

2z -5x =6+5x
Aquesta afirmacié és falsa, perd és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
I'auténtic procés que té lloc.

/)
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és senzill adonar-se que qualsevol nombre que substitueixi la x és soluci6é de

I’equacié perqué es tracta d’una igualtat algebraica certa.

e FEn cas contrari, l’equacio té una unica solucié. Ho veurem en el cas de 'exem-

ple estudiat.

Hem deliminar” els coeficients de la incognita perqué aquesta quedi sola,

és a dir, aillada en el membre de ’esquerra. El procediment és també senzill.

Es tracta de dividir ambdos membres de I’equacié entre el coeficient que

multiplica el terme de grau 1 del membre de I'esquerra.

En l'exemple considerat, el coeficient de grau 1 del membre de I’esquerra és —3.

Si dividim ambdés membres entre aquest nombre el resultat és

-3z 6

-3 -3

d’on resulta x = —2.

Es evident, doncs, que la solucié de 1'equaci6 plantejada inicialment és —2, ja que

les equacions intermédies que s’han anat obtenint s6n totes equivalents.

Exemple. Resoldre una equaci6é de 1r grau amb una incognita.

2r +2=8+5z
Treballem amb equacions,
2r = 6+5z
-3z = 6

fins a tenir la incognita aillada, que, en principi, n’és la soluci6:

T =-2

La comprovaci6 de la solucié (accié recomanable de fer sempre) és ben senzilla.
Només cal substituir la x de ’equacio inicial pel valor trobat, que en principi n’és la
soluci6.
En aquest cas, x = -2

4-(-2)+3-2-(-2)-1=10+6-(-2)-2-(-2)

En tots dos membres el resultat és el mateix.

D’acord amb el que hem dit, i tal com acabem de comprovar, el procés de resolu-
ci6 d’una equacié de primer grau consisteix fonamentalment a aillar la incognita en
un dels membres de ’equacié per tal que en ’altre membre aparegui la soluci6 de

I'equacio.

Foérmula de resolucié La solucié d'una equacié de primer grau es pot obtenir a
partir d’'una féormula, que es dedueix dels passos descrits en I’apartat anterior. Per a
aixo, en primer lloc, 'equacié a resoldre s’ha de convertir en una equacié equivalent

en qué el membre de la dreta sigui 0.

Pas 3 lB

Aquest dltim pas és conegut per
I'expressié “passar el coeficient de
la incégnita a I’altre membre, amb
I'operacié contraria”. Aixo és aixi
perqué aquest és aparentment el
procés que se segueix:

-3 .

Aquesta afirmacié és falsa, perd és
una bona manera de recordar i
accelerar aquest pas. Es
convenient, doncs, no oblidar
I"auténtic procés que té lloc.

Hi ha una férmula per a trobar la 9

soluci6 d’una equaci6 de primer
grau? La manera més senzilla de
trobar la solucié d’'una equacié de
primer grau és transformar-la en
una equacié del tipus ax + b =0,
amb a # 0. Aleshores, la férmula de
la solucié d'aquesta equacié és

T ==".
a
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La generalitzacié d’aquest procediment rep el nom de la forma normal de I’equacié

de primer grau amb una incognita, i es pot escriure sempre d’aquesta manera:

a-x+b=0

on z és la incognita i @ # 0 1 b s6n valors reals coneguts.

En particular, a és el coeficient de la incognita (que no pot ser 0 perqué si no ja no

seria una equaci6 de primer grau) i b és el terme numeéric independent. D’aquesta

manera, la solucié general d’una equacié d’aquest tipus és
= —
a

2.4. Equacions de segon grau
2.4.1. Definicié

Direm que una equaci6 és de segon grau amb una incognita quan tractem una
equacié amb una sola incognita que contingui termes de segon grau, és a dir, quan la

incognita estigui elevada al quadrat.

Com s’expressa, de manera general, 9

una equacié de segon grau amb una
incognita? Es pot expressar de
manera normal. La forma normal
de qualsevol equacié de segon grau
es troba transformant |'equacié
original en una equacié equivalent
del tipus az? +bx+c= 0, amb
MCD(a,b,c) = 1.
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Per a trobar la soluci6 d’una equacié de segon grau, s’ha d’expressar en forma nor-
mal, és a dir, s’ha de trobar la forma equivalent en qué el membre de la dreta és igual

a 0. De manera general, s’escriu

2
ar” +bxr+c=0
on z és la incognita i a # 0, b i ¢ s6n valors reals coneguts.

En particular, a és el coeficient del terme de segon grau (que no pot ser 0 perqué si
no ja no seria una equacié de segon grau), b és el coeficient del terme de primer grau

i ¢ és el terme numeéric (o independent).

Tot i que no és imprescindible, és convenient que el coeficient de grau 2 quedi positiu.
Si s’arriba a una forma normal en qué el terme de segon grau, és a dir, de a:2, és
negatiu i es vol positiu, només s’han de multiplicar ambdés membres de I’equacié per
-1.

Per tal que forma normal estigui simplificada al maxim, cal dividir tots els coeficients
per 'MCD de tots, és a dir, dividir tots els coeficients dels diferents termes entre

I'MCD(a, b, c).

Exemple. Forma normal d’una equacié de segon grau.
La forma normal de I’equaci6
2’ +dx-5=32" 62 +7
ve donada per
@® +4z-5-32"+60-7=0

En operar aquesta expressid, queda

-22° + 102 -12=0
Si es vol amb terme de segon grau positiu, esdevé

20° —10z+12=0
I, simplificant al maxim, dividint pel MCD(2,-10,12) = 2 queda

22— 5c+6=0

2.4.2. Procés de resolucio

Son facils de resoldre aquelles equacions de segon grau que, en la seva forma normal,
(ax2 +br+c= 0), el terme independent és 0 (c = 0), o bé les que tenen 0 el coeficient

de grau 1 (b =0). Aleshores, en general, les solucions venen donades per

Tota equaci6 de segon grau sense terme independent, és a dir, del tipus

ax2+bx:0

-b
té com a solucio el 01 —.
a

Les solucions d'una equacié de segon grau del tipus

Hi ha equacions de segon grau fécilse

de resoldre? Si. A partir de la seva
forma normal, resulten facils de
resoldre aquelles equacions de
segon grau amb coeficient de grau
1 igual a 0, i també les que tenen
terme independent igual a 0. Una
equacié de segon grau sense terme
independent, ax? + bz = 0, té com
a solucié el 0 i _Tb' Una equacié de
segon grau amb coeficient de grau
1 igual a 0, az? +c= 0, té com
solucié ir sempre que % sigui
un nombre positiu.
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2
axr” +c=0

—C . —C -Cc . . - . .
son x =4/ — iz =—y/—, sempre que — sigui un nombre positiu (ja que no hi
a a a

ha cap nombre real el quadrat del qual sigui igual a un nombre negatiu).

Exemple. Resolucions facils d’equacions de segon grau. Cas ¢=0
322 -2=0
és una equaci6 de segon grau sense terme independent.
Per a resoldre-la tan sols és necessari observar que es pot extreure una = de
factor comi:
3x2—w:x(3x—1) =0
Per tant, l’equacié pot transformar-se en
z(3z-1)=0
Es tracta d'un producte de dos nombres, x i 3z — 1, que ha de ser 0. Per tant,
algun d’aquests nombres ha de ser 0. Aixd vol dir que z =00 3z —1 =0 (d’on
resulta z = %)
Podem concloure, doncs, que ’equacié de segon grau 322 —2 = 0 té com a

solucions el 0 i 3

Exemple. Resolucions facils d’equacions de segon grau. Cas b=0
22° ~ 18 =0
és una equacié de segon grau sense terme de grau 1.
En aquest cas, s’ha d’aillar la 22 com si es tractés d'una equaci6 de primer
grau. Aixi, quedaria
o 18
T = — =
2
D’aqui, observem que les solucions sén aquells nombres el quadrat dels quals

és 9. Per tant, les solucions sén 3 i —3, que es pot escriure x = +3 utilitzant el

simbol =+.
Formula de resolucié6 Com s’ha dit, una equacié de segon grau es pot escriure Hi ha una férmula general per a Q
trobar la solucié d'una equacié de
generalment en forma normal aixi: segon grau? Hi ha una férmula per

a trobar totes les solucions d’una
equacié de segon grau expressada
en forma normal, az? + bz +c=0.
axQ +bxr+c=0 Aquesta férmula és

-b+ Vb2 -4ac

2a
, . N . . . . on el simbol + indica que s'han de
on z és la incognita, a el coeficient de grau 2 (sempre diferent de 0), b el coeficient de distingir dos casos: un en qué es fa
servir el + i I'altre, en qué es

grau 1, i ¢ el terme numeéric. .
! considera el —.

De manera general, i d’acord amb aquesta forma normal de les equacions de segon

grau, les solucions z venen donades per aquestes formules:
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e —b+Vb? - dac : -b— Vb2 - dac

2a 2a

Per a simplificar la notacié per a donar les solucions d’una equaci6 de segon grau

conjuntament, s’utilitza normalment aquesta féormula general:

_ —b=Vb? —dac

2a

T

en la qual el simbol + significa que s’han de distingir dos casos: un en el qual s’utilitza

el + i un altre en el qual s’utilitza el —.

Per a comprovar si els valors obtinguts aplicant la férmula de resolucié sén efectiva-
ment les solucions, només cal substituir en ’equacio les x pels diferents valors trobats.

Si satisfan la igualtat, en son soluci6. Altrament, no ho seran.

Podem comprovar que aquesta férmula és correcta per a qualsevol equacié de segon

grau. Per a aix0, només cal substituir els valors en I'equaci6 general. Es a dir, substituir
-b+Vb2-4ac —b-Vb%-4ac
0 a

2a 2a

la z per az® + bz +c=0.



© FUOC e PID 00273913 71 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

b+ Vb2 - 4dac

Veiem com queda per a x =

2a
2
—b+ Vb2 - 4dac —b+ Vb2 - dac
a Y +b Y +c

4a2 2a

(b2+l)2—4ac—2b\/b2—4ac)+b(—b+\/b2—4ac)+
=a C

_ b2—2ac—b\/b2—4ac+ —bz-i—b\/bQ—élac_'_C

2a 2a
_ b’ —2ac-bVb? —dac 0" +bVb? —dac  2ac
B 2a 2a 2a
_ b2 - 2ac - bV/b2 — dac — b2 + Vb2 — dac + 2ac 3 g -0
B 2a T 2a

2.4.3. Solucions

L’estudi de ’arrel quadrada que hi ha en la féormula de la solucié6 d’una equaci6 de
segon grau proporciona el nombre de solucions de ’equacié.

L’expressio continguda en 'arrel quadrada de la soluci6 s’anomena discriminant, i
s’indica amb la lletra grega delta majiscula, A.

Aixi, donada la forma normal d’una equacié de segon grau ar? +br+c= 0, el discri-

minant de la solucio és

Aquest element permetra establir el nombre de solucions de qualsevol equacié de

segon grau.

e Siel discriminant és positiu, A > 0, es pot assegurar que ’equacio té dues solucions
reals diferents, que es poden calcular.
Per exemple, 'equacié
2> -3z+2=0
té dues solucions perqué A = (=3)?-4-1-2=9-8=1>0.

En particular, les seves solucions son, aplicant la férmula:

3++/(-3)2-4-1-2 321
X = =

2-1 2

d'on s'obté x =112 =2.

o Siel discriminant és 0, A =0, es pot assegurar que ’equacié té una tnica solucioé
real, que és una soluci6 doble que es pot calcular.

) 2z
Per exemple, ’equacio

:v2—4m+4:0

té una tnica solucié perqué A = (-4)? -4.1-4=0.

En aquest cas, la solucié tnica perd doble a la vegada és

Quantes solucions té una equacié dee

segon grau? Una equacié de segon
grau en forma normal,

az? +br+c= 0, té dues solucions
com a maxim. El nombre de
solucions es pot determinar a partir
del valor discriminant A = b2 — 4ac.
Si A és positiu, I'equacié té dues
solucions reals; si A és negatiu,
I'equacié no té cap solucié real; i si
A és 0, I'equacié té una Gnica
solucié, denominada solucié doble.
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4= /(-4)2-4-1-4 410 s

2-1 2

T

e Si el discriminant és negatiu, A < 0, es pot assegurar que l’equacié no té cap
soluci6 real.

Per exemple, 'equacié

202 —3z+5=0

no té cap solucio, ja que A = (=3)%> —4.2.5=9-40=-31 <0.
En aquest cas és impossible aplicar la formula perqué no existeix l’arrel quadrada

d’un nombre negatiu.

2.4.4. Equacions quadratiques

Hi ha equacions de grau major que dos que es poden resoldre amb l'ajuda de la
férmula per a les equacions de segon grau. Es tracta d’equacions que tenen, en forma
normal, tres termes com a maxim: el terme numeéric, un terme de qualsevol grau i
altre terme de grau doble de 'anterior. Aquesta equacions reben el nom d’equacions

de tipus quadratic.

Exemple. Equacions de tipus quadratic.
Soén equacions de tipus quadratic,
4% + 52" +10=0
320 +2°-15=0
perqué tenen dos termes dependents d’una incognita de manera que un grau

és el doble que l'altre:

e En el primer exemple, el grau de 42% és el doble que el grau de 5zt

e En el segon cas, el grau del terme 3210 és el doble del grau del terme z°

Com que aquestes equacions tenen un terme de grau el doble que un altre, de manera
que aquest és un terme numéric, podem interpretar ’equaci6é original com una de
segon grau. Atesa aquesta particularitat, aquests tipus d’equacions es poden resoldre

adonant-se que els termes dobles dels altres es poden escriure com a poténcies de 2.

D’acord amb aix0, notem, retornant als exemples anteriors, que:
b) ) )

428 + 52 + 10 = 0 es pot escriure 4(z*)% + 52 +10=0

320 + 2% — 15 = 0, que es pot escriure 3(z°)% +2° - 15 = 0.

Si s’observen aquestes expressions de les equacions originals, se’n pot comprovar la
gran semblanga amb una equaci6 de segon grau. L’anica diferéncia de resolucié ha de
ser que se substitueix la incognita per una poténcia d’aquesta incognita. En tot cas,

la férmula ha de ser molt semblant a la férmula de ’equacié de segon grau.

Qué és una equacié de tipus
quadratic? Es aquella que té, en
forma normal, un terme
independent, un terme de grau
qualsevol i un altre terme amb grau
el doble de I'anterior. Aquest tipus
d’equacions es poden resoldre de
manera semblant a les equacions de
segon grau, ja que |'expressié de
I'equacié quadratica és similar a les
de segon grau.

o
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El cas més senzill d’equacié de tipus quadratic és la denominada equacié biquadra-
da, una equacié de quart grau que només té, en forma normal, els termes de grau 4,
2 i el terme independent, que equival a grau 0.

Vegem-ho amb un exemple:

2t —1322 +36 =0

és una equacié biquadrada. En reescriure aquesta equacié de manera que s’assembli

a una equacié de segon grau, queda

(%) - 132" +36 =0

Si considerem que la incognita d’aquesta equacio és mz, aplicant la férmula de resolucio

de 'equaci6 de segon grau, la solucié ve donada per

13+/(-13)2-4-1-36  13+/25

2 2

(a?) =

Per tant, 22 =40 2% =9. Amb aixd haurfem trobat els valors per a z2.

Per acabar, es fa necessari descobrir els valors de la x.

+/4 = +2.

Siz? =9, z=+/0=43.

Sim2:4,x

Per tant, les possibles solucions de ’equacié biquadrada sén 2, -2, 31 —3.
Per a comprovar si son efectivament solucions de ’equaci6 original, només cal subs-

tituir la = de ’equacié original per cadascun dels valors trobats.

Exemple. Equacié biquadrada i la seva resolucid.
L’equacio
4 2
z —13z" +36=0

es pot reescriure

(%) - 1327 +36 =0
En aplicar la féormula de I’equacié de segon grau,

2? = {4,9}

Per tant, les possibles solucions sén x = {2,-2,3, -3}

De manera general, es pot concloure que una equacié biquadrada pot tenir des de

zero fins a quatre solucions.

La resta d’equacions de tipus quadratic es poden resoldre de manera semblant.

Per exemple:

325 62t —9=0

es pot transformar en
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4

3(z)?-62"-9=0

i, per tant, aplicant la féormula de la resoluci6 de les equacions de segon grau, les

solucions vindrien donades per

A 6+/(-6)2-4-3-(-9) 6x12
2-3 6

d’on s6bté que 7 =30 2% = -1. Per tant:

Sizt = 3, s’obté que z = i%,
Sizt = —1, no hi ha solucié, ja que no hi ha cap nombre que, elevat a 4, resulti

-1.

Per tant, les solucions de 'equaci6é anterior sén = = +v/3 1z = —v/3.

De manera general, concloem que les equacions de tipus quadratic tindran, com a

maxim, un nombre de solucions igual al grau de ’equacié.

2.5. Inequacions
2.5.1. Definicio

Una inequaci6 és una desigualtat entre expressions algebraiques. Els signes utilitzats
per a marcar aquestes desigualtats son < (més petit que), > (més gran que), < (més

petit o igual que) i > (més gran o igual que).

Exemple. Inequacio6.
Sén exemples d’inequacions,

3r—a < 2x-1

20 +4y—-5 > 4dx -5y

2.5.2. Solucions

Com en el cas de les equacions, les incognites de cada membre d'una inequacié es
poden substituir també per valors numeérics.

Per exemple, en la inequacié

20+ 4y -5 > 4x - dy

es poden substituir la = per 11 la y per 5. Aleshores,

2-1 +4- 5 -524- 1 -5- 5
N—— N—— N—— N——
x Yy x Yy

Qué és una inequaci6? Es una
desigualtat entre expressions
algebraiques. Com en les equacions,
les solucions sén valors numérics
que, en substituir les variables en la
inequacid, fan que la desigualtat
numeérica resultant sigui certa.

o
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D’aquesta manera, la inequaci6 es transforma en una desigualtat entre expressions
numeériques. En cas que sigui certa, es diu que s’ha trobat una solucié de la ine-
quacio.

Aixi, una soluci6 de la inequaci6 plantejada consisteix a substituir la = per 2 i la y

per 1. Dit d’una altra manera, x =21 y = 1 és una solucié de la inequacié anterior.

S’ha de tenir en compte que:

e TUna soluci6é d’una inequaci6 ha d’atorgar un valor a cadascuna de les seves incog-

nites.

e Una inequacié pot tenir més d’una soluci6.
Per exemple, en el cas de la inequacié plantejada, una altra solucié podria ser
rz=11iy=23, jaque
2-1+4-3-524-1-5-3

e Dues inequacions que tenen les mateixes solucions es denominen inequacions
equivalents. Es pot trobar una inequacié equivalent a una altra utilitzant pro-
cediments similars als coneguts per a les equacions i que podem resumir aixi:

o Sumar o restar el mateiz nombre amb tots dos membres.

o Multiplicar o dividir ambdés membres amb el mateiz nombre (diferent de 0). En
aquest cas, cal destacar que si el factor pel qual es multipliquen (o es divideixen)
ambdos membres és negatiu, el signe de la desigualtat canvia d’orientacié (és a

dir, < es transforma en >, i > es transforma en <).
Per exemple, donada la inequacié

3r+4<2—-=x

una inequacié equivalent es pot obtenir multiplicant ambd6s membres per —2,

de manera que esdevé
-2-(3z+4)>-2-(2-=x)
i, aplicant la propietat distributiva, queda

—6x—8>—-4+2x

Aixo és aixi perqueé, com sabem, en multiplicar (o dividir) ambdés membres

d’una desigualtat per un nombre negatiu, la desigualtat canvia l’orientaci6.

2.5.3. Procés de resolucioé

Interval de la recta real. Per a resoldre inequacions, és necessari treballar

amb intervals. Recordem alguns dels conceptes descrits en el tema sobre els nombres.

Vam veure que els extrems d’un interval poden pertanyer o no a l'interval. En funcié

de si els extrems pertanyen o no a l'interval, es distingeixen diferents tipus d’interval:

e |Interval obert | Cap dels dos extrems no pertanyen a l'interval. En el cas de l'in-

terval d’extrems —5 i 6, s’escriu (—5,6) i a sobre de la recta real es representa

per
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Interval tancat | Els dos extrems pertanyen a l'interval. En el cas de 'interval

[ ]
d’extrems -5 i 6, s’escriu [—5,6] i a sobre de la recta real es representa per
:; 0 ;
e |Interval obert per ’esquerra i tancat per la dreta | En el cas de l'interval d’ex-
trems -5 i 6, s’escriu (—5,6] i a sobre de la recta real es representa per
—0 : *—
-5 0 6
e |Interval tancat per ’esquerra i obert per la dreta | En el cas de l'interval d’ex-

trems -5 i 6, s’escriu [—5,6) i a sobre de la recta real es representa per

o
[}

|
=]

e |Interval infinit per 'esquerra (o sense extrem per 'esquerra) ‘ En el cas de l'in-

terval d’extrem superior 6, s’escriu (—o0,6) (si 'extrem superior no s’inclou) i a

sobre de la recta real es representa per

e |Interval infinit per la dreta (o sense extrem per la dreta) ‘ En el cas de l'interval
d’extrem inferior —5, s'escriu [—5,+00) (si 'extrem inferior s’'inclou) i a sobre de
la recta real es representa per

—3 0 (i
o |Interval infinit | Es 'interval sense extrems que inclou tots els nombres reals. Per

tant, és equivalent a la recta real. Escrivim (—o0,+00) i es marca tota la recta

Resolucié d’inequacions de primer grau. Per a resoldre una inequaci6é de
primer grau, és convenient seguir uns determinats passos. Vegem-los amb un exem-

ple concret.

Volem resoldre la inequacié de primer grau

2c0+522-=x

1) Es resol l’equacid associada a la inequacid lineal. L’equaci6 associada a una ine-

quacié és aquella que s’obté canviant el signe de desigualtat pel signe d’igual.
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En el cas de I’exemple, es tracta de resoldre ’equacié de primer grau 2z +5 = 2—x.

Resolem I'equacié de primer grau associada:

2c+5 = 2-=x

20+x = 2-5
3z = -3
z = -1

Per tant, la soluci6 és = = —1.

La solucié de I'equacié divideix la recta real en tres zones diferents: (—oo,—1), —1

i(-1,+00).

Determinades les tres zones, cal estudiar qué passa en cada una. Per cada una
de les franges, seguirem els passos que es descriuen a continuacié. Sén els passos
necessaris per a conéixer quines d’aquestes tres zones pertanyen o no a la solucié

de la inequacié.

2) Es tria un nombre que sigui dintre d’aquestes zones.
En I'exemple, a part del —1, que és un punt tnic, es pot triar qualsevol nombre

de cada interval, per exemple —3 i 0, ja que =3 € (=00, —1) i 0 € (=1, +00).

|
=
|
e
([ 8
]
|
un
—
R
Lo

3) Se substitueizen els valors anteriors (el de la solucié de l’equacid associada i els
del segon pas) en la inequacid i es comprova quin verifica la desigualtat inicial.

D’acord amb ’exemple:

e Per x = -1, la desigualtat resultant és certa, perqué 2- (-1) +5 > 2 - (-1) és
—_— — —
3 3
cert.

e Per z = -3, la desigualtat resultant és falsa, perqué 2- (-3) +5 > 2 - (-3) és
—_— —
-1 5
fals.

e Per x =0, la desigualtat resultant és certa, perqué 2-0+5 > 2 —0 és cert.
——— ——
5 2

4) La solucié de la inequacid és formada pels nombres que sén en la mateiza zona
que els valors que fan certes les desigualtats del pas anterior.
En l'exemple, les zones de soluci6 son —1 i (-1, +00). Per tant, la soluci6 de la

inequaci6 és [—1,+00), que representada en la recta real, queda
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Exemple. Solucié d’una inequacié de primer grau.
La soluci6 de la inequaci6é de primer grau

20+52>2—-=x

[-1,+00).

Resolucié d’inequacions de segon grau. De manera similar, també es poden
resoldre inequacions de segon grau.
Vegem com procedir en aquests casos amb un exemple. Resolguem la inequaci6é de

segon grau

2x2—2x—2§x2—x+4

1) En primer lloc, resolem ['equacid associada a la inequacid de segon grau. En aquest

cas, I'equaci6 associada és

21:2—21:—2:x2—x+4

Simplifiquem l’equacié en la forma normal i solucionem l'equacié de segon grau

aplicant la férmula de resolucié coneguda. Obtenim

1+5
-
1-5

gp = —2 =9
277

Per tant, ’equaci6 associada té dues solucions, que sén = = 3 i x = —2. Marquem

3

Ty =

les dues solucions en la recta real.

& }
-2 0

we

Ara cal estudiar qué passa en cadascuna de les zones en qué ha quedat dividida

la recta real, de manera similar a I’exemple anterior.

2) Es divideiz la recta real en diverses zones d’acord amb les solucions obtingudes en
el pas anterior.
En l'exemple, els punts —2 i 3 i les franges son els valors que queden abans del
-2, en mig del -2 1 3 i més enlla del 3. Per tant, s’han de considerar els intervals
i valors (—o00,-2), -2, (-2,3), 3, (3,+00).

3) Se selecciona un nombre qualsevol de cadascuna de les zones.

Per exemple, a més del —2 1 3, considerem —4 € (—00,-2),0€ (-2,3)i5¢€ (3,+00):
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4) Es comprova quins nombres sén una solucid de la inequacid, és a dir quins nombres

verifiquen les desigualtats inicials:

~4 1o és solucio de 222 — 2z -2 < 2% -z + 4 perqué 2- (-4)* - 2. (-4) -2 <
38
(-4)% = (—4) + 4 és fals.
—_—
24
-2 és solucio de 2% — 2z — 2 < 2% — & + 4 perqué 2- (—2)2 -2-(-2)-2¢<
10
(-2)% = (<2) +4 és cert.
—_—
10

0 és soluci6 de 22°—22—2 < 22 —z+4 perqué 2 - (0)? - 2- (0) — 2 < (0)* = (0) +4

-2 4
és cert.

3 és soluci6 de 22°—22-2 < 2?—z+4 perqué 2- (3)% -2 (3) -2 < (3)* = (3) +4

10 10
és cert.

5 no és solucié de 22 — 2z — 2 < 2? — z + 4z + 4 perqué 2-(5)2—2-(5)—2S

38
(5)% = (5) + 4 és fals.
———————
24

5) La soluci6 de la inequacié ve donada per la reunié de totes les zones (intervals o
valors) del pas anterior, en les quals el nombre escollit és solucié perqé compleix la

desigultat. Aixi, en 'exemple, la soluci6 de la inequaci6 és I'interval tancat [-2, 3].

Podem afegir com a curiositat que si la inequaci6 fos

2° -2 -2>2" —x+4
la seva soluci6 estaria formada per tots els nombres de (—oc0,-2) U (3, +00).

El simbol U és el simbol de la unié de conjunts i indica que cal reunir tots els nombres

d’un interval amb els de 'altre.

Exemple. Soluci6 inequacié de segon grau.
La soluci6é de 'inequaci6é de segon grau

2% - 22 -2>2" -~z +4
és

(—00,-2) U (3,+00).
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Resum

Les expressions algebraiques '

’ Aspectes generals de les expressions algebraiques

Components. Tota expressi6 algebraica és producte de:

e Nombres de qualsevol tipus, per a representar valors coneguts.
e Lletres, per a representar valors desconeguts.

e Signes d’operacions: sumes, restes, multiplicacions i divisions.

Valor numeéric. El valor numéric d’una expressié algebraica es troba substituint-ne
les lletres per nombres concrets i calculant-ne el resultat. Aquest valor depén dels

valors concrets que rebin les lletres.

Per exemple, el valor numéric de l'expressi6 algebraica 4z —2y+6 quan x =5iy =2

és4:-5-2-2+6=22.

Utilitat. Les expressions algebraiques son ttils per a simplificar una situaci6 real en

qué s’han de fer operacions entre quantitats conegudes i quantitats desconegudes.

Propietats de les operacions en les expressions algebraiques

Propietats de la suma i la resta

Propietat commutativa. El resultat de sumar dos elements, nombres o lletres, en

qualsevol ordre és sempre el mateix: a +b =0+ a.

e Propietat assoctativa. En sumar tres elements, nombres o lletres, qualssevol, es
poden agrupar en qualsevol ordre perqué el resultat no varia: a+b+c = (a+b)+c =

a+(b+c)

e Element neutre de la suma. Es el 0, ja que si se suma aquest nombre a qualsevol

altre nombre, el resultat és el mateix nombre: a + 0 = a.
e FElement oposat. L’element oposat de qualsevol element a és —a, ja que el resultat
de sumar-los és l’element neutre de la suma: a + (-a) = 0.
Recordem que la resta és la suma amb l’oposat: a—b = a+(—b). Per tant, les propietats
son les mateixes que les de la suma.
Propietats del producte i de la divisio

e Propietat commutativa. Dos elements, nombres o lletres, es poden multiplicar en

qualsevol ordre, i el resultat és sempre el mateix: a-b="0-a.
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e Propietat associativa. En multiplicar tres elements, nombres o lletres, qualssevol,
es poden agrupar en qualsevol ordre perqué el resultat no varia: a-b-c = (a-b)-c =
a-(b-c).

e Element neutre del producte. Es 1'1, perqué en multiplicar qualsevol element per

1, el resultat sempre és el mateix nombre inicial: a-1=1:a = a.

o FElement invers. L’element invers d’un element qualsevol que no sigui 0 és aquell
element que, multiplicat amb aquest dona 1, és a dir, ’element neutre de la mul-
1

tiplicacio: l'element invers de a és -, ja que a- é =1, sempre que a # 0.

e Propietat distributiva de la suma respecte del producte.

a-(b+c)=a-b+a-c

Recordem que la divisié és un producte de I'invers sempre que aquest no sigui 0:

% =qa- % sempre que b # 0. Per tant, les propietats de la divisié sén les mateixes que

les del producte.

Igualtat entre expressions algebraiques

Components. Tota igualtat algebraica és producte d’aquests elements:

e Dues expressions algebraiques, denominades membres.

e Un signe igual (=) interposat entre ambdos membres.
Tipus

e (erta, si 'expressi6 algebraica del membre de ’esquerre pot convertir-se en 1'ex-
pressid algebraica del de la dreta aplicant les propietats de les operacions involu-
crades descrites anteriorment.

Per exemple, a — 4b — 2a + 5a — b = 4a — 5b

e Fualsa, si 'expressi6 algebraica del membre de ’esquerre no es pot convertir en
I’expressi6 algebraica del de la dreta tot i aplicar les propietats de les operacions
involucrades descrites anteriorment.

Per exemple, 4a —5b+2 =4a-5b+ 7.

Les equacions

Definicié. S’entén per equacié tota igualtat entre dues expressions algebraiques,
especialment quan no se’n pot establir a priori la seva certesa o falsedat. En aquest
cas, les lletres es denominen incognites. Cada un dels sumands es denomina terme

i el nombre que multiplica cada incognita es denomina coeficient.

Exemples

e Equacions amb una incognita: a +3 =5, 2c+6 =c+ 10

e Equacions amb dues incognites: 2z + 2y +8 =2x + 7
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Solucions d’una equacié. Tots aquells valors numeérics que converteixen ’equacio
en una igualtat entre expressions numeériques vertaderes son solucié d’una equacid,
per exemple, si en substituir les lletres de l'expressi6 2z + 4y —5 =4x — 5y per x =2 i
y =1, 1 en aplicar les propietats de les operacions s'obté 2-2+4-1-5=4-2-5-11

el valor numeéric d’ambdés membres resulta 3.

Equacions equivalents. Equacions que tenen exactament les mateixes solucions.

Per exemple, z+1 =31 2x+ 2 =6, ja que en ambdoés casos la solucid és z = 2.

Les equacions de primer grau amb una incognita '
Concepte

Exemple i definicié. 3z —5 = x+5 és una equacié de primer grau amb una incognita

perqueé verifica:

e Es una equacié perque és una igualtat entre expressions algebraiques.
e Té una incognita, que és la lletra z.

e Es de primer grau perqueé la incognita = no es multiplica mai per cap altra incog-

nita, inclosa ella mateixa.
Components. Tota equacié de primer grau conté:

e Terme: cadascun dels sumands de ’equaci6.
o Termes numeérics: termes que no contenen la incognita.

o Coeficient de la incognita: nombre que multiplica la incognita en cada terme.

Forma normal. S’anomena forma normal d'una equacié de primer grau amb una
incognita ’equacié equivalent a la donada en qué el membre de la dreta és zero i el

membre de 'esquerra és simplificat completament. De manera general, s’expressa

a-x+b=0

En aquest cas, el terme numeéric, que és tnic, s’anomena terme independent.

Per exemple, la forma normal de 3z -5 =2z +4ésx—-9=0.

Resolucio

Foérmula de resolucid. Per a resoldre una equaci6 de primer grau amb un incognita,
és recomanable seguir el procediment que es detalla a continuacié.

Vegem-lo mitjangant un exemple concret: la resolucié de 3z —5=x+5

1) Agrupar termes numérics: 3x =z +5+5

2) Agrupar termes amb incognita: 3z —z = 10

3) Eliminar el coeficient de la incognita: x = % =5
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Solucions. La solucié d’una equacié de primer grau en forma normal az + b = 0 és
-b
a

€T =

Aquesta soluci6 pot existir o no en els nombres reals.

e No ezisteiz quan el coeficient de la incognita és igual a 0 i el terme independent
no és 0 (a=01ib=#0). En aquest cas no hi ha cap nombre real que, multiplicat

per 0, doni un nombre real.
e FExisteir si:

— El coeficient de la incognita és diferent de 0 (a # 0). Aleshores hi ha una tnica
-b
soluci6 x = —.
a

— Tant el coeficient de la incognita com el terme independent séomn 0 (@ = 0 1
b =0). Aleshores hi ha infinites solucions, ja que qualsevol nombre és soluci6

de ’equacio, atés que qualsevol nombre per 0 és 0.

Les equacions de segon grau amb una incognita '

Exemple i definici6. 322 + 32 -5=222 - 7 és una equaci6 de segon grau amb una

incognita perqué verifica:

e Es una equacié perqueé és una igualtat entre expressions algebraiques.
e Té una tnica incognita, que és la lletra x.

e FEs de segon grau perqué té almenys un terme de grau 2 i la resta son de grau dos

o de grau menor.

Forma normal. S’anomena forma normal d’una equaci6 de segon grau amb una
incognita ’equacié equivalent a la donada en qué el membre de la dreta és zero i el
membre de ’esquerra és simplificat completament.

De manera general, si a, b i ¢ sébn nombres reals, amb a # 0 s’expressa

a2’ +b-z+c=0
Per exemple, la forma normal de 322 +3r-5=222-Tés 22 +3x+2=0.

Components. Donada la forma normal d'una equaci6 de segon grau, com per exem-

ple

x2+3x+2:()

es parla de

e Terme. Cadascun dels sumands. En l'exemple, termes x2, 312

e (Coeficient. El nombre que en cada terme multiplica la incognita. Aixi, es parla de:
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o coeficient de grau 2: nombre que multiplica el terme de grau 2. En l'exemple, 1.
o Coeficient de grau 1: nombre que multiplica el terme de grau 1. En ’exemple, 3.

o Coeficient de grau 0: nombre que multiplica el terme de grau 1. En 'exemple, 2.

e Terme independent: nombre que apareix sense multiplicar la incognita, que cor-

respon al coeficient de grau 0. En ’exemple, 2.

Resolucio

Formula de resoluci6. Per a resoldre una equacié de segon grau amb un incognita

en forma normal az? + bz + ¢ = 0, es pot aplicar la féormula segiient:

_ —b+ Vb2 —4dac

2a

T

on:

e a és el coeficient del terme de grau 2.

e b és el coeficient del terme de grau 1.

e c és el terme independent.

e el signe + (més-menys) permet abreujar ’expressio de les dues solucions possibles

e A=b%-4ac rep el nom de discriminant.
Ezemple. Per a resoldre 22 +3x+2= 0, identifiquem

a=1,b=3,c=2 A=3%-4.1.-2=1.

Aleshores

_-3xV1 -3=x1

€T =

={-1,-2)

2.1 2

Per tant, —1 i —2 so6n les solucions a ’equacié donada.

Solucions: Una equaci6 de segon grau amb una incognita pot tenir fins a dues solu-

cions.

e Si el discriminant és positiu, A > 0 ’equacio té dues solucions reals.

L’equaci6 2z + 3z — 4 = 0 té dues solucions, ja que A =32 —4.2.(-4) =41 > 0.

e Si el discriminant és zero, A = 0, I’equaci6é té una tnica soluci6 real, denominada
solucié doble.

L’equaci6é 2 — 4z +4 = 0 té una tnica soluci6, ja que A = (—4)2 -4-1-4=0.

e Si el discriminant és negatiu, A <0, ’equaci6 no té cap solucié real.

L’equaci6 3z — 4z +5 = 0 no té cap solucié, ja que A = (=4)2-4.3.5=-44 < 0.

Les equacions quadratiques
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Definicié i exemple. Una equacio de tipus quadratic és aquella que té, en forma
normal, un terme independent, un terme de grau qualsevol i un altre terme amb grau
el doble de anterior. Aquesta caracteristica fa que es pugui interpretar com a equacioé
de segon grau. Per exemple, 428 + 521 +10=0

El cas més senzill és la denominada equacié biquadrada, una equacié de quart grau
que només té, en forma normal, els termes de grau 4, 21 0.

Exemple. 2t - 1322 +36=0.

Resolucid. Es poden resoldre de manera semblant a les equacions de segon grau, ja
que l'expressio de 'equacié quadratica és similar a les de segon grau.

Exemple.

2t~ 1322 +36 =0

és una equaci6 biquadrada que es pot reescriure com una equacié de segon grau:

(*)? - 1322 +36 =0
En considerar 22 com la incognita, es pot aplicar la formula de resolucié de 'equacio

de segon grau per a 22 Aleshores, la soluci6 és producte de

13+/(-13)2-4-1-36 1345

() = ) 5

Per tant, 2% = 4, d’on resulta xz = +2 i 22 = 9,1 d’on resulta = = £3.

Finalment, és convenient comprovar les solucions obtingudes a I’equacié inicial.

Concepte

Definicié. Una inequaci6 és una desigualtat entre expressions algebraiques que pot
tenir solucions. Com en les equacions, les solucions sén valors numeérics que en subs-
tituir les variables en la inequacié fan que la desigualtat numeérica resultant sigui

certa.
Exemples.
e 2x+5>2—x és una inequaci6é de primer grau.

o 202-27-2<2?2 -7 +46suna inequacié de segon grau.

Resolucio

Procediment. Les inequacions de primer i segon grau es poden resoldre de manera

similar. Els passos principals del procediment que se sol seguir sén:
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Procediment

Exemple: 20 -2z -2<2® -2 +4

1) Es resol l’equacid associada a la inequa-
cid, que s'obté canviant el signe de desi-

gualtat pel signe d’igualtat.

20%-22-2 = 2% —z+4 = 2 = {-2,3}

2) Es consideren les solucions de l’equacid
associada, que divideizen la recta real en

diverses zones.

Zones a considerar: els punts —2 i
3, i les franges (—o0,-2), (-2,3),
(3,+00)

3) Se selecciona un nombre qualsevol de ca-
dascuna de les zones i s’avalua en la ine-

quacio.

Punts on avaluar: -2 i 3, i, per
exemple, —4 € (—o0; —2), 0 € (-2, 3)
i6¢€(3,+00)

4) Es comprova quin dels nombres seleccio-

nats verifica la desigualtat de la inequacid.

La desigualtat es verifica per a x =
-2,z =01z = 3, perd no per a

r=-4nix=6

5) La solucid de la inequacid és producte de
la reuntd de totes les zones del pas anterior
en les quals el nombre escollit compleizx la

destgualtat.

Per tant, la soluci6 és [-2, 3]
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Exercicis resolts

1. Determina per a quins valors de t I’equacié z?2 +tz + 16 = O...
(a) té dues solucions reals.
(b) té una anica soluci6 real, doble.

(¢) no té solucié real.

Solucio6:
Per a poder respondre la pregunta, cal estudiar els valors que pot prendre el discriminant de
l’equaci6, A, en funcié dels valors de t.

Atés que Pequacié de segon grau 2 +tz +16 = 0 ja esta en la seva forma normal, identifiquem
els coeficients a =1, b=t i ¢ = 16, i, per tant, el seu discriminant és

A=b?—dac=t>-4-1-16=t> - 64
Aleshores, atenent al fet que una equaci6 de segon grau té
e dues solucions reals quan el discriminant és positiu (en el nostre cas quan A = t2-64>0
e una unica solucid, doble, real quan el discriminant s’anulla (per tant, quan A = t2-64=0
e cap solucib real quan el discriminant és negatiu (per tant, quan A =t% - 64 <0
es fa necessari estudiar les inequacions resultants.

Per aix9, resoldrem primer ’equaci6é de segon grau A = 0 i, trobada la solucid, estudiarem
qué passa en cada una de les franges obtingudes.

A=t?-64=0=1>=64 <t =+V64=18

D’aquesta resolucié obtenim que, quan t =8 o t = -8, A =0 i, per tant, podem dir que quan
t =8 o t = -8 ’equaci6 té una tnica soluci6 real, que és doble.

Per a determinar les altres dues situacions, cal mirar qué passa per a valors menors que -8,
compresos entre —8 i 8 i majors que 8. En altres paraules, cal estudiar els valors de A quan
t < -8, -8<t<8i8<t. Per aixo, avaluarem A per a un valor qualsevol comprés en (—oo, —-8),
un altre valor entre (-8,8) i un altre entre (8,+00). Vegem-ho:

Considerem t = —10 € (00, -8) : t2 ~ 64 = 100 - 64 = 36 > 0
Considerem ¢t =0¢ (-8,8): > -64=0-64=-64<0
Considerem t = 10 € (8, +00) : t2 =64 = 100 — 64 = 36 > 0
Per tant, concloem:
e Sit<-8o0t>8, ’equacio té dues solucions reals diferents.
e Sit=8o0t=-8, ’equacié té una unica soluci6 real, doble.

e Si-8<t<8, ’equacié no té soluci6 real.

2. La suma de dos nombres és 13 i el seu producte és 36. Amb quina equacid de
segon grau es poden obtenir aquets dos nombres? Quins nombres sén?

Solucio:

L’enunciat demana trobar dos nombres que han de complir dues condicions alhora. Fixem-nos
en la primera de les condicions: que els nombres sumin 13. D’acord amb aquesta premissa,
si diem x a un d’aquests dos nombres, ’altre sera el producte de la diferéncia entre aquest
nombre i el total de la suma, que en aquest cas és 13. Per tant, el segon nombre serd 13 —z.

Fixada ’expressio dels dos nombres, imposem la segona condicié, és a dir, que el seu producte
sigui 36. Per tant, que

z-(13-xz) =36
Si operem aquesta igualtat, obtenim ’equacio

22 +13-2 =36
que, podem reescriure de manera equivalent

22 -13z+36=0

Trobada I’equaci6 de segon grau en la seva forma normal, podem resoldre-la i trobar aixi els
nombres desconeguts.

Apliquem la féormula de resolucié de les equacions de segon grau:

13++/(-13)2-4-1-36 13++25 135
T = = =

2-1 2 2

18 . 8
D’on resulta z; = Y =91z = 3 =4.

Per tant, si considerem x =9, l"altre nombre és 13-9=4

I, a linrevés, si considerem z = 4, laltre nombre és: 13-4=9
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Concloem, doncs que el parell de dos nombres buscats és 9 i 4.
Per tant, la resposta a I’exercici és:
e L’equacié que representa la situacid és z2 — 13z + 36 = 0.

e Els dos nombres que satisfan la doble condici6 son 9 i 4.

3. Resol les equacions irracionals segilients:
(a) Vo +3+22=30
(b)z+3+Vz+5=10

Solucio6:

Per a resoldre aquestes equacions, serd convenient trobar equacions equivalents que no con-

tinguin cap arrel quadrada.

(a) Resolem la primera de les equacions: V& + 3 + 2z = 30.

Aillem P’arrel quadrada per poder aplicar el quadrat a tota I’expressio:

Ve+3 = 30-2x

(\/a:+3)2 (30 - 22)2

Calculem els quadrats de cadascun dels termes de ’equaci6. Fixem-nos que serd necessari
aplicar identitats notables. En aquest cas particular, en el terme de la dreta cal aplicar

el quadrat d’una diferéncia:
x+3=302+(2z)%-2-30- (2x)
Operem i obtenim una equacié de segon grau:

z +3 =900+ 422 — 120z

Associem termes i els ordenem per obtenir I’equaci6 equivalent en forma normal:

422 - 1212 + 897 = 0

Obtinguda la forma normal de ’equacié de segon grau associada, apliquem la férmula de

resoluci6 de les equacions de segon grau:

121 £17

121+ (-121)2 -4-4-897 121 +/289
- 2-4 - 8 -
d’on obtenim dues solucions de ’equacié de segon grau associada.
121-17 104
ry=———=—=13
8 8
121+17 138 69
rp=—=—— = —
8 8 4

Trobades les solucions de ’equacié de segon grau, cal comprovar si s6n efectivament també

solucié de ’equacié inicial:
e Sixz=13

Ve+3+2x=v13+3+2-13=V16+26=4+26=30

Per tant, « = 13 és solucio6.
. 69
e Siz=—

/69 81
Vr+3+2r= —+3 2. — 69 g

Per tant, x = Z no és solucio6.

(b) Resolem de manera similar la segona equacio:

T+3+Vr+5=
Vz+5=10-z-3
vVz+d=

2
(\/x+5) =(7-x)2
2+5=T>+22-2.7-x
z+5=49+2° - 14z
22 - 152+44=0

9

Calculem les solucions de ’equacié de segon grau aplicant la formula sabuda:
(-15)2-4-1-44 1549 15+7
2 S22
d’on obtenim dues solucions de ’equacié de segon grau associada.
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15-7
xlzT:§:4
15+7
2= — =2Z-11

Trobades les solucions de ’equacié de segon grau, cal comprovar si s6n efectivament també
solucié de ’equacié inicial:
o Sizx=4
T+3+VZ+5=4+3+VA+45=7+/9=7+3=10
Per tant, = = 4 és solucié.
o Siz=11

z+3+Vr+5=11+3+V11+5=14+V16=14+4=18 %10

Per tant, x = 11 no és solucié.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

4. Resoleu les equacions segiients:

x+5 3x-2 2x+5 br -1
(a) + =
4 3 2 6
2 3 4
(b)ac+1+IJr x; :—IZ +5

5. Resoleu les equacions segiients:
(a) 22+ =12

(b) 22 +102+11=0

() (2+z)(5-2)=9+3x

(d) 322 - 2(z - 5)% =222 - 26

6. Resoleu les equacions biquadrades segiients:
(a) z -522 +4=0

(b) z* = 7322 + 576 = 0

(c) z* - 1322 +36=0

Solucions:
1) (a)z= %
(b) x = %

5) (a)x={-4,3}
(b) z={-1,11}
(c)z={-1,1}
(d) z = {-4,6}

6) (a)z={1,-1,2,-2}
(b) « = {3,-3,8, -8}
(c)z={-2,2,3,-3}
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3. Sistemes d’equacions

Index

3.1. Sistemes lineals de dues equacions i dues incognites ... 91

3. 1.1 DefiniCiO v v et e 91
3.1.2. Solucions i tipus de sistemes..........c.ccviiiiiiiiiean.. 92
3.1.3. Métodes de resolucid ............cooiiiiiiiiiiiiiiiiia 92

3.2. Sistemes lineals de tres equacions i tres incognites .... 95

321, Definicid. ..o 95
3.2.2. Metode de resolucio ............ooiiiiiiiiiii i 96
3.3. Sistemes lineals de m equacions i n incognites ......... 97
3.3. 1. Deflnicid . ..o 97
3.3.2. Metode de GaUSS «.vvviiiiiiiii e 98
3.3.3. Solucions i tipus de sistemes............coviiiiiiiian.. 99
3.4. Sistemes d’INequUAaCIONS «vvvvveierererrtsrerorororosorosss 101
3.4.1. Sistemes d’inequacions lineals amb una incognita ....... 101

3.4.2. Sistemes d’inequacions de segon grau amb una incognita 103

3.1. Sistemes lineals de dues equacions i dues incognites
3.1.1. Definicio

Un sistema de dues equacions lineals amb dues incognites és un conjunt
de dues equacions de primer grau amb dues incognites cadascuna com a maxim,

representades amb les mateixes incognites.

Exemple. Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites.

dr -3y =5

20+4y =3

Tal com es pot observar, per a indicar que es tracta d’'un sistema d’equacions i no
de dues equacions independents, les dues equacions van encapgalades per una clau {,

que les agrupa.

Es molt comt escriure les equacions de la manera segiient: tots els termes amb incog-
nites se solen trobar en el membre de ’esquerra, mentre que tots els nombres (termes
independents) se solen trobar en el membre de la dreta. Si les equacions no estan
expressades d’aquesta manera, convé transformar-les en d’altres d’equivalents que ho

siguin d’aquesta manera.
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3.1.2. Solucions i tipus de sistemes

S’ha d’insistir que una solucié d’un sistema amb dues incognites, si existeix, és un
parell numeéric, és a dir, ha de constar de dos nombresun per a cada incognita, i que
aquests dos nombres han de satisfer les dues equacions alhora. Pel que fa al nombre

de solucions d’un sistema d’equacions, ens podem trobar amb tres casos:

e Un sistema amb una tnica solucié. Per exemple:

z+2y =10
20—y =5

que té una tnica solucié (z,y) = (4,3).

e Un sistema amb infintes solucions. Per exemple:

2x + 4y = 20

z+2y=10
que té aquestes (i moltes altres) solucions: (z,y) = (4,3), (z,y) = (2,4), (z,y) =
(0,5), ...

e Un sistema sense solucions. Per exemple:

20 +y =8
2r+y=1
En aquest cas, és facil comprovar que no és possible que la mateixa expressié pugui

resultar igual a 8 en un cas i igual a 1 en Daltre.

3.1.3. Meétodes de resolucioé

Resoldre un sistema d’equacions significa trobar les solucions del sistema, és a dir,
aquells nombres que, en substituir les incognites, transformin les equacions en igual-
tats numeériques certes. Cal destacar que els mateixos nombres han de substituir les

incognites en ambdues equacions alhora.

Exemple. Solucié d'un sistema de dues equacions i dues incognites:
2z +3y =19
z+4y =17
té com a solucio (z,y) = (5,3), ja que
2:5+3-3=19
5+4-3=17

Per a trobar la solucié de sistemes d’equacions lineals amb dues incognites, hi ha

principalment tres métodes de resolucié.
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Meétode de substituciéo. Consisteix a aillar una de les incognites en una de les dues

equacions i substituir-ne ’expressié en l’altra equaci6. Una vegada resolta aquesta

dltima equacié es resol ’altra equaci6 introduint el valor trobat.

Meétode d’igualacié.  El métode d’igualacié consisteix a aillar la mateixa incognita
en ambdues equacions del sistema. A continuacio, s’han “d’igualar” les dues expressi-
ons que han resultat d’aillar aquesta incognita, i definir aixi una nova equaci6. Una
vegada resolta aquesta equacio, se substitueix el valor en una de les equacions inicials

i es resol per trobar ’altre valor.
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Métode de reduccié. El métode de reduccio consisteix a multiplicar convenient-

ment les dues equacions del sistema per uns nombres de manera que en restar les
equacions resultants es “redueixi” el nombre d’incognites de dues a una. Una vega-
da resolta I'equaci6 resultant, es pot substituir aquest valor en una de les equacions

inicials i resoldre-la per a obtenir la soluci6 general.
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Observem que, després de resoldre el mateix sistema amb els tres métodes, el métode

que s’utilitza per a resoldre un sistema d’equacions no influeix en la soluci6 del sistema.

3.2. Sistemes lineals de tres equacions i tres incognites
3.2.1. Definicio

Igual que abans, podem definir un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites

com un conjunt de tres equacions de primer grau amb les tres mateixes incognites en
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cadascuna de les equacions.

3.2.2. Meétode de resolucidé

La solucié d'un sistema de tres equacions lineals amb tres incognites consta de tres
nombres que, en substituir les incognites corresponents alhora, permeten resoldre el

sistema.

Per a resoldre un sistema d’aquest tipus, es pot utilitzar un métode semblant al de

reduccié operant de la manera segiient:

1) Operar adequadament amb la primera equacié per eliminar la primera incognita
de les dues equacions segiients.
En multiplicar la primera equaci6 per 2 i restar-la de la segona s’obté —7y—4z = -2.
Multiplicant la primera equaci6é per 3 i restant-la de la tercera, s’obté y — 2z = 8.

Evidentment, ambdds sistemes sén equivalents.

T+y+z =0 r+y+z =0
Eq2=FEq2-2-Eql
_—

2z -5y =2z =-2 Eq3=Eq3-3-Eql

Ty —4z =-2
3z+4y+z =8 y—2z =38
2) Operar adequadament amb la segona equacid del nou sistema per eliminar la se-
gona incognita de la tercera equacio.

Per a trobar la tercera equaci6é nova, multipliquem la tercera equaci6é per 7 i ho

sumem a la segona. Observem que en l'iltima equacié queda ara una sola incog-
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nita.

z+y+z =0 z+y+z =0
Eq3=7-Eq3+Eq2

Ty —4z = -2 - Ty —4z = -2

y—2z =8 -18z2 =54

3) Resoldre l’iltima equacid que tindrd només una incognita:

-54
-182=54 <= z=—=-3.
18

4) Resoldre la segona equacié de 1iltim sistema, substituint la z pel valor trobat. En
aquest cas tenim que z = -3

-2-12
-Ty—-4-(-3)=2<y=—--—=2

-7
Obtenim que y = 2.

5) Finalment, substituir els valors trobats de la y i la z en la primera equacid, i trobar
la x. Utilitzant z = -3 1 y = 2, tenim
r+2-3=0<=2z=1

En aquest cas, x = 1.

Per tant la solucié del sistema és (z,y,z) = (1,2,-3).

Aquest métode s’anomena métode de Gauss.

3.3. Sistemes lineals de m equacions i n incognites

Ara volem estudiar com treballar amb sistemes d’equacions lineals amb qualsevol

nombre d’equacions lineals i incognites.

3.3.1. Definicio

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem z1, 2, ..., Tn)
amb termes independents by, ..., by, també denominats constants i on m i n s6n dos

nombres naturals, té la forma segiient:

a11r1 +a12x2 + ...+ aipnn = b1

a1T1 + a9 + ...+ agnTn = bo

Am1T1 + Am2x2 + ... + AmnTn = by

Com en la resta de sistemes, una solucié d’aquest sistema és un n-tupla (és a dir,
una collecci6 de n nombres) que, en substituir 1, 2, T3, ..., Tn convenientment en
aquest sistema, resol totes les equacions simultaniament. Es evident que algun dels
coeficients de cada incognita ha de ser diferent de 0 en alguna de les equacions (en

cas contrari, aquesta incognita seria supérflua).
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3.3.2. Meétode de Gauss

Tal com hem vist en el cas de sistemes amb tres equacions i tres incognites, el métode
de Gauss consisteix a aplicar una série de transformacions lineals al sistema inicial

fins a obtenir un sistema més facil de resoldre.

Les transformacions lineals que podem aplicar quan utilitzem el métode de Gauss

son:

e Dues equacions qualssevol son intercanviables.

e TUna equaci6é qualsevol del sistema es pot multiplicar (en ambdés membres) per

una constant diferent de zero.

e Una equacié qualsevol del sistema es pot reemplacar per I’equacié que resulta de
sumar a aquesta mateixa equacié qualsevol altra equacié del sistema, la qual es

pot multiplicar a més per qualsevol nombre.

Aquestes tres transformacions elementals se solen denominar (en aquest ordre): in-

tercanviar equacions, reescalar (és a dir, multiplicar per un nombre) i pivotar.

En cada una de les equacions del sistema lineal, la primera incognita que apareix amb
un coeficient diferent de zero es denomina incognita inicial de 'equaci6. Es diu que
un sistema estd en forma esglaonada (o és triangular) si la incognita inicial en
cada equaci6 (Obviament, excepte en la primera) és a la dreta de la incognita inicial
de Pequaci6 que la precedeix. Es a dir que (en cas que tinguem el mateix nombre

d’equacions que d’incognites, m = n) la forma del sistema en forma esglaonada és la

segiient:

al1xl +ai2x2 +aizry +... +... +a1(n—1)xn71 +a1nTn = b1
+ag2r2 +ag3xr3 +... +... +a2(n_1):vn_1 +a2nTn =bo
+a33rz +... +... +a3(n-1)Tn-1 +a3nTn =b3

+ + +. + =

O + + + =

+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1

+annTn =bp

El métode de Gauss consisteix a utilitzar les tres transformacions elementals
entre equacions (intercanviar, reescalar i pivotar) per trobar un sistema equivalent

a l'inicial en forma esglaonada. Aixi, comencant per I’altima incognita, podrem

resoldre facilment el sistema.
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Per a aconseguir-ho:

1) Comencem repassant tots els coeficients de z1 (a11, a21, - .., am1) fins a trobar el
primer coeficient que sigui diferent de zero. Aquest coeficient podria ser el mateix
a11. Si no és el primer, s’intercanvia ’equaci6 amb la primera que tingui aquest

terme diferent de 0.
2) Considerem que un nou sistema té un nombre diferent de 0 com coeficient aq.

3) Mitjancant les operacions de reescalar i pivotar, es fa que tots els coeficients que
estiguin sota aquest nou a1; siguin 0. Aixi, si en I’equacié que ocupa la fila k-ésima

el seu primer coeficient ayq és diferent de 0, es pivota multiplicant la primera fila

per % i restant el resultat a la fila k-ésima. El resultat sera la nova fila k-ésima.

El nou sistema tindra aquesta forma:

a11r1  +aiexre +... +ainxTn =b1
tahota ... +ah,xn = by
Far,oT2  +... FampTn = by,

4) Una vegada eliminats tots els coeficients de la primera incognita (excepte el de la
primera equacio), repetim el mateix procediment amb els coeficients de la segona

incognita, x2, a partir de la segona equacié.

5) A continuaci6, es fa el mateix procediment amb la tercera incognita, x3, a partir
de la tercera equaci6. I aixi successivament fins a arribar a I'altima equacié. Una
vegada arribat al final del procés, el nombre d’equacions que no sén del tipus 0 =

0 és igual a un cert nombre, que denominarem r, de manera que r < m.

3.3.3. Solucions i tipus de sistemes

Una vegada finalitzat el procediment de Gauss, el sistema resultant s’haura de trobar

en una d’aquestes situacions:

e Que aparegui una fila amb tots els coeficients iguals a zero i amb la constant
diferent de zero. En aquest cas el sistema no té cap soluci6. Es diu que el sistema

és incompatible.

e Que no aparegui cap equacié amb zeros, o que totes les files amb coeficients iguals
a zero tinguin també constants iguals a zero (en aquest cas totes aquestes files s6n
supérflues i es poden eliminar). Si aix0 és aixi, el sistema té soluci6. Es diu que el

sistema és compatible, i pot ser:

o Compatible determinat: la soluci6 és tnica si el nombre r d’equacions re-

sultants en el sistema esglaonat és igual a n (el nombre d’incognites).
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o Compatible indeterminat: amb infinites solucions si el nombre r d’equaci-

ons en el sistema esglaonat és menor que n (el nombre d’incognites).

Vegem com sén les solucions en el cas de sistemes compatibles:

Cas n | El sistema resultant en forma esglaonada, després d’utilitzar el métode
de Gauss sera de la forma:
ai1ri1 +aigre +aizrzy +... +... +a1(n71)xn71 +a1nTn = b1
+a9oxo +ag3ry ... +... +a2(n-1)Tn-1 +aonTn =bo
+aszxrs +... +... +a3(n_1)xn_1 +a3nTn = b3
+ + +. + =
O + + + =
+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1
+annTn =bp

Per a trobar la soluci6 tnica d’aquest sistema, s’utilitza ’anomenada substitucid cap

enrere (un procés molt semblant s’ha seguit en els sistemes de tres equacions lineals):

1) Sailla z, de l'altima equacio:

by,
Ty = —.
ann

2) Se substitueix aquest valor en ’equaci6é anterior i es troba el valor de xp_1:

1 bn
Tp1=—|bp_1 - A(n-1)n "~
4(n-1)(n-1) Ann
3) Se segueix el mateix procediment de substituci6 cap enrere fins que s’han trobat

els valors per a totes les incognites.

El sistema d’equacions quedaria de la manera segiient:

a11rl +ai12x2 +aizrs +... +... +... +... +ainTn = bl
ag22x2 +ag3xrs +... +... +... +... +a2nTn =bo

O +.. + + + + =
ArnTr  +Op(pt1)Tr+l F... FarpTn = by

Per a resoldre aquest sistema, farem:

e Reduir aquest sistema a un sistema amb tantes incognites com files. Per fer aixo,

es passen totes les incognites a partir de z,41 a 'altre membre.
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aijlry +aixz +aizxs +... +airTr =by — A1(r+1)Tr — ...~ AlnTn
a9  +a93r3 +... +a2,Tr =by — a2(r41)Tr = ... — A2pTn
ArnTr =br — Ar(n+1)Tr+l = ... — Grndn

e D’aquesta manera, tenim les r primeres incognites en el membre esquerre de les
equacions i les n —r incognites del membre de la dreta de les equacions es tracten
com si fossin valors coneguts (com els nombres b;). Obtenim aixi un sistema amb
7 equacions i r incognites, que es pot resoldre fent el procés de substitucié cap

enrere.

e Ara bé, s’obtindra la soluci6 per a les r primeres incognites, que dependran del
valor que tinguin les n — r incognites restants, i aquestes n —r podran prendre
qualsevol valor real. Per aix0 mateix, aquest tipus de sistemes té més d’una

solucié (de fet, té infinites solucions).

3.4. Sistemes d’inequacions
3.4.1. Sistemes d’inequacions lineals amb una incognita

Definicié. Un sistema d’inequacions lineals amb una tdnica incognita és format per
diverses inequacions lineals i limitat per una clau que indica precisament que es tracta

d’un sistema, i no d’inequacions independents.

Exemple. Un sistema d’inequacions podria ser:

3r+4<2x+8

20 —-1>x

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és solucié de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’'un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Exemple. x = 3 és una soluci6 del sistema d’inequacions anterior, ja que

3:3+4<2-3+8 13<14

—

2:3-1>3 5>3
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Meétodes de resolucié. Per a resoldre sistemes d’inequacions, proposem dos meé-
todes diferents.

En el primer métode, els passos per a la resoluci6 son els segiients:

1) Es resolen per separat les equacions associades a cada una de les inequacions
del sistema. L’equaci6é associada a una inequacid és la resultant de substituir la
desigualtat de la inequacioé per una igualtat. En I’exemple anterior, hem de resoldre
cada una de les dues equacions segiients:

3r+4=2x+8<=>x=4
2r-l=zcssx=1

2) Es marquen en la recta real les solucions anteriors. Aixd fara que la recta real

quedi dividida en 3 parts. En I’exemple:

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la

recta pels nombres anteriors. En ’exemple, es poden escollir els nombres 0, 21 6.

—
——
—_—

1

—
S
o
i

o
-1+

4) Es comprova quins d’aquests nombres, a més de les solucions de les equacions,
son solucid de tot el sistema d’inequacions. En I’exemple, s’han de provar el 0, 2 i
6 que hem marcat en el pas anterior i les dues solucions 1 i 4. Es facil comprovar

que sén dnicament soluci6 del sistema el 2 i el 4.

5) Finalment, les solucions del del sistema sén els nombres que estan en el mateiz
interval que els nombres que en el pas 4 hem comprovat que eren solucid del
sistema d’inequacions. A més, inclourem les solucions obtingudes en 'apartat 1
si compleixen el sistema d’inequacions. En ’exemple, els nombres que son solucié
del sistema estan entre 1’1 i el 4, més el 4, i per tant l'interval (1,4], la secci6

acolorida d’aquesta recta real:

S
o
o1

Per tant, les solucions del sistema d’equacions lineals

3xr+4<2x+8

20 -1>x
son tots els nombres més grans que 1 i menors o iguals a 4, és a dir, tots els
nombres, z, que compleixen 1 < x < 4. En forma d’interval, la soluci6 s’expressaria

de la manera segiient:
(1,4]

Un segon métode per a resoldre aquest sistema és:
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1) Resolem la primera inequacié. En exemple, hem de resoldre

3r+4<2x+8

Tal com hem vist en el métode anterior, la solucié de ’equacié associada és = = 4,
i si comprovem els valors 0, 4 i 5 a 'inequacié obtenim com a solucié 'interval
(—OO, 4] .

2) Resolem la segona inequacié. En 'exemple, procedim de la mateixa manera que

en el pas anterior i obtenim que la soluci6 de 2z — 1 > x és 'interval (1, +00).

3) Busquem quins soén els punts en comi que tenen les dues solucions obtingudes. En

I'exemple veiem que coincideixen en U'interval (1,4]

+

3.4.2. Sistemes d’inequacions de segon grau amb una incoégnita

Definicié Un sistema d’inequacions de segon grau amb una tnica incognita és for-

mat per diverses inequacions lineals o de segon grau i limitat per una clau.

Exemple. Un sistema d’inequacions de segon grau pot ser

20+52>22—«x

2% -2 -2<a? -z +4

Un nombre és solucié d’un sistema d’inequacions d’aquest tipus si és solucié de totes
les inequacions que formen el sistema. Tinguem en compte que la solucié d’'un sistema
d’inequacions lineals amb una incognita pot tenir solucié o no, i en cas que tingui
solucié aquesta pot ser un sol nombre, un interval de nombres o bé la uni6 de diversos

intervals.

Exemple. z = % és una soluci6 del sistema d’inequacions, ja que

N =N =
N—
N
|
[\
—
| =
N—
|
[\
IA
—_—~~
N | =
N—
N
|
—~
|
N—
+
S
|
N | Ot
IA
—
~| &

Meétode de resolucié. Un procediment per a trobar les solucions d’'un sistema

d’inequacions de segon grau és molt semblant al de resoluci6 de sistema d’inequacions
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lineals. De fet podem triar qualsevol dels dos métodes que hem vist i utilitzar-los
també en aquest cas. Triem per exemple el segon. Aixi, per trobar la soluci6 del
sistema cal resoldre cadascuna de les equacions a part, després buscar les solucions

de les dues inequacions per separat i finalment buscar totes les zones comunes:

1) Es resolen les dues equacions associades.
20 +5=2-zc<=r=-1
2x2—21:—2:x2—1:+4<:>m:—2, 3
2) Es resolen les dues inequacions per separat.

e Lasolucio de 2z +522 -1z és [-1,+00).

e ! !

-3 -2 -1 0 1

b 4

Per tant, les solucions del sistema d’equacions de segon grau

20 +52>22-x

202 —2r-2<a® —x+4
son tots els nombres més grans o iguals a —1 i menors o iguals a 3, és a dir, tots els
nombres, x que compleixin —1 < z < 3. En forma d’interval, la solucié s’expressaria

de la manera segiient: [-1, 3].
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Resum
Sistema de dues equacions lineals amb dues incognites
Definicié: és un conjunt de dues equacions de pri- 3z -6y=>5
mer grau amb dues incognites cadascuna, representa- | fHremple:
des per les mateixes lletres. 2¢ -2y =4

Escriptura habitual: termes amb incognita en el
membre de P'esquerra i termes numeérics en el de la
dreta.

Solucié: un parell de nombres que, en substituir les

incognites corresponents en cada una de les equacions, rtu=3

donen lloc a dues igualtats certes. { v=
20 —-y=3

Resoluciod: procés de cerca de les solucions del siste- té soluci6 (,y) = (2,1), ja que

ma. b b b
2+1=3
2.2-1=3

Meétodes de resolucié
Meétode de substitucio

Procediment FEzxemple: dr -2y =8
20 +y=4

1. Es tria una de les dues equacions. 2e+y=4

2. S’ailla una de les incognites de ’equacié triada. y=4-2z

3. Se substitueix el valor de la incognita en I’altra equa- 4r-2-(4-2x) =8

cio.

dr-8+4x=8+<=8x-8=8
4. Es resol I’equacio6 resultant. 16
=8r=16=r=—=2

y=4-2.2=0

5. Es substitueix el valor trobat en ’equacié del pas 2 .,
i obtenim el valor de ’altra incognita i la solucié. Solucié: (z,y) = (2,0)

4.2-2.0=8=8=8
2:2+40=4=>4=4

6. Es comprova la soluci6.

Meétode d’igualacio

Procediment Ezemple: dz-2y=8
20+y=4
4x -8
g e . Y= =2z -4
1. S’ailla la mateixa incognita en les dues equacions. 2
() = 4=
2. S’igualen les dues expressions resultants. 2c-4=4-2z

20 -4=4-2z < 4x =8
3. Es resol ’equaci6 resultant.
Sns—s=2
y=4-2-2=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

{472—2'0=g:g=8

4. Se substitueix la incognita de qualsevol de les equa-
cions del sistema del pas 1 pel valor trobat.

5. Es comprova la solucio.
2:2+0=4=>4=4
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Meétode de reduccio
. 4o — 2y =
Procediment Ezxemple: r-2y=8
2e+y=4
1. Es tria una de les dues incognites. Per exemple, y
2. Es multipliquen els dos membres de la primera 1-(do-2y=8)
equaci6 pel coeficient de la incognita escollida en -2-(2z+y=4)
la segona equacid i els dos membres de la segona U
equaci6 pel coeficient de la incognita escollida en 4r -2y =8
la primera equacio. 4z —2y =-8
dr -2y =8
3. Es resten les dues equacions resultants. - —4x -2y =-8
8z =16
4. Es resol ’equaci6 resultant. @w=2
Se substitueix z =2 a
5. Se substitueix el valor de la incognita trobada 2+y=4
en qualsevol de les equacions del sistema. 2-2+y=4

6. Es resol ’equaci6 resultant.

4+y=4=y=0
Solucié: (z,y) = (2,0)

7. Es comprova la soluci6.

4-2-2-0=8=>8=8
2:-2+0=4=>4=14

Sistema de m equacions i n incégnites

Un sistema de m equacions i n incognites (que denominarem z1, x2, ..

termes independents by, ..
nombres naturals, té la forma segiient:

o) mn): amb

., bn, denominats també constants, i en el qual m i n s6n dos

a11x1 +a12T2 + ...+ a1pxn = b1
a21%1 + a22x9 + ...+ aopTy = bo

Am1T1 + Am2T2 + .. + AmnTn = bm

Resolucié d’un sistema de diverses equacions lineals pel métode de Gauss

1. Operar amb la primera equacié per eliminar la
primera incognita de les altres equacions.

T+Y+2 =0
2x -5y -2z =-2
3x+4y+2z =8
z+y+z =0
—Ty—4z =-2
y—2z =8

Eq2=-2-Eql+Eq2
i
Eq3=-3-Eql+Eq3

2. Operar amb la segona equaci6 per eliminar la
segona incognita de les equacions segiients.

3. Es fa la mateixa operaci6é fins a exhaurir les
equacions i s’obté un sistema esglaonat.

4. Es resol I'altima equacié i se substitueixen els
valors cap enrere.

t+y+z =0 g pioirEgs
LRGP

—Ty—4z =-2
y—2z =8
rz+y+z =0
—Ty—4z =-2
-18z2 =54
182=54=2z=-54-_3

-Ty—-4-(-3)=-2=y=2
z+2-3=0=z=1

Nombre de solucions d’un sistema

Un sistema de m equacions i n incognites pot no tenir solucié, tenir-ne una o tenir-ne

infinites.

e El sistema no té cap solucié quan apareix una fila amb tots els coeficients iguals
a 0 i amb la constant diferent de 0. Es diu que el sistema és incompatible.

e En cas contrari, el sistema té solucio, s’anomena sistema compatible i pot ser:

o Compatible determinat (amb soluci6 Gnica): si el nombre d’equacions re-
sultants en el sistema esglaonat és igual al nombre d’incognites.

o Compatible indeterminat (amb infinites solucions): si el nombre d’equa-
cions en el sistema esglaonat és menor que el nombre d’incognites.
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Sistemes d’inequacions

Un sistema d’inequacions amb una tnica incognita és format per diverses inequacions i
limitat per una clau que indica precisament que es tracta d’un sistema i no d’inequacions
independents.

Resolucié de sistemes d’inequacions

1) Es resolen les equacions associades a les inequacions del sistema.
2) Es marquen les solucions anteriors en la recta real.

3) Se selecciona un nombre de cadascuna de les parts en les quals queda dividida la recta
pels nombres anteriors.

4) Es comprova quins d’aquests nombres son solucié del sistema d’inequacions.

5) Les solucions del sistema son els nombres que estan en el mateix interval que els
nombres que en ’apartat 4 hem comprovat que eren soluci6 del sistema d’inequacions.
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Exercicis resolts

1. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss:

T -y =0
2 -2y 4z +2w =4
Yy +w =0
2z +w =5

Solucio:

S’observa que la primera incognita inicial és la x en la primera equacid, ja que el seu coeficient
és diferent de 0 (és 1). Pivotant aquest element s’obté:

T -y =0 T -y =0
2x -2y +z +2w =4 Eq2=Eq2-2-Eql z +2w =4
Yy +w =0 Y +w =0

2z +w =5 2z +w =5

Només la primera equaci6 té incognita x, i per tant la primera incognita inicial, que és y,
és en la tercera equacié (ja que en la segona equacio no hi ha incognita y). Aixi, doncs,
intercanviem les files:

T -y =0 T -y =0

z +2w =4 Eql-Eq2 Yy +w =0
_—

Y +w =0 z +2w =4

2z +w =5 2z +w =5

D’aquesta manera, ja no hi ha més incognites y. La nova incognita inicial de la tercera equacio
és z; per tant, se’n pot mantenir a la posici6 i servira de pivot per a eliminar la incognita z
de I'altima equacio:

T -y =0 T -y =0
Y +w =0 Eqg4=Eq4-2-Eq3 Y +w = 0

z 42w =4 z +2w =
2z +w =5 -3w =-3

S’ha arribat a 'altima equacié, i la situaci6 és d’igual nombre d’incognites que d’equacions.
Per tant, es tracta d’un sistema compatible determinat. S’aplica la substitucié cap enrere a
I'altim sistema per resoldre’l:

e Es dedueix que w =1 de I'tltima equacio.

e Se substitueix aquest valor en ’equacié anterior i es resol:
z+2-1=4=2=4-2=2.

e Se substitueixen z =21 w =1 en ’equacié anterior:
y+1=0=>y=-1.

e Se substitueixen y=-1,2=2, w=1:
z-(-1)=0=>2=-1.

Per tant, la solucié del sistema és z = -1, y = -1, z = 2, w = 1. També es pot escriure
(x,y, Z,’LU) = (_17_17271)'

2. Troba les solucions al sistema d’equacions usant el métode de Gauss.

T +y +z ~w =1
y -z 4w =-1
3x +6z 6w = 6

-y +z -~w =1

Solucio:

Per a obtenir la forma esglaonada fem el segiient:

T +y +z —w =1 T +y +z —w =1
Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3-3-Eql Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3+3-Eq2
—_—_— [
3z +6z —6w = 6 -3y +3z —3w = 3  Fa4=Eqi+Eq2

-y +z ~w =1 -y +z —~w =1
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T4y +z —w= 1

Eq3=Eq3+3-Eq2 y —z +w = -1

T

Eq4=FEq4+Eq2 0 =0
0 =20

Eliminem les dues igualtats 0 = 0, ja que s6n supérflues. El sistema esglaonat és:

{:c+y+z—w= 1

Yy —z+w=-1

En aquest cas, n =4 ir = 2; per tant, es tracta d’un sistema compatible indeterminat. Per a
poder utilitzar el procediment de substitucié cap enrere, hi ha d’haver tantes incognites com
equacions; per aix0, movem les dues incognites restants al membre de la dreta.

z+y=1 -z +w
y =-1+z -w
Ara ja podem resoldre el sistema. L’altima equaci6é ens dona el valor de la y.

y=-1l+z-w.
Si substituim cap enrere el valor de la y en la primera equacio,

r-1l+z-w=1l-z+w=>x=2-22+2w.
Aixi, les solucions s6n d’aquest tipus:

r=2-2z+2w
y=-l+z-w

on z i w poden ser qualsevol nombre. Escriurem la solucié (z,y,z,w) = (2 -2z + 2w, -1+ 2z —
w, z,w) per z, w € R. Per aixo, el sistema té infinites solucions, tantes com valors es donin a
z 1 w. Exemples concrets serien els segiients:

e Siz=01iw=0,llavors z =2 iy =-1. Per tant, una soluci6 del sistema és z =2, y = -1,
z=0,w=0.

e Siz=1iw=-2,la soluci6 del sistema seria z=-4, y=2, z=1, w=-2.

Aixi doncs, per a cada parell de valors qualsevol z,w podem aconseguir una soluci6é del
sistema. Es a dir, el sistema té solucions infinites.

3. Troba les solucions del sistema.
20+3y+z=4
T-2y+z=-2
8r+5y+5z=1
Solucio:

Solucionem el sistema trobant la forma esglaonada. Per aixo fem el segiient:

2¢ 43y +z = 4 T -2y +z = -2
Eql—Eq2 Eq2=FEq2-2-Eql
— - ) — i ———
T -2y +z = -2 20 43y +z = 4 Fq3-Eq3-8Eql
8xr +b5y +bz = 1 8x +5y +bz = 1
T -2y +z = -2 T -2y +z = -2
Eq2=FEq2-2-Eql Eq3=Eq3-3-Eq2
_ _ — _ 5 s =
Eq3=Eq3-8-Eql Ty -~z =38 Ty —z=8
21y -3z = 17 0 =-7

En vista de la tercera equacio, que no té cap possible solucié perqué sempre és falsa, podem
deduir que el sistema és incompatible.

4. Afegeix una equacié al sistema segiient, de manera que resulti...
{x +y +z =1
T -z =2
(a) compatible determinat.
(b) compatible indeterminat.

(c) incompatible.

Solucio:

(a) Ens hem d’assegurar de trobar una tercera equacié que no doni lloc a un sistema incom-
patible o que sigui irrellevant. Com que la segona equaci6é no té la variable y, podem
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donar una tercera equacié amb aquesta variable, per exemple, y = 0. O bé, per a com-
plicar més aquesta tercera equacio, y = 0 més una combinacié lineal de les altres dues
equacions (de manera que en simplificar el sistema retorni a y = 0).

Amb aquesta tercera equacié (y = 0), fent substitucié cap enrere, ens queda el sistema
T +z=1 Eq2=Eq2-Eql |z 4+2z=1
—_—
r -z =2

-2z =1

I com que és un sistema esglaonat de dues equacions i dues variables, ja sabem que és
compatible determinat. Saps resoldre’l?

(b) Com que amb les dues equacions que ens donen ja tenim un sistema amb dues equacions i
tres incognites, si afegim una equaci6 irrellevant mantindrem el mateix tipus de sistema.
Per exemple, la tercera equacioé podria ser 0 = 0 (que sempre és certa i no dona meés
informaci6 que la que ja tenim, i per tant és irrellevant), z — z = 2 (que és idéntica a la
segona equacid) o qualsevol combinaci6 lineal de les equacions inicials.

(c) Per tal que el sistema resulti incompatible, n’hi ha prou amb donar una equacié que

no es pugui solucionar. Per exemple, si la tercera equacié fos 0 = 1 no hi hauria soluci6
del sistema (ja que la tercera equacié mai no seria certa), i per tant el sistema seria
incompatible.
Una altra opci6 és donar una tercera equacié que sigui realment incompatible amb alguna
de les anteriors, per exemple, x — z = 1. Com que la segona equacié és x — z = 2, no pot
ser que les dues siguin certes alhora (dit d’una altra manera, en restar una equaci6 de
I’altra obtindriem 0 = 1 com abans); per tant, el sistema és incompatible.

5. Troba la solucié del sistema d’inequacions segiient:

T —
2x — >z
z+1
r—-1<3-
Solucio:
Si operem la primera inequaci6, tenim:
z-1
20 -x >
3
-1
r >
3

3xr >x-1

2 > -1

-1

r > —

2

Mentre que, per a la segona,
+1
r-4 < _z
2

22 -8 <—(z+1)

3x <7
7
r <=
3 17
Per tant, si unim les dues solucions tenim la soluci6 x € (—5, g)

6. Resol el sistema d’inequacions segiient:
222 -3<6x+5

Tr+1<13+4x

Solucio:
Si reordenem la primera inequaci6, tenim
2% -6z -8<0.

Ara, si igualem la part de 'esquerra a 0 i solucionem ’equacié aplicant la féormula de ’equacio
de segon grau, tenim x = —1,4 com a solucions. Aquests valors son on la inequacid se satisfa
amb una igualtat. Per a saber quin dels intervals que queden soluciona la inequaci6é, prenem
un valor de cada interval i els avaluem:

e Agafem un nombre més petit que —1, per exemple, -2, i el substituim en la inequacio,
de manera que queda 8 < 0. Com que aixd no és cert, aleshores Iinterval (—oo,-1) no
pertany a la solucio.
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e Agafem un nombre entre -1 i 4, per exemple, el 0, i el substituim a la inequacio, de
manera que queda —8 < 0. Com si és cert, aleshores aquest interval si pertany a la soluci6.

e Agafem un nombre més gran que 4, per exemple, 5, i el substituim en la inequacio, de
manera que queda 12 < 0. Com que aixd no és cert, linterval (4,+o00) no pertany a la
soluciob.

En conclusio, la primera inequacio té com a solucio I'interval [-1,4].

Solucionem la segona inequaci6 de manera que queda

Tr+1 <13+4x
Tx—4xr <13-1

3z <12
i, per tant, té com a solucié x < 4.

Ara sabem que la solucié del sistema sera la intersecci6 de les solucions de cadascuna de les
inequacions. Aix{ tindrem que la solucié del sistema és [-1,4].



© FUOC e PID 00273913 112 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Troba les solucions dels sistemes d’equacions segiients usant el métode de
Gauss:

(a)

r +3y =-1
r -2y=9
3 +4y = 7
(b)
3z +y +z +u +v =0
+z —u =1
2v =4

-2z +y +z —t =2
y +z +2t =4
z +2t =3

r -2y +3z=0
-4z +5y -6z =1

T +2y +2z =3
y +z =1
z +y +z =0

8. Un sistema lineal s’ha resolt de dues maneres obtenint els dos conjunts de
solucions segiients:

T=X r=3p-1
y=1-2\ y=3-6u
z=2+A z=1+3p

per a A, i € R. Prova que les dues solucions coincideixen.

9. Resol els sistemes d’inequacions de grau 1 segilients:
(a)

20 - (z-4)<6

>3- (20-1)+18

10. Resol els sistemes d’inequacions de grau 2 segiients:
(a)

22 -Tx+6<0

22 +8x>7
(b) ]
-9
%<0
r-1
7-(3-xz)=5
Solucions:
7.
(a‘) x:57y:_2
-3-y-2
b #,y,leu,u,Q ,y,u € R
3
3t
(©) (1—5,173—2t7t),te]R
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(d) (;32 +z,’?1 +2z,z),zeR
(e) Es un sistema incompatible
8. Comprovem que per a A = 3 — 1 obtenim les mateixes expressions per a les solucions.
9.
(a) (-00,-3)
(b) (=7,1)
10.
(a) (1,6]
(b) (_007 _3] U (17 1776]
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4.1. Definicié i aspectes generals

4.1.1. Definicié

Qué és un polinomi? Es una 9

Un polinomi d’una sola variable o, per abreujar, un polinomi, és una expressié expressié algebraica amb una Gnica
lletra anomenada variable. Els
algebraica amb una tunica lletra, anomenada variable. Els termes d’aquesta expressié elements basics d’un polinomi sén
els termes. Cada terme és producte
d’un coeficient i un grau. Un
polinomi amb un sol terme es
denomina monomi. Si té dos

son el producte d’'un nombre per una poténcia positiva de la variable, excepte en el

cas d’un unic terme, que correspon a la poténcia 0 de la variable, i per aixd consta

termes s'anomena binomi.

només d’un nombre. Aquest terme s’anomena terme independent.

Exemple. Polinomis.

Polinomi amb variable a

3a — 424> + 5a — 2a + 2, els termes del qual soén: 3a, —42(13, 5a, —2a, +2.

Polinomi amb variable b

5b — 56b% + b — 17, els termes del qual sén: 5b, —5662, +b, —17.

Els polinomis es poden designar per una lletra. D’aquesta manera s’evita escriure tots
els termes d’un polinomi cada vegada que s’hi ha de fer referéncia. Aquesta lletra va
seguida de la variable, entre paréntesis, del polinomi. Aquests paréntesis no s’han de

confondre amb els paréntesis que contenen operacions.
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Exemple. Nomenclatura.
Anomenar p(z) el polinomi 52° — 422 + 52 — 1, vol dir que
p(z) =52° —42® + 52 - 1
on p representa el nom del polinomi, i x, entre paréntesis, indica la variable

del polinomi.

Aquesta assignacié permet referir-nos al polinomi p(z) sense necessitat d’escriure tots
els termes que el defineixen.
Val a dir que la variable més usada per a expressar polinomis és la x. Es tracta d’un

costum, per la qual cosa no s’ha de considerar una obligacié.

4.1.2. Elements i caracteristiques d’un polinomi

Tal com ja s’ha dit, per terme d’un polinomi s’entenen els diferents elements
d’un polinomi (com també de qualsevol expressi6 algebraica) que séon producte d’un
coeficient 1 una poténcia de la variable.

Els tipus de polinomis es distingeixen d’acord amb el nombre de termes que presenten.

En particular:

e Un polinomi amb un sol terme s’anomena monomi.
e Un polinomi amb dos termes s’anomena binomi.

e Un polinomi amb tres termes s’anomena trinomi.

Exemple. Tipus de polinomis.

Monomis de variable b: —13b*, 5623, —7b?
Binomi de variable c: 3¢ — 5¢

Trinomi de variable d: 3d* + 24> - 5

Els polinomis i els seus termes presenten caracteristiques que sén importants de dis-

tingir. Aquestes caracteristiques son:

e El grau d’un terme és I'exponent de la variable d’aquest terme.

e El grau del polinomi és el grau del terme de grau maxim. Aixi, hi ha polinomis
de grau 0, de grau 1 o de primer grau, de grau 2 o de segon grau, etc. Generalment,

s’escriuen d’esquerra a dreta els termes d’un polinomi de major a menor grau.

e El terme independent és el terme de grau 0 i, per tant, no hi apareix la variable.
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e El coeficient d’un terme és el nombre que multiplica la variable en aquest

terme. La resta del terme es denomina part literal.

4.1.3. Valor numéric d’un polinomi

El valor numeéric d’'un polinomi és el valor que s’obté en substituir-ne la variable per
un nombre determinat. Aixi, donat el polinomi p(z) = 523 — 422 + 5z — 1, en substituir

la x per 1, el seu valor numeéric és

p(1)=5-1"-4.1+5.1-1=5

Direm, doncs, que el valor numéric del polinomi p(z), quan z és igual a 1, és 5.
Matematicament, i de manera abreujada, s’escriu p(1) = 5.

Donat un polinomi, podem calcular diferents valors numeérics.
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4.2. Operacions i propietats basiques
4.2.1. Operacions basiques entre monomis

Es important conéixer com es fan les operacions entre monomis perqué serveixen de
base per a entendre les operacions entre polinomis. Vegem doncs, com s’operen els

monomis.

Suma i resta | La suma (o resta) de dos monomis de grau diferent és un binomi en

qué els dos tnics termes sén exactament aquests dos monomis. Per exemple, la suma
dels monomis 3z% i 2z, que es representa per (3954) +(2z), és igual al binomi 3zt +22.
La suma (o resta) de dos monomis del mateix grau és un altre monomi amb idéntic
grau, i amb coeficient igual a la suma (o resta) dels coeficients d’aquests monomis.
Per exemple, la resta de 523 i 2;103, que es representa per (5a:3) — (2;153), és igual al

monomi 3z°.

El producte de dos monomis és un altre monomi. El seu coeficient és el

producte dels coeficients dels monomis que es multipliquen, i el seu grau és la suma de

graus dels monomis inicials. Per exemple, el producte dels monomis 423 i —53:2, que

es representa per (4:23) . (—5x2), és —203:5, jaque4-(-5)=-201i 23 2?2 =232 = o0,

Quocient | El quocient de dos monomis és un altre monomi. El seu coeficient és el

quocient dels coeficients dels monomis que es divideixen, i el seu grau és la diferéncia
de graus d’aquests dos monomis. En aquest cas, el grau del numerador no pot ser

inferior al grau del denominador. Per exemple, el quocient dels monomis 8zt i 29:‘5,
4 4

. . : 4T 431

és el monomi 4z, jaque — =41 — =x =x.

que es representa per —-
23’ 2 x3

4.2.2. Operacions basiques entre polinomis

Vist com s’operen els monomis, estudiem les operacions basiques entre polinomis.

’ Suma i resta de polinomis ‘ La suma (o resta) de dos polinomis és igual al polinomi

resultant de la suma (o resta) dels termes que tenen el mateix grau. Cada terme
resultant correspon a la suma dels termes del mateix grau dels polinomis que se
sumen (o resten). D’acord amb la suma (o resta) de monomis, es tracta, doncs, de

sumar els coeficients dels termes del mateix grau i mantenir 'ordre d’aquests termes.

Per exemple, per a sumar 223 322 +42-61 5zt —22° - 52 -3z + 16, s’han de sumar
els coeficients dels termes de grau 4 amb els de grau 4, els coeficients de grau 3 amb
els de grau 3, i aixi per cada terme. El polinomi suma sera la suma de les sumes de
cada un d’aquests elements de mateix grau. Ens ajudem d’una taula per a veure-ho

més clar.

Operacions entre monomis

32 + (2z) = 32 + 22
513 - (213) = 313

2% - (-527) = -200°

84

— =4z
223

/)

Com se sumen (o resten) dos
polinomis?

La suma (o resta) de dos polinomis
és igual al polinomi resultant de la
suma (o resta) dels termes del
mateix grau. Els termes del mateix
grau es poden collocar en columna,
se sumen els coeficients de cada
terme i es colloca el resultat a sota
dels dos polinomis, separat per una
linia horitzontal.

o
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Termes 1r polinomi 2n polinomi

polinomi suma

grau 4 0 5

grau 3 223 223

grau 2 322 —522 322 — 522 = | -822
grau 1 4 -3z

grau 0 -6 16

0+5:r4:
23:3—2133:

4o —3x = [z ]
~6+16=[10]

Per tant, el polinomi suma és

(2m3—3m2+4x—6)+(5x4—2x3—5x2—3x+16)=5m4—8m2+x+10

Normalment, i especialment per comoditat, una suma entre polinomis s’expressa es-

crivint els polinomis un a sobre de I'altre, posant en columna els elements del mateix

grau i el resultat a continuacié d’una linia horitzontal a sota de la columna del grau

corresponent.

Exemple. Suma de polinomis.

(27;3 ~ 322 + 4o - 6) + (53:4 2% —52% — 3z + 16)

223 —3x2 +4x —6
+ 5zt 228 52 -3z +16
5m4 —8x2 +x +10

Per a restar dos polinomis, es procedeix com en el cas de la suma pero restant terme

a terme sempre del mateix grau.

2

243 —-3x +4x -6
- (5a* 22 -5x? -3z +16)
-5zt +42® 4227 472 -22

Per a evitar errors a ’hora de restar, és recomanable canviar, abans de restar, el signe

de cadascun dels termes del segon polinomi pel seu oposat, i després sumar.

2

243 -3z +4x -6
+ -5zt 422 4522 432  -16
-5zt +42® 4227 472 —22
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En qualsevol cas, el resultat de la resta d’aquests dos polinomis és sempre la mateixa.

Exemple. Resta de dos polinomis.
(21‘3 3%+ 4o - 6) - (53[:4 —2:% _52% 3z + 16) = 5rtr4e® + 222 + T —22

Producte de polinomis | La multiplicacié de dos polinomis és igual a la suma de tots

els productes de cadascun dels termes del primer polinomi per cadascun dels termes
del segon polinomi. Normalment, el nombre d’operacions que s’han de fer és molt

gran. Per aix0, és convenient fer la multiplicacié de manera ordenada.

Per a ser més precisos, els passos a seguir son:

1) Es posen els dos polinomis en columna, un sobre altre, i es multiplica cada terme

del segon polinomi per cadascun dels termes del primer polinomi.

2) Els resultat del pas anterior es posa a la fila segiient, a sota d’una linia horitzontal.
Com en el cas de la suma, és recomanable que tots els termes del mateix grau

quedin en una mateixa columna.

3) Finalment, se sumen els termes de cada columna.

Per a entendre com es desenvolupa aquest procés, va bé analitzar primerament el cas
de multiplicar un polinomi per un monomi. En aquest cas, es multiplica el monomi
per cada terme del polinomi i se sumen els termes producte obtinguts. Ho podem

veure en ’exemple segiient:

Exemple. Producte de polinomi per monomi.
4 2 3
(72* - 50° + 32— 8) - (22°)

7ac4 522 +3x -8
2363
1427 -10z°  +6z* -162°

Tal com s’observa en 'exemple, és convenient deixar un buit on faltin termes.

Per a fer el producte de dos polinomis qualssevol, s’ha de repetir el que s’ha fet en el
cas anterior amb cadascun dels termes del polinomi que multiplica, sumant al final

els resultats per cadascun dels graus del polinomi.

Estudiem els passos a seguir amb l’ajut d’un exemple, en aquest cas el producte del

Com es multipliquen dos polinomis? 9

La multiplicacié de dos polinomis
és igual a la suma de tots els
productes de cadascun dels termes
del primer polinomi per cadascun
dels termes del segon polinomi. En
fer el producte és convenient que
tots els termes del mateix grau
quedin en una mateixa columna.
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polinomi 2zt —72% + 52 - 8 pel polinomi 22— Tx+2.

1) En primer lloc, colloquem un polinomi sobre un altre situant els termes de mateix

grau en una mateixa columna.

2x 73 +bxr -8

2 —Tr 42

2) A continuacié, comencem a multiplicar el primer polinomi per I’element de grau
menor del segon polinomi (+2 en aquest cas) i colloquem els resultats de cada

terme a sota de la columna del termes del mateix grau:

22 723 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16

3) Acabada i ordenada aquesta primera multiplicaci6, continuem multiplicant els
termes del primer polinomi pel segon terme més petit del segon polinomi (-7z en
aquest cas) i, com abans, colloquem els resultats en la linia segiient de manera

que els termes d’igual grau estiguin en columna.

23@4 77303 +5x -8
x2 —Tx +2
4z —142° +10z -16
—142°  +49z* -3522  +562

4) Continuem de la mateixa manera amb la resta d’elements del primer polinomi.

22 —7a3 +5z -8
z2 -Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -352°  +56a
220 70 +5z3 —8z°2

5) Finalment, sumem terme a terme els resultats obtinguts.
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Exemple. Producte de dos polinomis.
(2x4—7a:3+5x—8)~(x2—7cc+2)

22 73 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -3522  +56z
2% —72° +523 —822

228 —212°  +532*  -92% 4322 +66xz -16

’ Quocient de polinomis | L’algoritme de la divisi6 entre polinomis és un procés molt

semblat a la divisié entre nombres, amb el canvi de les xifres d’un nombre pels termes
d’un polinomi. D’acord amb aquesta similitud, per a dividir dos polinomis s’ha de
comencar dividint el terme de major grau del polinomi dividend entre el terme de
major grau del polinomi divisor. El resultat se situa en el lloc del quocient. A conti-
nuacio, es multiplica aquest terme del quocient pel divisor i aquest producte es resta

del dividend.

Vegem-ho amb un exemple: dividim el polinomi 62t —2723 +152% — 48 entre el polinomi

222 — 3z +4

1) El primer pas consisteix a dividir el terme de major grau del dividend, 62" en
aquest cas, entre el terme de major grau del divisor, 2372, de manera que queda

una divisi6 entre monomis.

4
6z 4-2 2

ﬁ =3z 3x

2) A continuacid, es multiplica el divisor pel monomi obtingut,

(2332 — 3z + 4) 322 = 62t — 92° + 1242

i es resta del dividend. D’acord amb aquest procés, s’escriu

62> 272  +152% -48
—61:4 +9363 —12:702
0 1827 +322

3) Feta la resta, es baixa el terme segiient del dividend, en aquest cas 0 (atés que no
hi ha terme de primer grau), i es divideix, seguint el procediment anterior, entre

el que ha quedat com a dividend i el divisor.

Com es divideixen dos polinomis? 9

De manera similar a la divisié entre
nombres, per a dividir dos polinomis
s'ha de comenAS§ar dividint el terme
de major grau del dividend entre el
terme de major grau del divisor. El
resultat se situa en el lloc del
quocient, es multiplica aquest
terme del quocient pel divisor i es
resta aquest producte del dividend.
| aixi successivament amb la resta
de termes del dividend fins a arribar
al seu terme independent.
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6z*  —272%  +1522 —48 222 — 3z +4

—6z*  +923 1222 322 - 9z

0 -182%  +3z°2

+182%  -272%  +362

0 —242% 4362 -48

4) Se segueix aquest procediment successivament fins a baixar 1'altim element del
polinomi dividend. En el cas de I'exemple, la divisi6 completa s’escriuria de la

manera seglient:

Exemple. Quocient de polinomis amb residu 0:

(6:::4 —972% + 152° - 48) . (2:52 —3z+ 4)

62* 272  +1522 —48 222 — 32 + 4

-6z  +92°  -1222 322 — 9z — 12

0 -182%  +322  (0x)

+182%  —272%2  +36z

0 —242%  +362 -48

+242%  -362  +48

En aquest cas, direm que la divisié és exacta perqué el residu és 0. Si el residu és 0,

es compleix
6z* - 272> + 1522 - 48
222 -3z +4

=322 — 9z — 12

En casos com aquest, quan el residu de la divisi6 és 0, es diu que el polinomi dividend,
en aquest cas 6zt — 2723 + 152° - 48, és divisible entre el polinomi divisor, 222 — 3z +4
en aquest cas, i, de manera equivalent, que el polinomi divisor, 212 -3z +4, és multiple

del polinomi dividend, 6z* — 272> + 1522 - 48.

Una altra manera d’expressar-ho és dir que el polinomi dividend, 62t 272" +15x2—48,
es descompon en els polinomis divisor, 222 - 3z + 4, i quocient, 322 - 9z — 12. Aixd
significa que el polinomi dividend, 62t — 2723 + 1522 - 48, és producte dels polinomis

divisor, 222 — 32 + 4, i quocient, 322 -9z — 12, de la divisi6. En definitiva,

62t - 272% + 150° — 48 = (2362 —3z+ 4) ~ (3:[;2 — 9z - 12)
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Tal com passa també en les divisions entre expressions numeériques, és possible que
el residu d’'un quocient entre polinomis no sigui 0, com per exemple en dividir el

polinomi 62 — 272> + 152 + 3z — 48 entre el polinomi 2z° — 3z + 4

Exemple. Quocient de polinomis amb residu diferent de 0.

(62" — 272° + 1527 + 32 — 48) + (22° — 3z + 4)

62t  —272°  +1522 43z 48 222 — 37 +4

-6z 49z —1222 322 - 9z — 12

0 -182% 4322 43z

+182°  —272%  +362

0 —24z%  +39r -48

+242%  —362 +48

0 +3x 0

En aquest segon exemple, el polinomi dividend no és miltiple del polinomi divisor.

En casos en qué el polinomi dividend no és miltiple del polinomi divisor, feta la divisio,
també es pot expressar la descomposicié del polinomi dividend com el producte dels
polinomis divisor i quocient, més el polinomi residu, de la mateixa manera com es fa
amb expressions numeriques. Es a dir, que la férmula apresa en la divisi6 de nombres,
en qué el dividend (D) és igual al divisor (d) pel quocient (q) més el residu (r), també

s’aplica en la divisi6 de polinomis.

Aixi, en I'exemple, vist que el dividend és 6z — 2723 + 1522 + 3z — 48, el divisor és

222 - 3z + 4, el quocient és 322 = 9z — 12 i el residu és 3z, resulta

62t — 274 + 150% + 3¢ — 48 = (2m2 —3x+4) : (312 9z - 12) + 3z

Fraccions algebraiques | Una fraccié algebraica és simplement una fraccié entre

polinomis.

De la mateixa manera que s’han definit fraccions numériques equivalents, també es

poden definir les fraccions algebraiques equivalents. Concretament,

a(z)
b(z)

son equivalents si el producte creuat entre numeradors i denominadors és igual.

si a(z), b(z), p(z) i q¢(x) son polinomis, direm que les fraccions algebraiques i
p(z)

q(z)
Es a dir,

Qué és una fraccié algebraica? Es 9

una fraccié entre polinomis. Les
fraccions algebraiques es poden
simplificar i es poden operar (amb
suma, resta, multiplicacié i divisié).
Es defineix el terme de fraccions
algebraiques equivalents de manera
similar a les fraccions numériques.
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a(z) _p(x)
b(z) ~ q(a)

si.a(z) - q(z) = b(2) - p(x)

Exemple. Fraccions algebraiques equivalents.

2% — 42”22 + 4 _ 2% -2
et+a3-522+2-6 x3+3c2+x+3

perqué
(2x3—4m2—2x+4)-(x3+3a:2+x+3)=(m4+x3—5x2+x—6)~(2x2—2)

=225 + 225 —124% — 22% — 2z + 12

Com en el cas dels nombres fraccionaris, les fraccions algebraiques verifiquen aquestes

propietats:

e En multiplicar numerador i denominador per un mateix polinomi, la fracci6 re-

sultant és equivalent a la inicial.

e En dividir de manera exacta numerador i denominador per un mateix polinomi, la

fraccio6 resultant és equivalent a la inicial. Aquest procés es denomina simplificacié.

Exemple. Simplificar fraccions algebraiques.

Donada la fracci6 algebraica

23 -22% + 42 -8
 2+z-6
notem que numerador i denominador es poden descompondre com a producte
d’altres polinomis de menor grau.
a® - 2% +4z -8 = (:c—2)-(x2+4)
e rz-6=(2-2) (z+3)
Com que numerador i denominador tenen factors comuns, (z — 2), resulta

2?2247 + 42 -8 B ($_2)'(x2+4) z® +4

22 +x-6 C(z-2)-(z+3) z+3

Les fraccions algebraiques també es poden sumar, restar, multiplicar i dividir. Els

procediments sén els mateixos que en el cas de les fraccions numériques:

e Producte i quocient de fraccions algebraiques. Per a fer la multiplicacio i
divisi6 de fraccions algebraiques se segueixen les mateixes regles que per a multi-
plicar i dividir fraccions numériques.

La fracci6 producte és aquella que té com a numerador el producte de numeradors
i com a denominador el producte de denominadors, és a dir, aquella en la qual es
multipliquen linealment numeradors i denominadors.

La fracci6 quocient és aquella que com a numerador té el producte del primer
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numerador pel segon denominador, i com a denominador el producte del primer
denominador pel segon numerador, és a dir, aquella en la qual es multipliquen

numeradors i denominadors en creu.

Exemple. Producte i quocient de fraccions algebraiques.

Producte 9
3z-2 T+l  (3z-2)-(Tx+1) 21z -1lz-2
202 +3 2c+2 (222+3)-(2z+2) 423 +422+62+6
Quocient
3z-2 7Tx+1  (32-2)-(22+2) 6z +22-4

202 +3'2c+2 (222+3)-(Tz+1) 1423 + 222 + 21z +3

e Suma i resta de fraccions algebraiques. Per a sumar (o restar) dues fraccions
algebraiques, se segueix el mateix procediment que per a sumar (o restar) fraccions

numeériques. Per aixo convé diferenciar si tenen el mateix denominador o no.

o Si les fraccions algebraiques tenen el mateix denominador, se sumen (o resten)

els numeradors i es deixa el mateix denominador.

Exemple. Resta (o suma) de fraccions algebraiques d’igual denominador.

3z -2 20+6  (3z-2)-(2¢+6)  z-8
472 -z +1 4da2-x+1 422 —z +1 T 4z2 x4+ 1

o Si les fraccions algebraiques tenen denominador diferent, cal abans de res trans-
formar-les en fraccions equivalents amb el mateix denominador, com en el cas de
les fraccions numeériques. Per a fer-ho, es calcula 'MCM (minim comi miltiple)
dels polinomis que son en el denominador. Trobades les fraccions equivalents
amb el mateix denominador, se sumen de la manera anterior: se sumen (0 res-
ten) els numeradors i es deixa el mateix denominador.

Vegem-ho amb aquest exemple. Volem sumar

3r -4 5T — 2
+
22 +5x+6 22 +3x+2
1) Busquem ’MCM dels denominadors.

x2+5:c+6:(x+2)-(m+3)
?+3z+2=(z+1)-(z+2)
Per tant,

mem (2% + 52+ 6,27 + 30 +2) = (2 + 1)(w+ 2) (2 +3) =2” + 62° + 11w 46

2) Trobat 'MCM, reescrivim les fraccions algebraiques originals per les seves

equivalents d’igual denominador.
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3z —4 _ (Bz-4)  @Br-4)(z+1) 32—z -4
22+52+6  (x+2)(z+3) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6
Su-2 (5x-2)  (bz-2)(z+3)  52°+13x-6
22+32+2  (x+2)(z+1) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6

3) Finalment, sumem els numeradors i mantenim el denominador comu

Exemple. Suma de fraccions algebraiques de diferent denominador.

3z -4 5z -2 3z2 -z -4 522 + 13z -6 8z2 + 12z — 10
+ = + =
22 +52x+6 x22+3z+2 x23+4622+1lx+6 x3+622+11lz+6 23+622+1lz+6

4.2.3. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini és un procediment que permet fer de manera senzilla la divisié Qué diu la regla de Ruffini? La reglae
de Ruffini és una manera senzilla i
entre dos polinomis quan el divisor és un polinomi de grau 1 tal que el seu coeficient rapida de fer la divisié entre dos
. . - polinomis quan el divisor és un
de grau 1 és també 1 i el terme independent és un nombre enter. Aquesta regla utilitza polinomi de grau 1 amb coeficient

de grau 1 igual a 1i el terme
independent un nombre enter.
Aquesta regla permet fer la divisié

solament els coeficients dels polinomis implicats.

5 . , . utilitzant Gnicament els coeficients
L’algoritme és el segiient: d’ambdés polinomis.

1) En primer lloc, se situen els coeficients del dividend, de major a menor (i posant
0 si és necessari en els termes que no existeixin), en la part superior. Es dibuixen
dos segments perpendiculars formant una creu en la part inferior de la figura i se

situa el terme independent del divisor, canviat de signe, entre els dos segments.

+2

2) Collocats els coeficients del termes dels polinomis, es baixa el primer coeficient,
es multiplica pel terme independent canviat de signe i se situa el resultat sota el

coeficient segiient:

+2 10

3) Sesumen els dos nombres de la mateixa columna i es multiplica el resultat obtingut

pel terme independent canviat de signe.
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5 -4 5 -1
+2 10 12
——
+2-6
5 6

4) Procedint de la mateixa manera, la divisi6 per Ruffini de 523 — 42” + 5z — 1 entre

r — 2 s’expressa d’aquesta manera:

5 -4 5 -1
+2 10 12 34
——

+2:17

5 6 17| 33

5) Finalment, a partir de I'altima fila de nombres, es pot extreure el quocient i el
residu. El residu és I'altim nombre obtingut de les restes, 33 en aquest cas, mentre
que el quocient de la divisi6 és un polinomi els coeficients del qual son la resta
dels nombres d’aquesta fila, de major a menor grau. En aquest exemple, doncs,
el quocient és 522 + 6z + 17. Tal com s’observa, ha baixat un grau respecte del

polinomi inicial.

Amb aix0 es conclou

52" — 42”4 55— 1= (527 + 62 +17) - (¢ - 2) + 33

4.2.4. Productes notables

En matematiques, s’utilitza el terme identitat per a fer referéncia a qualsevol igualtat Productes notables 0
entre dues expressions matematiques (i, per tant, siguin numériques o algebraiques) (a+b)% =a®+2ab+b>
que es compleix per a qualsevol valor de les seves variables. (a-b)% = a® —2ab+b>

(a+b)(a-b)=a’-b>

Amb el terme producte notable es fa referéncia a certes multiplicacions entre ex- 3 3 .2 2 3
(a+b)” =a” +3a“b+3ab” +b

pressions algebraiques. En particular, cada producte notable correspon a una féormula s 3 ) s 3
(a-b)" =a” -3a"b+3ab” -b

de descomposicié del producte que és producte de les propietats entre les operacions

que hi intervenen.

Recordem aqui els productes notables principals que ja vam veure en el tema sobre

nombres.

Productes de dues expressions algebraiques, amb variables a i b:

e Quadrat d’una suma (a+b)? = (a+b) - (a+b) = a® + 2ab + b*
e Quadrat d’una diferéncia (a-b)% = (a—b) - (a-b) = a* - 2ab+b*

e Suma per diferéncia (a+b)-(a-0b) = a® - b2
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Producte de tres expressions algebraiques, amb variables a i b:

e Cub d’una suma (a+b)> = (a+b)-(a+b)-(a+b)=a>+3a%b + 3ab® + b

e Cub d’una diferéncia (a-b)* = (a—b)-(a-b)-(a-b) = a® - 3a®b + 3ab® - b°

Exemple. Productes notables entre polinomis.
(2z+3)% = (22)%+2-20-3+(3)* =42 + 120+ 9
2
(427 +5)- (42% - 5) = (42%) " - (5)* = 162" - 25

4.3. Descomposicié de polinomis
4.3.1. Teorema del residu

Per a trobar el residu d’una divisié de polinomis quan el divisor és un polinomi de
grau 1 amb el coeficient de grau 1 igual a 1, es pot recérrer al valor numeéric del
dividend. El teorema del residu permet calcular aquest residu, ja que el residu d’una
divisi6 d’aquest tipus és igual al valor numéric d’aquest polinomi quan la seva variable
és igual al terme independent del divisor, canviat de signe. Aquesta propietat és la
que es coneix com a teorema del residu, i s’expressa matematicament de la manera

segiient:

Teorema del residu. Si p(z) és un polinomi i a un nombre real,

el residu de la divisio de p(z) entre z — a és p(a).

Aix0 ens diu que, per exemple, el residu de la divisié de p(z) = 523 — 4z + 52— 1
entre = — 2 és igual al valor numeéric de p(z) quan la z és igual a 2, és a dir, que el

residu és p(2).

Calculem p(2) = 5-2% —4-22 + 5.2 -1 = 33, i comprovem, mitjancant Ruffini (de

lapartat de la regla de Ruffini), que 33 és efectivament el residu de la divisi6.

De la mateixa manera, el residu de la divisi6 de g(z) = 32° — 423 + 22° — 2 — 1 entre

x + 1 és igual al valor numeric de ¢(z) quan la x és igual a -1, és a dir,

a(-1)=3-(-1)" =4 (-1)* +2-(-1)° - (-1) - 1=3

D’aquesta manera, doncs, és facil trobar si un polinomi és divisible per un altre de
grau 1 amb coeficient de grau 1 igual a 1: si el valor numéric del polinomi quan xés
igual al terme independent del divisor, canviat de signe, és igual a 0, es pot assegurar

que és divisible. En cas contrari no ho sera.

Per exemple, p(x) = # — 1 és divisible entre z + 1, ja que p(-1) = (-1)? =1 = 0. Es

facil comprovar-lo, ja que la divisi6 és exacta.

El valor numéric d'un polinomi és elo

resultat de substituir la variable del
polinomi per un nombre. Si el valor
numeéric d'un polinomi és O per a
un cert nombre, es diu que aquest
nombre és una arrel (o zero) del
polinomi. Un polinomi amb arrels
es pot descompondre en polinomis
de grau menor. Tot polinomi té un
nombre d’arrels que no en supera el
grau.
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22 -1

=x—1.
T+ 1

En aquest cas, doncs, es pot dir que 22 =1 = (z - 1) (z + 1).

En definitiva, observem com el teorema del residu ajuda a descompondre un polinomi

en termes de grau 1 quan aixo és possible.

4.3.2. Arrels i descomposicié d’un polinomi

Es diu que un nombre a és una arrel o zero d’un polinomi p(z) si es compleix que
p(a) =0, és a dir, si en substituir la variable pel valor a s’anulla el valor numeéric del

polinomi.

Exemple. Arrels d’un polinomi.
1 i —1 sén arrels (o zeros) del polinomi p(z) = 22 -1 perqué el valor del
polinomi és 0 en substituir la variable x per aquests valors.
p(1) = 1°-1=0
p(-1) = (-)*-1=0

La descomposicié d’un polinomi, de manera semblant a la descomposicié d’'un
nombre, és la seva expressié com a producte de polinomis de menor grau, denominats
factors. A ’hora de descompondre un polinomi, el més desitjable seria obtenir-ne la
descomposicié com un producte de polinomis de grau 1. En cas que aixo fos possible
i que, per tant, es pogués descompondre completament tot polinomi de grau n, p(x),

en factors de grau 1, tindriem una expressi6 del tipus

p(x)=a-(x-r1)-(x—712) .- (T —7Tn)

on ri, r2, ..., n s6On les arrels del polinomi i ¢ un nombre real. Perd aixo no sempre
és possible. Pero d’aquesta descomposicié maxima en factors reals es dedueix que un
polinomi de grau n pot tenir n arrels reals com a maxim. Aquest fet, perd, no es
pot preveure a priori. Aixi mateix, quan els coeficients del polinomi s6n enters, no és
complicat trobar la descomposicié del polinomi, ja que les tiniques arrels enteres que

pot tenir han de ser valors divisors del terme independent del polinomi en qiiesti6.

Utilitzant el teorema del residu, és facil observar que si a és una arrel del polinomi

p(z), p(z) pot descompondre’s de la manera segiient:

p(z) = q(z) - (z - a)

on g(z) és un polinomi d’un grau menor que p(x).
En l'exemple, p(z) = z° — 1, p(z) es descompon en el producte de dos monomis
p(z) =(z-1)(z-(-1)) = (z-1)(z+1). Notem aqui com el polinomi té efectivament

un nombre d’arrels igual al seu grau com a maxim.



© FUOC e PID 00273913 130 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

La descomposicié d'un polinomi permet calcular ’'MCM (minim comd miltiple) i
I'MCD (maxim comu divisor) de dos o més polinomis de manera semblant al calcul

de ’'MCM i I'MCD de diferents nombres.

Exemple. Calcul de PMCM i I'MCD de dos polinomis.

) (x2—1,x2—2x+1):x—1

o MCM](2®-1,2°-2c+1)=(z-1)(z+1)=a-2? -z +1

jaquez® —1=(z-1)(z+1)iaz?-22+1=(z-1)%

Per factoritzacié d’un polinomi, p(z), s’entén el procés d’expressar aquest polino-
mi com a producte de polinomis irreductibles. Es diu que un polinomi és irreductible
(o primer) si els seus tnics divisors sén els trivials, és a dir, els polinomis constants
i aquells que resulten de multiplicar p(z) per una constant. Altrament, es parla de
polinomi compost. Aixi, si considerem polinomis amb coeficients reals, els polinomis
irreductibles o primers son tots els polinomis de grau 1 i els polinomis de segon grau

amb discriminant negatiu.

No hi ha una tinica manera de factoritzar un polinomi. D’acord amb la seva naturalesa,

podem aplicar diferents propietats, entre les quals es poden destacar:

e Treure factors comuns: 6z° — 322 = 322 - (22 - 1)
e Aplicar productes notables: z2 — 16 = (z +4) - (z — 4)

e Resoldre ’equaci6 associada al polinomi. Per exemple, donat el polinomi de segon
grau, p(x) = 2+ 4z - 12, es tracta de trobar les solucions de 'equacié de segon
grau associada al polinomi: 22+ 42 -12 = 0. En aplicar la férmula de ’equacio
de segon grau, s’obtenen les solucions « = 2 i x = —6 de manera que les arrels del

polinomi sé6n exactament 2 i —6. Per tant, p(z) = (z - 2) - (z +6).

e Aplicar la regla de Ruffini. Si p(z) = 23+ 222 -9z — 18, les possibles arrels enteres
son els divisors del terme independent, en aquest cas 18. Efectuem les divisions
per Ruffini i obtenim els factors: (z — 3), (z + 3) i (z + 2). Per tant, p(z) =
(x-3)-(z+3) - (z+2).
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Resum

Els polinomis

Definicié | Un polinomi és una expressi6 algebraica amb una tdnica lletra, anomenada
variable.

Per exemple, 92% 32 + 2 - 6 és un polinomi de variable x.

e Terme: cadascun dels sumands.

4

Termes de l’exemple: 93:6, -3z, x, —6

e Grau d’un terme: exponent de la variable en aquest terme.

En Dezemple, grau de 925 : 6, grau de —3z%:4

e Grau d’un polinomi: grau major del polinomi.

En Dezemple, grau del polinomi: 6

e Terme independent: el terme de grau 0 (el que no té variable).

En l’ezemple, terme independent: —6

e Coeficient d’un terme: nombre que multiplica la variable.

En Dezemple, coeficient de 925 : 9, coeficient de x: 1

Operacions basiques ‘

e Suma
223 322 +4x -6
+ 5zt —22% -5z -3z +16
5zt 822 4z +10

e Resta
223 322 +dx -6

- (52 -22® -5z? -3z +16)

—bx +4x +2x +7x  —22

e Producte
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224 —7a3 +5x -8
z? -Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +492% -3522  +56a
2% —72° +52° ~822
205 —212° 4532 92 -432% +662 -16

e Quocient

6z*  -272%  +1522 —48 222 — 3z +4

-6z 49z —1222 322 — 9z — 12

0 -182° +322

+182°  -272%2  +362

0 247  +36x —48

+2422  -362 +48

Fraccions algebraiques

e Una fraccié algebraica és una fraccié entre polinomis.

e Equivaléncia de fraccions algebraiques:

a(z) _p(z)
b(z) q(x)

si a(x)-q(z) = b(z) - p(x)

e Per asumar irestar, primerament s’han de reduir al mateix denominador utilitzant

I'MCM de la descomposicié dels denominadors. Si el denominador és el mateix,

es poden sumar els numeradors directament.

e Per a multiplicar i dividir, se segueixen les mateixes regles que en la multiplica-

ci6 i divisi6 de nombres fraccionaris: es multiplica en linia per al producte, i es

multiplica en creu per al quocient.

Arrels i descomposicio ‘ Sigui p(x) un polinomi qualsevol, i a un nombre real. Ales-

hores, es defineix:

e Valor numéric d’un polinomi. p(a) és el valor numeric del polinomi p(z) quan

xr=a

Ezemple: si p(z) = 52> —42% + 52 -1, p(1) =5-1-4-1> +5.1-1 = 5. Per tant,

5 és el valor numeric de p(xz) en =1 i escrivim p(1) = 5.
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e Arrel d’un polinomi. a és una arrel del polinomi p(z) si p(a) = 0. En aquest
cas, es verifica que p(z) = q(z) - (x — a), on ¢(z) és un polinomi de grau menor
que p(x).

Ezemple: si p(z) = 2° — 1, 1 és una arrel de p(x) perqué p(1) = 0. En aquest cas
p(@) = (@ + 1) (- 1).

e Teorema del residu. El residu del quocient entre el polinomi p(z) i = — a és

p(a).

Ezemple: si p(z) = a° — 1, el residu del quocient de p(z) entre x —3 és p(3) = 8.

e Descomposicié d’un polinomi. Procés que consisteix a expressar el polinomi
en forma de producte d’altres polinomis de menor grau.
Ezemple:
62" - 272" + 152% - 48 = (22% - 33 + 4) (327 - 92 - 12)
Aizo vol dir que el polinomsi 62t — 2723 + 1522 - 48 es descompon en el producte

dels polinomis 222 — 3z +4 i 322 - 9z — 12.

e Regla de Ruffini. Algoritme que permet dividir un polinomi entre un altre de
grau 1 amb coeficient de grau 1 igual a 1. Es 1til per a descompondre polinomis.

Ezemple, dividir 523 — 42% + 52 — 1 entre z — 2:

+2 10 12 34

5 6 17| 33

Resultat: 50° — 42® + 50— 1 = (52° + 62 + 17) (z - 2) + 33.
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Exercicis resolts

1. Quin valor numéric pren el polinomi p(z) = z3 - 322 + 8z - 24 quan z = -2? I quin
valor numeéric pren quan z = 37 Es aquest polinomi divisible per z+2? I per z—3?
Raona la resposta.

Solucié:

Per a trobar el valor numéric d’un polinomi, cal substituir la variable del polinomi pel valor
que volem que prengui aquesta. Aixi:

o Siz=-2 p(-2) = (-2)3 -3-(-2)2 +8-(-2)-24=-8-12-16 - 24 = —60
e Siz=3 p(3)=(3)2-3-(3)2+8-(3)-24=27-27+24-24=0

Pel teorema del residu, sabem que si p(z) és un polinomi i @ un nombre real, el residu de la
divisi6 de p(z) entre x — a és p(a). Per tant, pels calculs anteriors, sabem que

e p(-2) =-60 és el residu de la divisi6 p(x) entre x + 2

e p(3) =0 és el residu de la divisié p(x) entre z — 3

Per altra banda, es diu que un polinomi és divisible per un segon polinomi quan, en dividir
aquest primer polinomi entre el segon el residu és 0. Per tant, vist quin és el residu en cada
cas, podem afirmar que el polinomi 3 — 322 + 8z — 24 és divisible per = — 3 perd que no és
divisible per z + 2.

2. Calcula el valor de m perqué els quocients tinguin residu 0:

(a) (23 -422-192+m) =+ (z-7)

(b)  (ma* - 623 - 522 +19x -12) + (z - 3)

Solucio:

Per a estudiar els residus d’aquests quocients, podem aplicar ’algoritme de la divisi6 entre
polinomis. Tenint en compte, pero, que els polinomis quocients sén polinomis de grau 1, amb
coeficient de grau 1 igual a 1, podem estudiar els residus obtinguts aplicant també el métode
de Ruffini. Estudiem, doncs, el primer cas aplicant el métode de Ruffini.

+1 -4 -19 m
+7 +7 421 +14

+1 43 +2 14+m

i com que volem que 14+m =0« m=-14
Per tant, el residu de (2% - 422 - 192 + m) + (x — 7) serd 0 quan m = —14.

Pel teorema del residu, sabem que si p(z) és un polinomi i @ un nombre real, el residu de la
divisi6 de p(x) entre = — a és p(a). Apliquem, doncs, aquest teorema per estudiar el residu
del segon quocient, on p(z) = ma* - 6z% - 522 + 192 -12ix-a=x -3, és a dir, amb a = 3
p(3)=m-(3)*-6-(3)3-5-(3)2+19-(3) - 12=81m - 162 - 45+ 57 — 12 = 81m — 162
162
i com que volem que 81m —162=0< m = TR =2

Per tant, el residu de p(z) entre x — 3 sera 0 quan m = 2.

3. Troba 'MCM i PMCD dels polinomis p(z) = z*+523-322-132+10 i ¢(x) = 2?+6x+5.

Solucioé:

Per a poder determinar ’'MCM i PMCD de dos polinomis cal, en primer lloc, trobar-ne la
factoritzacio.

Factoritzem el primer polinomi, p(z) mitjancant la regla de Ruffini. Per a aixo, estudiem
primerament quins son els divisors del seu terme independent, ja que seran els candidats a
ser-ne les arrels. Els divisors de 10 sén +1, +2, +5, £10. Trobats els divisors, apliquem Ruffini
fins a arribar a un polinomi irreductible.
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+1 45 -3 -13  +10

+1 +1 +6 +3 -10

+1 46 +3 -10 | O

+1 +1 +7 +10

+1 +7 +10 | O

-2 -2 -10
+1 +5 | 0

-5 -5
w0

A partir de Ruffini concloem que el polinomi p(z) té quatre arrels reals, de les quals una és
doble. Aquestes son la doble arrel +1, i les arrels simples —2 i —5. Per tant, la factoritzacio
del polinomi és

#4523 -322 - 132+10=1-(z - 1)%- (2 +2) - (z +5)
Per a factoritzar el segon polinomi, g(z) considerarem ’equacié de segon grau associada a
ell, z2 + 6z + 5 = 0 i la resoldrem aplicant la formula de ’equaci6é de segon grau.

-6+V62-4-1-5 -6+4
T = =
2-1 2

Trobades les solucions de 1’equacié associada, podem afirmar que les arrels del polinomi g(x)
son -5 i -1 i que factoritza, per tant, g(z) en

=-3+2={-5-1}

22 +62+5=(z+1)-(z+5)

Trobada la factoritzacié dels dos polinomis, podem calcular rapidament el seu MCM i el seu
MCD d’acord amb la definici6 de MCM i MCD.

e MCD(z*+52%-32? - 13z +10, 2® + 6z +5) =z +5
o MCM(2*+523 -322 - 132 +10, 22 + 6z +5) = (x +5)(z - 1) (z + 2)(z + 1)

4. Determina per a quin o quins valors de m es pot simplificar la fracci6é algebraica
seglient:
3 - 522 + max - 3
22 -2x-3

Solucid: Per a poder simplificar una expressio algebraica, cal que el numerador i el denomi-
nador de la fraccié tinguin factors comuns. Per tant, convé estudiar la factoritzacio dels dos
polinomis. En aquest cas, com que el polinomi denominador no depén de m, ens interessa
comencar per la seva factoritzacié. Com que es tracta d’un polinomi de segon grau, trobarem
la seva factoritzaci6 resolent ’equaci6é de segon grau associada a ell:

z2-2z-3=0.

Resolem ’equaci6 de segon grau aplicant la férmula coneguda.

2+V4+12 2++4/16 2+4
T = 2 = 2 :?:112:{—1,3}

Resolta ’equacio, hem trobat que el polinomi denominador té dues arrels reals diferents —1
i 3 i que, per tant, factoriza en (z +1) - (x - 3).

Per a poder simplificar la fracci6 algebraica, caldra que el numerador també factoritzi en
algun d’aquests factors, el que implica que = -1 o = = 3 s6n arrels del polinomi numerador.

Pel teorema del residu, sabem que si p(z) és un polinomi i @ un nombre real, el residu de
la divisié de p(x) entre x — a és p(a). Per altra banda, també sabem que si el valor numéric
d’un polinomi és 0 per a un cert nombre, es diu que aquest nombre és una arrel (o zero) del
polinomi.

Per tant, es tracta de veure per quins valors de m les arrels del polinomi denominador sén
també arrels del polinomi numerador. Per aixd, calcularem el valor numéric del polinomi
numerador en les arrels del polinomi denominador per intentar trobar per quines m s’anull-
lla el valor numéric trobat:

o siz=-1 (-1)2-5-(-1)2+m-(-1)-3=-1-5-m-3=-m-9i-9-m=0<m=-9
o siz=+43 (+3)3-5-(+3)2+m-(+3)-3=27-45+3m-3=3m-2113m-21 == m=+7

Per tant, la fraccié algebraica donada es podra simplificar quan m=-9 o m =7.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

5. Troba el quocient i el residu de les divisions segiients:
(a) (23 +522-8)+ (22 +4)

(b)

(¢) (7 + 525 - 3z% + 1523 + 722 - 10z) + (2 + 3z)
(d) (22° - 122* - 323 + 3422 - 19) =+ (222 - 3)

(2% — 23 —x) + (23 + 2z)

6. Utilitza la regla de Ruffini per a trobar el quocient i el residu de les divisions

seglients:

(a) (z®+3x-4)+ (x+2)

(b) (z* - 6z) + (x - 3)

(c) (" -225+23) =+ (z-2)
(@) (z*+623-22-5)+ (z-1)

7. Dedueix (sense fer-les i sense aplicar la regla de Ruffini) el residu de les divi-

sions segiients:
(a) (z*-2%-22+3)+(z-2)
(b *

) 3 +22+1) = (z-1)
(c) (z3-622+3x+2)+(x-5)

)

)

(28 + 25+
(d) (3 -2x+4)+(z+3)
(e) Qué has fet servir per a trobar aquests residus?

Solucions:

5. (a) g(z) =z +51r(x)=-4z-28

b) q(z) =2% -31ir(z) =5z

(c) q(z) =23 + 522 -6 1r(z) =722+ 8z
)

(d) g(z) =23 -622+8ir(z)=5

6. (a) q(z) =2* - 223 + 42? -8z + 19 i r(z) = —42

(b) q(z) =23 + 322 + 92+ 21 i r(x) = 63

(c) q(z) =28 + 22° + 22* + 423 + 922 + 182 + 36 i r(x) = 72
(

d) g(z) =23 +722+7z+51ir(z)=0

7.

ﬁ

(c
d

(e

ﬁ

)
)
)
(d)
a) r=
(b)
)
(d) r
) E

1 teorema del residu.
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5. Matrius

Index
5.1. Matrius: tipus ielements......cooieiiiiiieieneronerenens 137
5.2, Operacions bAsiqUES .v.oivieiiieierietroiessroseronesonons 140
5.3. Determinant d’una matriu.............cooiiiiiiiaL. 145
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5.3.3. Matriu d’adjunts .........o i 149
5.4, Matriu INnvVersa....c.eeeieieiiirieieieererereeeronesnnnns 150
5.5. Resolucid de sistemes .......oiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn. 153
5.5.1. Amb la matriuinversa...............o.oiiiinnaL 156
5.5.2. Metode de Gauss ......oovviiiiiiiiiiiiiii i 158
5.5.3. Reglade Cramer ..............oiiiiiiiiiiiiiin., 159

5.1. Matrius: tipus i elements

Una matriu és un conjunt de nombres organitzats en m files i n columnes (m i n

nombres naturals), i tancats entre dos paréntesis.

Si una matriu té m files i n columnes, es diu que té dimensié m xn o bé que és d’ordre

(m,n).
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En forma general, una matriu m x n s’escriu de la manera segiient:

columna 1

columna 2

columna 3

columna n

ail a2 ails aln fila 1

a21 ag2 a3 azn fila 2
A=

asi as2 as3 a3n fila 3

am1 am?2 am3 amn fila m

o bé de manera simplificada:

A= (aij)i=1,...m
Jj=1,....,n

on el primer subindex ¢ indica la fila i el segon j la columna. Moltes vegades s’ometen

els possibles valors de i i j i s’escriu simplement A = (a;;).

Aixi, a partir dels subindexs podem identificar I’element de la fila i i columna j de la

matriu A com a a;;.

Exemple. Identifiquem elements de la matriu.
En la matriu segiient B, es poden identificar alguns dels elements:

columna 1 columna 2 columna 3

3 1 2 fila 1
B-=

1 0 -1 fila 2

2 -3 4 fila 3

Veiem que els elements marcats en verd sén: b1 1 =3, b23=-11b32=-3
T t t
fila fila ﬁlaT
columna

columna columna

Si comparem dues matrius A = (aj;) i B = (b;;) de la mateixa dimensi6, direm
que son iguals sempre que tots els seus elements siguin iguals i ocupin les mateixes
posicions, és a dir si

(aij) = (bij)  si

a;j =b;;  per a qualsevol i, j.

Matrius importants ‘ Hi ha matrius que per les seves propietats, estructura, forma,

... s6n més utilitzades que la resta. N’identifiquem algunes:

e Matriu quadrada. Es una matriu que té el mateix nombre de files que de co-
lumnes, és a dir, té dimensié n xn. Habitualment, per matrius quadrades entenem

matrius d’ordre n.



© FUOC o PID 00273913 139 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

e Matriu diagonal. La diagonal d’'una matriu és formada per aquells elements la
fila i la columna dels quals tenen el mateix nombre, és a dir, a1, a22, ass, ...

Quan una matriu quadrada té tots els elements 0 excepte els de la diagonal, diem

que és una matriu diagonal.

e Matriu nulla. Es una matriu en qué tots els seus elements sén 0. Normalment,

es denota per Omn, on m x n és la dimensié de la matriu.

e Matriu identitat. Es una matriu diagonal en la qual tots els elements de la

diagonal s6n 1. La matriu identitat de dimensié d’ordre n s’indica amb I,.

e Matriu triangular. Es una matriu quadrada en qué tots els elements situats per
sota o per sobre de la diagonal s6n 0. En cas que els elements per sota la diagonal
siguin 0, parlarem de matriu triangular superior. En canvi, si els elements situats

a sobre la diagonal sén zero parlarem de matriu triangular inferior.

e Matriu transposada. La matriu transposada d’una matriu A es denomina AT

i és la matriu que resulta de canviar files per columnes en la matriu A.
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e Matriu simétrica. Es aquella que coincideix amb la seva transposada.

5.2. Operacions basiques

Suma i resta | Dues matrius es poden sumar o restar tinicament si les seves dimensions

son les mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la suma ordenada
dels elements que ocupen la mateixa posicid, i el resultat de la qual s’haura de posar
en la mateixa posici6 de la matriu suma; és a dir, si A = (aj;) i B = (b;;) son matrius

de dimensi6 m x n,
Lasumaés A+ B = (aij) + (bij) = (ai]’ + bi]’)

La resta és A— B = (ai]‘) - (bi]’) = (aij - bij)
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Propietats de la suma de matrius. So6n molt semblants a les propietats de la

suma de nombres tenint en compte que només podem sumar matrius de la mateixa

dimensio:

e Commutativa: A+ B=B+ A
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e Associativa: A+ B+C=A+(B+C)=(A+B)+C

e Element neutre: hi ha una matriu, denominada element neutre, que, sumada
a qualsevol altra matriu A de la mateixa dimensid, té com a resultat sempre A.

Aquesta matriu és la matriu nulla.

e Tota matriu té un element oposat, que sumat amb l'original resulta 1’element

neutre. L’element oposat d’A és —A.

Exemple. Element oposat de la suma.

1 2 -3 -1 -2 3
A=l 5 1 9| ~4=] 2 1 2
1 3 1 +1 -3 -1
ja que
1 2 -3 -1 -2 3 00 0
A= 9 1 2| 2 -1 2 [F] 0 0 o0
13 1 +1 -3 -1 0 0 0

Producte per un escalar | El producte d’una matriu per un escalar (un nombre real)

sempre es pot calcular i consisteix a multiplicar tots els elements de la matriu per
aquest nombre. Es a dir, si r és un nombre real, i A = (a;;) és una matriu, el producte

de la matriu per ’escalar és

r-A=r-(aij) = (r-ai)

Propietats del producte per un escalar

e Commutativa:r-A=A-r
e Associativa: (r1-r2)-A=r1-(r2-A)

e Element neutre: hi ha un escalar, denominat element neutre, que multiplicat a

qualsevol matriu A té com a resultat sempre A. Aquest és el nombre 1.
e Distributiva: en aquest cas en tenim de dos tipus:

oescalar - (A+ B)=r-A+r-B

ode matriu (r1 +m2)-A=r1-A+r2- A
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Exemple. Producte per un escalar.
Si continuem amb la mateixa matriu A dels exemples anteriors i la multipli-

quem per ’escalar 3,

1 2 -3 31 3-2 3-(-3) 3 6 -9
3:4=3-1 9 1 2 |7| 3.2 3.1 3.2 || 6 3 -6
-1 3 1 3-(-1) 3-3 3-1 -3 9 3

Per a dividir una matriu per un nombre, s’ha de multiplicar aquesta matriu per

I'invers del nombre.

Producte de matrius | Per a multiplicar dues matrius, A i B, i obtenir la matriu

producte A-B, s’ha de comprovar que el nombre de columnes de la matriu A coincideixi
amb el nombre de files de la matriu B. Es a dir, si A és una matriu de dimensié m xn,
només es pot multiplicar per la matriu B si aquesta té dimensié n x r. En el cas que
aixo sigui aixi, la matriu producte, P = A - B, té dimensi6 m x r, és a dir, el mateix
nombre de files que la matriu A i el mateix nombre de columnes que la matriu B. En

resum, les dimensions de les matrius el producte quedarien

(mx[n) - (n ] =[m]xx]

Per a trobar I’element p;;, s’han de multiplicar ordenadament els elements de la fila
i de la matriu A pels elements de la columna j de la matriu B i s’obté p;; com la

suma de tots aquests productes.
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Aixi, doncs, es pot dir en general que si A = (a;;) és una matriu m xn i B = (b;;)

és una matriu n x r, la matriu producte d’A per B, P = (pij) = A- B, és una matriu
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m x r, 1 els seus elements es calculen de la manera segiient:

pij:a7;1~b1j+a¢2'b2j+a¢3~b3j+ +ain'bnj

Propietats del producte de matrius

e Associativa: A-B-C=A-(B-C)=(A-B)-C

e [L’element neutre del producte de matrius quadrades és la matriu identitat,
In. Es a dir, si A és una matriu quadrada de dimensié n x n, es compleix que

A-In=1I,-A=A.

e De vegades (encara que no sempre), hi ha matrius quadrades que tenen element
invers. Aquesta matriu, quan existeix, es denomina inversa. També es diu que
la matriu A és invertible. La matriu inversa d’una matriu quadrada de dimensio
nxn A s’indica A! | i compleix

A-At =1, i Aata=g,
e En general, el producte de matrius NO és commutatiu. Es a dir, si Ai B
son dues matrius, quan es poden fer els productes A- B i B- A, generalment

A-B+B-A

encara que algunes vegades (molt poques) podria ser igual.

5.3. Determinant d’una matriu

Per a cada matriu quadrada es pot definir un nombre que és de gran ajuda, entre
altres coses, per a determinar si aquesta matriu és invertible, i, en cas afirmatiu,
també és imprescindible per a calcular la inversa d’aquesta matriu. Aquest nombre
es denomina determinant de la matriu. S'escriu det(A) o |4, on A és el nom de

la matriu.

Per a indicar el determinant d’una matriu, els seus elements s’han de posar entre dos

segments verticals i no entre paréntesis.

Exemple. Notaci6 pel determinant d’una matriu.

El seu determinant s’indica

A=l9 1 2 det(A) =19 1 _o
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5.3.1. Meétode de calcul

Es definira el determinant de manera recursiva, és a dir, primer per a matrius de

dimensié 1 x 1, a continuacié per a matrius de dimensié 2 x 2, i aixi successivament.

Determinant d’una matriu 1 x 1 | Es igual al nombre que compon la matriu.

Exemple. Determinant 1 x 1.

siA=(3) det(A) =13/ =3

Determinant d’una matriu 2 x 2 | Es igual al producte dels elements de la diagonal

menys el producte dels altres dos elements.

Exemple. Determinant 2 x 2.

1 1 -1
si A= det(A) = =1-4-(-1)-2=6

[ ] [ ] [ ] .‘ @ [ ] @ [ ] L ]
e 4 o e e e o _eo o
e o o e o o e o o

és a dir,

a1l ai2 a3

=0a11-0a22°a33 +a12-a23-a31 +a21-0ai3 - a3z
a1 G22 a23
—a31°0a22°0G13 — Q12021 *G33 — a1l a23 - a32

az1 as2 ass

Aquesta regla grafica per facilitar el calcul dels determinants d’ordre 3 s’anomena

regla de Sarrus.

Els determinants van aparéixer a Ies@

matematiques molt abans (s. XV )
que les matrius (s. XX). El terme
matriu va ser creat per James
Joseph Sylvester fent entendre que
era la “mare” dels determinants.
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Exemple. Determinant 3 x 3.

1 2 -3
_=1-1-1+2-(=2)- (1) +2-(-3) -3 (-1)-1-(-3)
2 1 -2|°
-2:2:1-1-(-2)-3=-14
-1 3 1

Determinant de matrius 4 x 4 | En aquest cas s’ha de descompondre el determinant.

Triem una fila o columna i desenvolupem per aquesta. Per exemple, si triem la primera

columna,

a1 a2 a1z ai4
az2 a3 a4 a2 a13 a4

a1 aze azs a4
T M1 gg0 agz aga | %17 as2 ass am

a3l a3z a3z as4
a42  a43 a4 a42 @43 a4

a41 @42 a43  a44
a2 a3 aus a2 @13 a4
T3 a9 ans aa | T 17| aso a3 a2a
as2 @43 aa az2 asz  as4

Es a dir, es tracta de multiplicar cada element de la fila o columna triada pel de-
terminant de la matriu 3 x 3 que resulta d’eliminar la fila i la columna corresponent
a aquest element. A més, s’han d’alternar els signes sabent que l'element aj1 té
sempre el signe +. Per exemple, '’element a1; s’ha de multiplicar pel determinant de

la matriu que resulta d’eliminar la fila 1 i la columna 1, és a dir,

a2 a23 a24

S’elimina la fila 1 i la columna 1

az2 asz a34

a42 Q43 Q44

L’element a21, aquesta vegada canviat de signe, s’ha de multiplicar pel determinant

de la matriu que resulta d’eliminar la fila 2 i la columna 1, és a dir:

a2 ai3 a4

S’elimina la fila 2 i la columna 1

az2 aszz as4

a42 Q43 Qa44

i se segueix d’aquesta manera amb tots els elements de la primera columna.
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El determinant que resulta d’eliminar la fila i i la columna j se ’anomena menor

complementari de I’element q;;, i s’indica a;; (o, alfa, és la primera lletra de

lalfabet grec).

Per exemple, en el cas de la matriu 4 x 4 anterior, el menor complementari d’a3; és

Q31 =

a2 ai3 ai4
a2 a23 a24
a42 Q43 Q44

Iniciaci6é a les matematiques per a I’enginyeria

Aixi, doncs, 'expressio que calcula el determinant 4 x 4 es pot simplificar encara més:

a1l a2 a3 ai4
a21 a22 a23 a24
a31 asz2 a3z as4
a4q1 a42 @43 Q44

=0a11011 —a21021 +a31031 — a41041

Aquest métode es pot utilitzar també per calcular els determinants de matrius d’ordre

21 d’ordre 3.

El calcul del determinant es pot fer amb qualsevol columna (o fila) de la matriu (tenint
en compte els signes). S’ha utilitzat tan sols la primera columna per a simplificar

I'explicacié.

Exemple. Determinant matriu 4 x 4.

Triem la primera columna.

-1 3 1
0o 2 3 -1 3 1 -1 3 1 -1 3 1
1. 0 2 3
Ll 2 61 -2 6o 2 300 2 3=9
1 -2 6
1 0 3 1 0 3 1 0 3 I —2 6
0 1 0 3
També hauriem pogut calcular-lo desenvolupant per una altra fila o columna.
Si triéssim la segona fila quedaria
2 -1 3 1
—1 3 1 2 3 1 2 -1t 2 -1 3
0 3
=1 2 6[t0fa 2 6|22 1 '3z 1 —2[=9
2 1 -2 6
1 0 3 0o 0 3 0 1 3 0 1 0
0 1 0 3

Determinant de qualsevol matriu quadrada | Se segueix el mateix procediment que

en matrius 4 x 4: es multiplica cada element de la fila o columna que escollim pel

seu menor complementari. A més, s’han d’alternar els signes comengant sempre per
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I'element a11 que té signe +. Es a dir:

ail a2 a3 . Alp
a1 a2  a23 -+ a2p
n+l
=aj1a11 —az1a2] +azrasz; —...+ (-1 an1o
a3l as2 a3z - asn 11011 — ag1021 + a31a31 (-1) n1Qnl
anpl Gp2 Qap3 ... Gnn

Recordem que el calcul del determinant es pot fer amb qualsevol columna (o fila) de

la matriu (tenint en compte els signes).

5.3.2. Propietats dels determinants

Tenim un conjunt de propietats que es compleixen per a determinants que qualsevol

ordre. Aquestes propietats ens poden ajudar a simplificar els calculs.

1) El determinant d’'una matriu coincideix amb el de la seva transposada

det(A) = det(AT)

2) Siintercanviem dues files o dues columnes, el determinant és el mateix perod canvia

de signe.

3) Si multipliquem tota una fila 0 una columna per un valor k, el determinant queda
multiplicat per k. En particular, si tenim una matriu d’ordre n, det(k - A) =

k™ - det(A).

4) Si la matriu té dues files o dues columnes iguals o proporcionals (és a dir, és la

mateixa multiplicada per un nombre), el determinant val 0.
5) Si la matriu té una fila o columna de zeros, el determinant és 0.

6) Si a una fila o columna se suma una altra multiplicada per una constant, el

determinant no varia.
7) El determinant d’una matriu triangular és el producte dels valors de la diagonal.

8) El producte de determinants és igual al determinant del producte.
det(A- B) = det(A) - det(B).

Moltes vegades s’utilitza la propietat 6 per a aconseguir una fila o columna amb el
maxim de 0 possibles i aixi reduir els calculs a I'hora de calcular el determinant de la

matriu desenvolupant per aquella fila o columna.

5.3.3. Matriu d’adjunts

Relacionat amb el concepte de menors complementaris, i també com a eina per a cal-

cular la matriu inversa (en cas que n’hi hagi), podem definir "’adjunt d’un element
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de la matriu.
L’adjunt de I’element a;; de la matriu A s’indica amb A;; i es defineix de la manera

segiient:

- iy A : -
A” = (—1) o;;  on gy és el menor complementari de aij

Es pot observar que si i + j és un nombre parell, A;; = a;;. En canvi, si i+ j és un
nombre senar, A;; = —a;;. Es a dir, el signe que s’ha d’anteposar al menor comple-
mentari per a obtenir I’element corresponent adjunt es regeix per la matriu de signes

segiient:

-+

Per exemple, ’adjunt de ’element a34 és A3q = (—1)3+4a34 = —a34. La matriu forma-
da per tots els adjunts dels elements de la matriu A s’anomena matriu d’adjunts

d’A, i s’indica habitualment amb A’, tot i que a vegades també podem trobar Adj(A).

Cal vigilar amb aquesta definicio, ja que hi ha una definicié alternativa (també usada)

en la qual es considera la matriu d’adjunts com la matriu transposada a A’.

5.4. Matriu inversa

Una matriu quadrada nxn es pot invertir sempre que el seu determinant

no sigui 0.

Per a trobar la inversa d’una matriu A haurem de calcular primer la seva matriu
d’adjunts. Una vegada trobada la matriu d’adjunts d'A, és molt senzill trobar la

matriu inversa d’A a partir de la férmula segiient:

_ 1 NT
‘- det(A)( )

Dit d’una altra manera, la m matriu d’adjunts, transposada i dividida entre el valor
del determinant d’A. Es evident que, com ja s’ha dit, el determinant d’A ha de ser
diferent de 0; en cas contrari, la formula no es pot aplicar. Alternativament, podem

calcular primer la transposada de la matriu i després la matriu d’adjunts

_ 1 ’
A= det(A) (4%)
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Calcul pel métode de Gauss. Un altre métode per a trobar la matriu inversa
és el de Gauss. En aquest métode partim d’una matriu dividida en dues parts: en la
primera part (esquerra) colloquem la matriu donada A = (a;;) i en la segona part

(dreta) la matriu identitat. Per a una matriu 3 x 3, ens quedaria
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all

a21

a31

a12

a22

az2

a3 |1 0 O
a3 |0 1 O
a3 |0 0 1

Iniciaci6é a les matematiques per a I’enginyeria

Després apliquem transformacions lineals (veurem tot seguit quines son les transfor-
macions permeses) a les files de la matriu fins a arribar a una matriu en qué la matriu

identitat estigui a la primera part (esquerra)

1 0 0]bi1 biz bis
0 1 01]b2y boo bog
0 O 1 |b31 b3y b33

Aleshores la matriu inversa és la que ens ha quedat en la segona part (b;;)

Les transformacions lineals que podem fer sén:

e Canviar lordre de les files.
e Multiplicar una fila per un nombre que no sigui 0.

e Sumar a una fila una altra multiplicada per un nombre diferent de 0.

Aquestes transformacions s’han de fer simultaniament en les dues parts de la matriu.

Normalment s’indica quines son les transformacions que fem a cada pas escrivint com
s’ha obtingut la nova fila. Denotem per Fi la fila ¢ i Cj la columna j. Podem veure-ho

en el segiient exemple.
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5.5. Resolucié de sistemes

Un sistema d’equacions lineals amb m equacions i n incognites com el segiient,

ail -1 +a12-xr2 +... +ain-Tn =by

as1-x1 +ass-xr2  +... +4aop-Tn =bs
]

aml - T1 +am2-T2 +... +amn-Tn =bm

es pot expressar en forma matricial de la manera segiient:
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a1l a2 a3 v Aln z1 b1
a21  az2 a3 v a2 ) b2
az1  azz2 as3y v a3p z3 | 7| b3
Aml am2 am3 ... OGmn Tn bm

—_— N —
A X B

Aquesta manera d’escriure’l es denomina equacié matricial. Ens fixem que és del

tipus

on A s’anomena matriu associada al sistema, B el vector de termes independent, i on

X és una matriu n x 1 d’incognites.

Conceptes previs. Per a conéixer el nombre de solucions d’'un sistema matricial,
s’han d’introduir alguns conceptes: menor d’ordre k, rang d’una matriu i matriu

ampliada d’un sistema matricial.

Menor d’ordre k | Donada una matriu A, si se seleccionen k files i k& columnes de la

matriu, i es calcula el determinant d’aquestes kfiles i kcolumnes, a aquest determinant
se ’anomena menor d’ordre k de la matriu A. En cas que s’escullin totes les files
excepte una, i totes les columnes excepte una, ens trobem, com és sabut, davant un

menor complementari.

Exemple. Menor d’ordre k.

-3 -1 3 1

2 6

menor d’ordre 2

eliminant files 1,2

2 1 -2 6 i columnes 2,3 0 3

Rang d’una matriu | Es Pordre maxim dels menors de la matriu que no sén 0. El

rang d’una matriu A s’indica rang(A). Per a trobar-lo, s’han de calcular tots els
menors d’ordre maxim per si n’hi ha algun de diferent de 0. Si no és aixi, es calculen
tots els menors d’ordre una unitat menor per si n’hi ha algun de diferent de 0. I aix{

successivament. L'ordre del primer menor diferent de 0 sera el rang de la matriu.
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Exemple. Rang d’una matriu.
En el cas de la matriu anterior s’observa que el determinant és 0 (és a dir, el
menor d’ordre 4 és 0), aixi que s’ha de comprovar si hi ha algun menor d’ordre

3 que no sigui 0.

-3 -1 3 1
0o 2 3
-2 0 2 3 menor d’ordre 3 - 19
eliminant fila1 | 1 =2 6
9 1 2 6 i columna 1
1 0 3
0 1 0 3

Per tant, aquesta matriu té rang 3 perqué un dels seus menors d’ordre 3 no és
01 el d’ordre 4 és 0.

Matriu ampliada | Si considerem el sistema matricial A-X = B, la matriu ampliada

és la matriu formada per la matriu A més la columna B. Generalment, aquestes dues

parts de la matriu ampliada se separen per una linia i s’indica la matriu ampliada

per A,
En el sistema matricial inicial, la matriu ampliada és:
a1 a2 a3 - aip | b
a1 age a3 - agp | b2
A= a3l az2 a3z - asp | b3
Gml @m2 am3 --- Gmn | bn

Discussi6 de sistemes. Donat un sistema matricial A-X = B, on A és una matriu
mxn (m és el nombre d’equacions i n el nombre d’incognites) ens podem trobar amb
tres tipus diferents de sistemes segons el nombre de solucions que tenen. No cal que
intentem calcular les solucions per a saber de quin tipus de sistema es tracta; n’hi ha
prou de calcular el rang de la matriu associada al sistema A i el rang de la matriu

ampliada A*. Vegem-ne els diferents casos:

e FEl sistema no té solucié si el rang de la matriu A i el de la matriu ampliada A*
son diferents, és a dir, si

rang(A) # rang(A”).

e El sistema té solucié en els casos qué el rang de la matriu A i el de la matriu
ampliada soén iguals.
rang(A) = rang(A*)
Aleshores hem de comprovar si coincideix amb el nombre d’incognites (n); es

poden donar els casos segiients:

o Si|rang(A) =n, |la soluci6 és tdnica, és a dir, hi ha una tnica matriu X que

Podem resumir el teorema de 0

Rouché-Frobenius amb amb
I'esquema segiient

Shaveann limal oot o
ermacivne i v incgnibes

o 1) = Hragl 471

[ o O S

|Sishann eonpatilds] | sisters incompatibin |

Mgl | = fomut A7) = u\’J

o | | NG |
e el | [ sstenu compatibe
drtecmiinne mdetermnat
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compleix que A- X = B.
o Si |rang(A) <n, | la solucié no és tnica; de fet, en aquestes condicions, el

sistema té infinites solucions.

Aquest resultat es coneix com el teorema de Rouché-Frobenius.

Exemple. Discussié d’un sistema. Donat el sistema d’equacions lineals

1 1 1 -1 x 1
z+y+tz-—w = 1
+ty—z+w = -1 equival a 0 1 -1 1 Y -1
_ =
3z + 62z — 6w = 6 3 0 6 -6 P 6
—y+tz-w =1
0 -1 1 -1 w 1

Si calculem els rangs de les matrius A i A* obtenim
rang(A) = rang(A*) =2<n =4
Per tant, aquest sistema té infinites solucions (com es pot comprovar en el

tema dedicat a sistemes d’equacions).

5.5.1. Amb la matriu inversa

Per a resoldre el sistema, ens trobem amb dos casos: que el sistema té una tnica

soluci6 o que en té infinites.

Si el sistema matricial A- X = B té solucié tnica (si es compleix que

’ rang(A) = rang(A*) =n ‘), es tria un menor d’ordre n de la matriu A que no sigui 0

(la submatriu d’aquest menor s’anomena A) i es trien les files de B que coincideixin
amb les files de la submatriu del menor d’ordre n escollit (aquestes files s’anomenen
B). Fixeu-vos que si n = m A coincideix amb A i B coincideix amb B.

Per a resoldre el sistema A -X = B, n’hi ha prou de resoldre A-X = B . Ara bé,
com que A és una matriu quadrada el determinant de la qual no és 0, existeix la seva

. c . . —-1
inversa. Per tant, podem multiplicar a banda i banda per A

A A.x=2"B

—-1 — . .
Sabem que A - A = I,; per tant, la soluci6 del sistema és

Sistemes homogenis
Un sistema homogeni és aquell en
qué el vector de termes
independents B és zero.
Fixem-nos que en aquest cas
sempre tindrem

Rang(A) = Rang(A*)
Per tant, sempre tindrem un
compatible.
En cas que rang(A) coincideixi
amb el nombre d'incégnites (n),
tindrem un sistema compatible
determinat en qué I'Gnica solucié és
x1=...=xpy =0.

/)
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Exemple. Resolucié d’un sistema amb una tnica soluci6.

rT+y+2=0 Lo L 0
4
20 -5y —2z=-2 2 -5 =2 )
equivalent a y |=
3x+4y+2=8 3 4 1 8
2 +2y+22=0 @
2 2 2 0

Té una tnica solucié perqué rang(A) = rang(A*) = 3. Per a resoldre’l, s’ha
d’escollir un menor d’ordre 3 que no sigui 0 (per exemple, el menor format per
les tres primeres files). Aixi tenim que, per a resoldre el sistema plantejat, n’hi

ha prou de resoldre el sistema equivalent A- X = B on

11 1 0
A=l9 5 -9 B=[ _o
3 4 1 8

i la soluci6 del sistema és

3 3 3 3 3 3 0 1
—-1 1 1
sid =l s 2 4 |PX 5 8 2 4 || 2 |7 2
23 -1 -7 23 -1 -7 J\ 8 =3

Aixi, doncs, la solucié és x =1,y =2,z = -3 (o bé (z,y,2) = (1,2,-3)).

En el cas que ’ rang(A) = rang(A*) =r<n ‘ el sistema té infinites solucions; tot i

aixi, s’ha de fer el mateix.

Nomeés cal tenir en compte que, una vegada escollit el menor d’ordre r, s’ha de trans-
formar el sistema d’equacions inicial, de manera que les incognites que no correspon-
guin amb una columna del menor anterior s’han de situar a l'altre costat del signe
igual, en el vector de termes independents B. Aixi s’obtindra un sistema amb r in-
cognites, que es podra expressar en forma matricial. També la B contindra alguna de

les incognites.

Ara ja es podra resoldre el nou sistema de la mateixa forma (perqué es tracta d’un
sistema amb r incognites, la matriu de la qual té rang r). S’ha d’assenyalar que la
solucid, en aquest cas, vindra donada en termes d’algunes de les incognites, per la

qual cosa no sera una soluci6 tnica.
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Exemple. Resolucié d’un sistema amb infinites solucions.
En aquest cas es pot comprovar que rang(A) = rang(A*) = 2 < 4. Per tant,

primer s’ha de modificar el sistema original:

z +y +z ~—w =1 zty=1—-z+w

+y —Z +w = M reescrivin y=-l+z-w
_—

3x +6z —6w =6 3z =6—-6z+ 6w

-y +z —w =1 —y=1-z+w

En forma matricial s’expressa aixi:

1 1 l1-z+w
0 1 x| —l+z-w
3 0 Y 6 — 62z + 6w
0 -1 1-z+w

si escollim una submatriu de rang 2 obtenim:

1 1 T l-z+w
0 1 Y -1+z—-w
per tant,
=il
aB 1 1 l-z4+w 2—-2z2+4+2w
Y 0 1 -1l+z-w -1+z-w

podem donar el valor que vulguem a z i w, i per cadascun d’aquests tindrem

una solucié del sistema.

5.5.2. Meétode de Gauss

Vam veure en el tema de sistemes d’equacions que un dels métodes per resoldre un
sistema és utilitzar el métode de Gauss. Aquest métode consisteix en transformar el
sistema en un d’equivalent que sigui triangular. D’aquesta manera és facil trobar la
solucié per substitucié cap enrere.

Es pot utilitzar el métode de Gauss per a la resolucié d’equacions transformant només

la matriu ampliada, sense necessitat d’escriure repetidament les incognites.



© FUOC e PID 00273913 159 Iniciacié a les matematiques per a I’enginyeria

Exemple. Resolucié d’un sistema per Gauss matricialment.

z-y=0 1 -1 0 0]0
2r-2y+z+2w=4 aslsg)izggaa;?gliisigzla 2 -2 1 2|4
y+w=0 0 1 0 110
22+w=25 0O 0 2 1|5

Ara fem les transformacions necessaries per obtenir una matriu triangular

1 -1 0 00 1 -1 0 00

2 2 1 24 | pocpaor | 0 0 1 2|4
_

0 1 0 10 0 1 0 1]0
0 0 2 1|5 0 0 2 1|5
1 -1 0 0|0 1 -1 0 0] 0

Poer3 | 001 0 110 | pacpaorz3 | 0O 1 0 1 |0
_— -

0 0 2 1|5 0 0 0 -3|-3

ara que ja tenim una matriu triangular utilitzem la substituci6 cap a enrere. |
obtenim que la soluci6 del sistema és:

(xayv Z,’LU) = (_17 _]-7 27 1)

5.5.3. Regla de Cramer

Un altre métode per resoldre un sistema amb el mateix nombre d’equacions que
d’incognites i determinant de la matriu associada al sistema diferent de 0 és conegut

com la regla de Cramer.

La regla de Cramer ens diu que davant un sistema de n equacions i n incognites
tal que det(A) # 0 (on A matriu assoaciada al sistema) podem calcular les matrius
A1, Ag, ..., Ay que resulten de substituir les columnes 1, 2, ..., n d’A respectiva-

ment per la columna dels termes independents. Aleshores, la soluci6 del sistema és

A1 A2 A_n)
A TA A

(:Ely X2y «nvy mTL) :(

on recordem X indica el determinant de la matriu X.
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Observem que si el sistema és compatible indeterminat també podem utilitzar aquest

métode afegint en el terme independent les incognites que siguin necessaries per tal
que la matriu del sistema sigui quadrada. D’aquesta manera amb el nou terme inde-

pendent també podrem aplicar aquest métode.
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Resum

Una matriu és un grup de nombres organitzats en files i en columnes limitats per

paréntesis:
columna 1 columna 2 columna 3 columna n
aill a2 ais aln fila 1
a1 a2 a23 a2n fila 2
A=
asi as2 ass asgn fila 3
am1 am?2 am3 c amn fila m

A és una matriu de dimensi6 m x n que també es pot escriure de forma simplificada

A= (aij)ilzl,“.,m

Jj=1,...,n

on 7 indica la fila i j la columna.

Matrius importants

e Matriu quadrada. Es una matriu que té el mateix nombre de files que de co-

lumnes, és a dir, té dimensié n x n.

e Matriu diagonal. La diagonal d’una matriu esta formada per aquells elements
la fila i la columna dels quals tenen el mateix nombre, és a dir, a1, a22, ass, .. ..
Quan una matriu quadrada té tots els elements 0 excepte els de la diagonal, direm

que és una matriu diagonal.

e Matriu nulla. Es una matriu en queé tots els seus elements son 0. Normalment

es denota per Omn, on m x n és la dimensié de la matriu.

e Matriu identitat. Es una matriu diagonal quadrada en la qual tots els elements

de la diagonal son 1. La matriu identitat de dimensié n x n s’indica amb Iy,.

e Matriu triangular. Es una matriu quadrada en qué tots els elements situats
per sota o per sobre de la diagonal sén 0. En el cas que siguin 0 els elements de
sota la diagonal, parlarem de matriu triangular superior. En canvi, si sén zero els

elements situats a sobre la diagonal, parlarem de matriu triangular inferior.

e Matriu transposada. La matriu transposada d’una matriu A es denomina AT;

és la matriu que resulta de canviar files per columnes en la matriu A.

e Matriu simétrica. Es aquella que coincideix amb la seva transposada.

Operacions basiques
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e Suma i Resta. Dues matrius es poden sumar o restar dnicament si les seves
dimensions sén les mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la
suma ordenada dels elements que ocupen la mateixa posicid, i el resultat s’haura
de posar en la mateixa posicié de la matriu suma. Es a dir, si A = (a;;) i B = (b;;)

s6n matrius de dimensiéo m x n,

la suma és A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bij)

la resta és A— B = (aij) - (bij) = (aij — bij)

e Producte per un escalar. El producte d’una matriu per un nombre sempre es
pot fer, i consisteix a multiplicar tots els elements de la matriu per aquest nombre.
Es a dir, si r és un nombre real, i A = (a;;) és una matriu, el producte de la matriu

per ’escalar és
r-A=r-(aij) = (r-aij)

e Producte de matrius. Per a multiplicar dues matrius, A i B, i obtenir A - B,
s’ha de comprovar que el nombre de columnes de la matriu A coincideixi amb el
nombre de files de la matriu B. Es a dir, si A és una matriu de dimensié m x n,
nomeés es pot multiplicar per la matriu B si aquesta té dimensiéo n x r. En el cas
que aixo sigui aixi, la matriu producte, P = A - B, té dimensié m x r, és a dir, el
mateix nombre de files que la matriu A i el mateix nombre de columnes que la

matriu B.

Per a trobar I’element p;;, s’han de multiplicar ordenadament els elements de la
fila ¢ de la matriu A pels elements de la columna j de la matriu B i obtenim p;;
com la suma de tots aquests productes.

Pij = ailblj + aigbgj + aigbgj + ...+ ainbnj

El producte de matrius NO és commutatiu.

El determinant d’una matriu quadrada és un nombre que, entre altres

aplicacions, és molt 1til per a saber si una matriu té inversa i per a calcular-la. Per
a indicar que es calcula el determinant d’una matriu, els elements d’aquesta s’han de

posar entre dos segments verticals.

e Matriu 1 x 1: és igual al nombre que compon la matriu.

e DMatriu 2 x 2: és igual al producte dels elements de la diagonal menys el producte

dels altres dos elements.
e Matriu 3 x 3: regla de Sarrus.

ailr a2 a3

=ai1-a22-a33 taiz2- a3 a3l +az1-ai3 - a32
a1 a2 a3
—a31-+0a22-a13 —a12 a1 - a33 — ail - a23 - a32

a3l a3z as3

e Matriu 4 x 4 (o d’ordre superior): calcul de manera recursiva a partir de matrius
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3 x 3.

ail a2 ai3 a4
a1 a2 a3 a4
=a11011 —a21021 +a31a31 — a410¢41

a31 a32 a3z a34

a41 Q42 @43 Q44

on a;; és el menor complementari d’a;;, és a dir, el determinant que resulta

d’eliminar la fila 7 i la columna j del determinant.

Si el producte de dues matrius quadrades A i B de dimensié n xn

és igual a I,
A-B=I,iB-A=1,

B és la matriu inversa d’A i es denota B = A~L.

Una matriu quadrada n x n es pot invertir sempre que el seu determinant no

sigui 0.

_ 1 NT
AT det(A) (4)

on A’ és la matriu d’adjunts dels elements de la matriu A. Un adjunt d’un element
aij de la matriu A es denota A;;.
Aij = (-1) 7 ay

on ay; és el menor complementari d’a;;.

Rang d’una matriu | Si se seleccionen k files i k& columnes de la matriu, i es calcula

el determinant d’aquestes k files i k columnes, aquest determinant s’anomena menor
d’ordre k de la matriu A.
L’ordre maxim dels menors de la matriu que no son 0 és el rang d’una matriu A i

s’indica rang(A).

Discussi6 i resolucié de sistemes amb matrius | Un sistema d’equacions lineals amb

m equacions i n incognites com el segiient

ai1-x1 +aij2-r2 +... +aipn-Tn =b1
as1 - 1 +ag2 -T2 +... +a2p - Tn =bo
aml1 - T1 +am2- -T2 +... +amn-Tn =bm

es pot expressar en forma matricial de la manera segiient:
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ail a12
a21 a22
a31 az2

aml Am2

a13

a3

a3z3

am3

ain

a2n

a3n

amn

x1

x2

x3

Tn

b1

b

b3

bm

Aquesta manera d’escriure’l es denomina equacié matricial. Fixem-nos que és del

tipus A+ X = B, on A s’anomena matriu associada al sistema, B el vector de

termes independents i X és una matriu n x 1 d’incognites. La matriu ampliada

(A*) és la matriu formada per la matriu A més la columna B.

e El sistema no té soluci6 si el rang de la matriu A i el de la matriu ampliada A*

son diferents, és a dir, si

rang(A) # rang(A*).

e El sistema té solucié en els casos qué el rang de la matriu A i el de la matriu

ampliada so6n iguals:

rang(A) = rang(A*)

Aleshores hem de comprovar si coincideix amb el nombre d’incognites (n), i es

poden donar els casos segiients:

o Si rang(A) = n, la solucié és tnica, és a dir, hi ha una tnica matriu X que

compleix que A- X = B.

o Sirang(A) < n, la solucié no és tinica; de fet, en aquestes condicions, el sistema

té infinites solucions.

Aquest resultat es coneix com el teorema de Rouché-Frobenius.

Esquema de la discussié d’un sistema d’equacions
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Exercicis resolts

0 0 -1
1. Si I3 és la matriu identitat d’ordre 3 i A = 1 1 —1| resol les equacions
1 0 2

matricials segiients:

(a)X~A:A+13

(b)2-Y-A-Y = At

Solucio:

(a) En primer lloc observem que det(A) = 1 # 0; per tant, podem calcular la matriu
inversa d’A.

X A=A+I3 o X=(A+13)- A1 =I3+A7!

Només ens cal calcular la inversa de la matriu A

T
2 1 -1 2 0 1
-1

A7=21o 1 o] =[1 1 1

1 1 0 -1 0 O
3 0 1
Si sumem la matriu identitat a aquesta matriu, obtenim X =| { o
-1 0 1

(b) Igual que en lapartat anterior, veiem que

2.Y-AY=AT (2 1-A)Y=AT oY =(2-13-4)71. AT
Per tant, utilitzant la formula de la matriu inversa, tenim
0 0 -1
@B-A)T=4 1

1 0 2
1 1 -2
Si ara multipliquem aquesta matriu per la matriu AT, obtenim Y = 1 3 _3
-2 -3 5

2. Resol les equacions segiients per la incognita x:

1 0 1
7 0
@1z 1 o|*t5=
0 1
0 = «x
r+1 1 1

Solucio6:

1 0 1

(a) Calculem, per una banda, el primer determinant |, | | ==+ 22 i, per altra

0 = =
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7 0
banda, el segon = 7; per tant, ens queda ’equacié z2 +z+5=7 = 22 +z-2=0.
0 1
Si resolem aquesta equacid aplicant la formula de I’equaci6é de segon grau, obtenim dues
solucions: x =11z =-2.

(b) Igual que en lapartat anterior, calculem el determinant de I’equacio:

z+1 1 1
1 z+1 1 |=@+1)®*+2-3(x+1)=2(z+3)

1 1 r+1
Si igualem aquest resultat a 0, obtenim una equacié amb dues solucions: x =01i x = -3.

3. Donades les matrius segiients

1 4 7
A=l_2] 32(5 2 1)7 C=1-2 1
3 0 3
-3 2 2 -1
17 -2
D={o|, E=|3 -3 3| ¥F=
2 4 1
0 0o 0 1

(a) Indica quantes files i columnes tenen i decideix quines parelles es poden
sumar entre elles i quines es poden multiplicar. En el segon cas indica ’ordre
en qué es poden multiplicar. Efectua totes les sumes possibles i només els
productes possibles en qué aparegui la matriu E.

(b) Decideix si les operacions segiients son possibles, i en cas afirmatiu efectua

les operacions:
A-D'+E+F-C, (A+D)-E, B-E-C-F, (B+E)-C.

Solucio6:

(a) Comencem per donar les dimensions de les diferents matrius:

Matriu A B C D E F

Dimensions | 3x1 | 1x3 | 3x2 | 3x1 | 3x3 | 2x3

-2
Pel que fa la suma, només podem sumar A+ D =| _o|[.
3
Pel que fa als productes, podem calcular
A-B B-A E-A F-A B-C B-D D-B

B-EFE E-C F-C C-F E-D F-D F-E
Calculem tots els productes que contenen la matriu E.

-9 -12 -15 6
E-A=|18 B'E=(—4 4 2) E-C=|18 27 E-D=|_9
3 0o 3 0
19 -19 18
F-E-=
16 -16 15

(b)Observem que només podem calcular B-E-C - F = (12 — 240 30)
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4. Calcula el rang de la matriu segons el valor de k.

Solucié: Com que A és una matriu de dimensions 3 x 4, el rang maxim que pot tenir és 3.
Per tal que aquesta matriu tingui rang 3, algun dels 4 possibles menors d’ordre 3 ha de ser
diferent de 0.
Els calculem:

2 1 1 2 1 k 1 1 k 2 1 k

2 3 -1 =0 2 3 1 =7-9k 3 -1 1 =-7+9k 2 -1 1 =-7+9k

3 0 3 3 0 1 0o 3 1 3 1

3
Veiem que si -7+ 9k # 0 < k # L la matriu A té rang 3, en canvi si k = % llavors tots els

9
menors d’ordre 3 valen 0 i per tant el rang de la matriu no pot ser 3.

En aquest dltim cas, veiem perd que tenim com a minim un menor d’ordre 2 que no és 0; per

2 1
exemple, si agafem les dues primeres files i les dues primeres columnes, =4.

2 3

O sigui que podem concloure que quan k = g el rang de la matriu A és 211 quan k # g el rang
de la matriu A és 3.

5. Comprova que (A+ B)™! # Al + B! amb les matrius

12 1 1 2 3
A=19 1 o B=l2 4 5
2 1 1 3 5 6

-1 1 1 1 -3 2
A7T=10 1 o0 Bl=l3 3 4
2 -3 -1 2 -1 0
Si ara les sumem, tenim
0o -2 3

2 4 4 2 -2 0

A+B=lg9 5 5 (A+B)'=lu 3
13

5 6 7 -y

Veiem, doncs, que aquestes dues matrius que hem calculat no coincideixen

6. Discuteix el sistema segilient segons els valors de m i calcula’n la solucié pels
valors que siguin compatibles:

r-my=1

mx—-y=2m+2
Soluci6é: Comencem escrivint la matriu ampliada associada al sistema:
1 -m 1

m -1 | 2m+2

Restem a la segona fila la primera multiplicada per m i obtenim una matriu triangular
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1 -m 1

0 m?-1|m+2
Ara estudiem el rang(A) i en primer lloc veiem det(A) = m? - 1.

e Sim2-1%0 (ésadir,si m=-1,1), el rang(A) =21 rang(A*) =2, i com que tenim 2
incognites el sistema és compatible determinat.

e Sim=1

1 -1]1

0o 0 |3
rang(A) =1+ rang(A*) = 2; per tant, tenim un sistema incompatible.
Sim=-1

1 11

0 01

rang(A) =1 #rang(A*) = 2; per tant, tenim un sistema incompatible.

Les solucions en els casos en qué m # 1,—1 sén per substitucié cap enrere

)

() -

2m? +2m -1 m+2)

m2 -1 m2 -1
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Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Resol les equacions segiients per a la incognita z:

(b) El determinant de 2- B és 160, on B=|, . | 4 9
T 2-22 1
8. Determina els valors de a, b, ¢, d, e tals que es compleixi A + C = 2B per les

matrius

A= B-= C=
-1 2 ¢ 5 -2 1 d e 4

Per a aquests valors, calcula (si es pot) A-BT,CT-Bi A-B.

9. Calcula el rang de les matrius segiients:

1 2 3 1 -1 1 2
A=l5 6 7 B=l2 1 2 1
9 10 11 3 0 3 0

10. Calcula les inverses de les matrius segilients:

1 2 3 4
1 -2 1

0 2 3 4

A=fo 2 -2 B=

0 0 3 4
2 3 1

0 0 0 4

11. Resol els sistemes segiients (si es pot):

3z+2y=1 rz+y+2=0
20 -3y =2 2c+az=1
z+y=0 r+ay=1

Solucions:

7. (a) £=a, —cen el cas b= 0. En el cas b = 0 qualsevol nombre real és solucio.
(b) z=3

8. Els valors son a=-4,b=4,c=-2,d=11, e = —6. El producte A- B no es pot calcular; els
productes que si que es poden calcular son

75 27 26
22 25
T T
A-B” = C"-B=[_22 10 o0
-12 -11
36 -12 16

9. Rang(A) =21 Rang(B) = 3.

10.

1 -1 0 0
2 5 1
3 12 6

o 4+ -2 o
1 11
3 12 6 0 0 1 1
1 -7 1 3 3
3 12 6
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11. El primer sistema és incompatible; per tant, no té solucié. El segon sistema és compatible
determinat per a # 0,3 i incompatible per a = 0,3. Les solucions per als casos en qué és
compatible sén

(z,y,2) = (i A-a Hia)

3-a’3a-a2" a2 -3a
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6. Funcions
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6.5. Funcions definides a trossos.........ccviviiiiiiiiniann.. 183

6.1. Concepte de funcié

El concepte de funcié es va establir cap al segle XVIII, tot i que anteriorment alguns El matematic suis Leonhard Euler @
L. . 3 . . (1707-1783) és un cientific
matematics ja hi treballaven de manera intuitiva. essencial en el desenvolupament de

les funcions perqué va precisar el
concepte de funcié. Va fer un
estudi sistematic de totes les

En V'obra Introductio in analysin infinitorum, Leonhard Euler va intentar proporcio-

nar per primera vegada una definici6 formal del concepte de funcié en afirmar: funcions elementals, incloent_hi les

derivades i integrals. No obstant
aixd, el concepte mateix de funcié
va néixer amb les primeres relacions
observades entre dues variables, fet
que segurament va sorgir, a l'inici

Una funcid de quantitat variable és una expressid analitica formada de qualse-

vol manera per aquesta quantitat variable ¢ per nombres o quantitats constants.

de les matematiques, amb

civilitzacions com la babilonica,

C e , o
Tal com veurem, aquesta definicio difereix de I’actual. De fet, set anys després d’a- Fegipcia i la xinesa.

questa afirmacio, en el proleg de les Institutiones calculi differentialis el mateix autor

ja va afirmar:

Algunes quantitats depenen d’altres si en combinar aquestes aquelles també Abans d’Euler, el matematic i @
filosof francés René Descartes
(1596-1650) va mostrar en els seus
treballs de geometria que tenia una
idea molt clara dels conceptes de
variable i funcié. Va fer una

canvien. Les primeres es diuen funcions de les seqgones. Aquesta denominacid
és bastant natural 1 comprén cada métode mitjancant el qual una quantitat pot
ser determinada per unes altres. Aizi, si x denota una quantitat variable, totes o
’ ’ classificacié de les corbes
algebraiques segons els seus graus,
reconeixent que els punts

1 s’anomenen funcions de x. d'interseccié de dues corbes
s'obtenen resolent de manera

les quantitats que depenen de x en qualsevol forma estan determinades per x

simultania les equacions que les

Per a poder establir el concepte de funcié, és necessari recérrer primerament a les representen.

relacions que es poden establir entre conjunts. Vegem en qué consisteixen.

6.1.1. Correspondéncia entre conjunts

Els conjunts que es tracten en matematiques solen ser conjunts de nombres, com

per exemple els naturals, els enters, els racionals o els reals. Els elements d’aquests
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conjunts no es poden llistar perqué n’hi ha una quantitat infinita. Ara bé, si es
considera un conjunt finit d’aquests nombres, si que es poden escriure. En aquest cas,
els elements seleccionats s’expressen entre claus. Es a dir, els elements d’un conjunt

finit es poden indicar en una llista delimitada per claus i separats per comes.

Exemple. Representaci6 d'un conjunt de nombres.
El conjunt format pels nombres naturals 1, 2, 3, 4, 6 i 11 es pot denominar A.
Aleshores, el conjunt es pot expressar aixi:

A ={1,2,3,4,6,11}

Una altra manera d’expressar un conjunt de nombres és de manera grafica. En aquest
cas, es considera una forma elliptica que conté els elements del conjunt i s’indica el

nom del conjunt en la part exterior.

Exemple. Representaci6 grafica d’'un conjunt.
Anomenem A el conjunt format pels nombres naturals 1, 2, 3, 4, 6 i 11.

Aquest conjunt es pot expressar graficament d’aquesta manera:

A

Una correspondéncia entre dos conjunts, A i B, és una relacié entre ambdos
conjunts que fa correspondre elements del conjunt A amb elements del conjunt B.
Graficament, aquest fet es pot representar mitjancant fletxes que tenen ’origen en
algun element del conjunt A i el final en algun element del conjunt B. Una fletxa
entre un element del conjunt A i un element del conjunt B indica que ’element d’A

esta relacionat amb 'element de B.

Qué és una correspondéncia entre 9

conjunts?

Es una relacié entre ambdés
conjunts que fa correspondre
elements del segon a elements del
primer. Una correspondéncia es pot
representar graficament mitjancant
diagrames.
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Exemple. Correspondéncia entre elements de dos conjunts.
Siguin els conjunts A= {2,4,6,8,41} i B= {1,3,5,6}. Podem definir i represen-

tar una correspondéncia entre A i B, que anomenem R, de la manera segiient:

Aixi, la correspondéncia R relaciona: el 2 del conjunt A amb I’1 del conjunt
B, el 8 del conjunt A amb el 5 del conjunt B, el 4 del conjunt A amb el 5, i el
6 del conjunt B i el 6 del conjunt A amb 1’1 del conjunt B.

El nom de la correspondéncia, R, s’indica per evitar confusions amb altres

possibles correspondéncies.

D’acord amb la notacié general utilitzada:

e El conjunt A es denomina conjunt de partida, i el conjunt B conjunt d’arri-

bada.

e El conjunt de tots els elements del conjunt de partida dels quals surt alguna fletxa
rep el nom de domini de la correspondéncia R i s’escriu DomR. En canvi, el
conjunt de tots els elements del conjunt d’arribada als quals es dirigeix alguna
fletxa s’anomena imatge o recorregut de la correspondéncia R i s’escriu ImR

(o també RecR).

e Donat un element qualsevol del domini d’una correspondéncia, es denomina imat-
ge de ’element el conjunt de tots els elements de la imatge de la correspon-
déncia que reben una fletxa d’aquest element. De manera similar, es defineix
I'antiimatge d’un element de la imatge de la correspondéncia com el conjunt
de tots els elements del domini de la correspondéncia tals que la seva imatge in-
clou aquest element, és a dir, tots els elements dels quals parteix una fletxa cap a

aquest element de la imatge.

Exemple. Elements d’una correspondéncia entre dos conjunts.
Considerem ’exemple de la correspondéncia anterior, R que relaciona els con-
junts A= {2,4,6,8,41} i B= {1,3,5,6}. Aleshores:

e El domini de la correspondéncia és el conjunt DomR = {2,6,4,8} i la
imatge de la correspondéncia és ImR = {1,5,6}.

e La imatge del 2 és el conjunt {1}, la imatge del 8 és el conjunt {5}, la
imatge del 4 és el conjunt {5,6} i la imatge del 6 és el conjunt {1}.

e L’antiimatge de 'l és el conjunt {2,6}, la del 5 és {4,8} i la del 6 és {4}.
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Per a establir la definici6 de funcié, és necessari estudiar un tipus molt concret de
correspondéncies, aquelles en qué tots els elements del domini tenen un tnic element

en la seva imatge. Aix0 es tracta en 'apartat segiient.

6.1.2. Aplicacions i funcions

Una aplicacié és una correspondéncia que compleix la condici6 segiient:
Tots els elements del seuw domini tenen un dnic element en la seva imatge.

Dit d’una altra manera, en la representacié d’una aplicaci6, de qualsevol element del
domini ha de sortir una tnica fletxa. Aixi, doncs, en ’exemple de ’aplicacié anterior
R, la correspondéncia no és una aplicacié perqué de ’element 4 surten dues fletxes,
la qual cosa indica que la imatge del 4 és formada per més d’un element. En canvi,
la correspondéncia S segiient entre els mateixos conjunts si que ho és perqué en una

aplicaci6 no hi ha cap element d’A que tingui més d’una imatge.

En aquest cas, el domini de S és DomS = {2,4,6,8}, i la imatge de la correspondéncia
és ImS = {1, 3,6}. De qualsevol element del domini parteix una tnica fletxa, és a dir,

la seva imatge consisteix en un sol element i, per tant, es tracta d’una aplicacié.

Les aplicacions es poden classificar d’acord amb la seva imatge. Aixi, es diu que una
aplicaci6 és:
e Exhaustiva, quan la imatge de I’aplicacié coincideix amb el conjunt d’arribada.

Per exemple, ’aplicacio F' és exhaustiva.

e Injectiva, quan cada element de la imatge de ’aplicaci6 només té una tnica

antiimatge. Per exemple, ’aplicaci6 G és injectiva.

Qué és una aplicaci6?

Per tal que una correspondéncia
entre conjunts sigui una aplicacid,
s'ha de complir que tots els
elements del seu domini tinguin un
iinic element en la seva imatge. Es
a dir, en la representacié d'una
aplicacié, de qualsevol element del
domini ha de sortir una dnica fletxa.

o
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e Bijectiva, quan l'aplicacio és exhaustiva i injectiva a la vegada, és a dir, quan cada
element del conjunt d’arribada té una tnica antiimatge. Per exemple, 'aplicacié

T és bijectiva.

Cal remarcar que aquesta classificacié no abraga totes les aplicacions. N’hi ha prou
d’estudiar ’aplicaci6 S per a adonar-se’n. L’aplicacié S no és injectiva, atés que
I’element 1 té dues antiimatges, ni exhaustiva, ja que ’element 5 no pertany a la

imatge. Per tant, tampoc no és bijectiva.

Quan una aplicacié es defineix entre conjunts numérics, es denomina funcié. Mol-
tes situacions reals es poden explicar com la relacié entre dues magnituds en forma
de funcié. Per exemple, la temperatura en un lloc concret i 'hora del dia sén dues
magnituds relacionades entre elles, ja que a cada moment del dia correspon una tem-
peratura concreta. Aixi, la temperatura és una funci6 del temps. D’aquesta manera,
es podrien escriure les hores d’un dia en un conjunt, les temperatures en un altre,
i una fletxa podria unir cada element del primer conjunt (les hores) amb un dnic

element del segon conjunt (la temperatura en aquesta hora).

6.2. Representacié d’una funcié

La relaci6 que s’estableix mitjancant una funcié es pot representar de diverses mane-

res. Vegem-les.

6.2.1. Taula d’una funcid

Una manera senzilla d’expressar una funci6 consisteix a posar els elements dels con-
junts que hi intervenen en una taula de valors. En la primera columna de la taula
se solen escriure els valors del domini de la funcio, i en la segona columna els valors

de les imatges corresponents, tal com es veu a continuacié.

Exemple. Taula d'una funci6.

La funci6 F' definida anteriorment es pot expressar mitjancant aquesta taula:

DomF | ImF

o O =
[ N e

Qué és una taula d'una funcié? 9

Es una taula amb dues columnes.
La primera conté valors del domini
de la funcié i la segona els valors
corresponents de la seva imatge.
Quan el domini o la imatge sén
conjunts massa grans, una taula de
la funcié només conté alguns dels
valors de la funcié.
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Evidentment, no sempre és possible construir una taula amb tots els elements del
domini de la funcio, ja que el domini i la imatge poden ser conjunts massa grans (fins
i tot infinits). En aquest cas, es pot construir una taula amb alguns valors del domini

i les seves imatges corresponents.

Per exemple, considerem la funcié temperatura d’un lloc concret que a cada moment
d’un dia associa la temperatura en aquest instant. Els valors possibles per als instants
d’un dia van des de les 0 hores fins a les 24 hores, és a dir, tot I'interval de nombres
reals [0, 24). No és possible escriure tots els instants del dia, i per aixo només se’n trien
alguns de representatius. En particular, es poden prendre mostres de la temperatura
cada minut, o cada cert nombre de minuts. Per a no estendre’ns massa, la taula del
marge presenta, per exemple, només les temperatures corresponents a cada 2 hores.
Aquesta correspondéncia és una funcioé perqué a cada instant de temps només s’hi pot
associar una tnica temperatura. En la taula tampoc no s’hi poden considerar tots
els valors de la funcid, siné només alguns, perqué tant el domini com la imatge de
la funci6é contenen massa valors per a llistar-los en una taula. En casos com aquests
es trien normalment només alguns valors del domini, distribuits de manera uniforme

per tot el domini, tal com es mostra amb 'exemple.

6.2.2. Expressiéo d’una funcié

La funci6 segiient F' fa correspondre al valor 6 del domini de la funci6 el valor 3 de
la imatge. També es pot dir que la imatge del 6 per la funcié F' és el 3, o fins i tot

que la funcié avaluada en el 6 dona com a resultat el 3.

Aquesta manera d’expressar-ho és llarga i incomoda si volem donar la imatge d’altres
valors del domini. Per a evitar aquest problema, s’usa una forma més breu de donar
la imatge d’un element del domini: s’escriu el nom de la funci6 i a continuacio, entre
paréntesis, el valor del domini del qual es vol calcular la imatge. Seguidament, s’escriu

el signe igual i, finalment, el valor de la imatge corresponent.

Exemple
DomF ImF
Instant (hora) Temperatura (°C)
0:00 5
2:00 7
4:00 8
6:00 12
8:00 13
10:00 18
12:00 23
14:00 25
16:00 26
18:00 24
20:00 22
22:00 15

Taula d'una funcié instant-temperatura

Qué és I'expressi6 d'una funcié?
Es una expressié algebraica amb
una variable que permet trobar la
imatge de qualsevol element del
domini de la funcié. Per a fer-ho,
s'ha de substituir la variable de
|'expressié pel valor del domini. El
valor numéric resultant d'aquesta
expressi6 és el valor de la imatge
d’aquest element del domini.

o
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Exemple. Expressié d'una funcié. Notaci6.
En el cas de la funci6 F, s’escriu
F(6)=3
i es llegeix “F de 6 és igual a 3”, que significa que la imatge del valor 6 del
domini és el valor 3 en el cas de la funcié F.

De la mateixa manera, si s’observa el diagrama anterior de la funcié F,

e la imatge de 2 és 1; per tant, F(2) =1

e la imatge de 4 és 6; per tant, F/(4) =6
e la imatge de 8 és 1; per tant, F(8) =1
e la imatge de 41 és 5; per tant, F(41) =5

En molts casos no es pot proporcionar una llista completa de les imatges de tots els
valors del domini d’una funci6. Per exemple, en el cas de la funcio, diguem-li g, a cada
nombre real hi fa correspondre el mateix nombre al quadrat. En aquest cas no es pot
donar una llista completa perqué el domini és un conjunt infinit (tots els nombres

reals). Alguns d’aquests valors tenen les imatges segiients:

e laimatge de 0 és 02 = 0; per tant, g(0) = 0? = g(0)=0

e laimatge de 5 és 52 = 25; per tant, g(5) = 52 = g(5) = 25
e laimatge de —1 és (—1)2 = 1; per tant, g(1) =12 = g(-1) = 1
e laimatge de —2 és (-2)? = 4; per tant, g(-2) = (-2)% = g(-2) =4

Tal com veiem, aquesta llista no s’acaba mai perqué no és possible escriure tots els
nombres reals. Hem de buscar una manera d’expressar la funci6 que pugui donar la
imatge de qualsevol nombre del domini sense haver d’escriure’ls tots. Habitualment,
es dona una regla algebraica que permeti calcular la imatge per a qualsevol element
del domini. Per exemple, en el cas de la funci6 g és g(z) = z°.

Aquesta expressio, denominada expressio algebraica de la funcid, indica que per
a qualsevol nombre del domini, representat per la lletra z, el valor de la funci6 és igual
al quadrat d’aquest valor. En definitiva, aixo diu que, per a trobar el valor de la funci6é
per a un element qualsevol del domini, en I’expressi6 algebraica de la funcié s’ha de
substituir el valor de la lletra = pel valor del nombre en qiiesti6 i fer les operacions

que indiqui ’expressio.

Exemple. Expressié algebraica d’una funcié6.
L’expressi6 algebraica d’'una funcié és
2
g(z) =z
Aleshores, el valor de la funci6 g per al valor del domini 4 és
g(4) =4> =16

la qual cosa indica que la imatge del 4 per la funcié g és igual a 16.

La lletra que s’usa per a I’expressi6 algebraica d’una funcié rep el nom de variable
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independent o, simplement, variable. Moltes vegades, els valors que pren la funcio
s’expressen amb una altra lletra, que sol ser la y, denominada variable depenent,

justament perqué depén del valor de la x, la variable independent.

6.2.3. Grafica d’una funcio

Si f és una funcié qualsevol, les parelles de nombres x i f(x) que estan en una taula
de la funci6 es poden interpretar com a parells ordenats (z,y) = (z, f(z)), és a dir,
punts del pla cartesia. Aquesta identificacié fa possible representar qualsevol dels

punts d’una funcio.

Recordem que per a representar el pla cartesia es prenen dues rectes perpendiculars,
que s’anomenen eix X o eix d’abscisses, i eix Y o eix d’ordenades, i que es creuen
en el punt (0,0). Aquest punt rep el nom d’origen de coordenades o, simplement,
origen. D’aquesta manera, és possible determinar tot punt del pla amb dos nombres
reals ordenats, x i y. El primer rep el nom de coordenada x o abscissa, i el segon el

de coordenada y o ordenada del punt.

Vist com es determina un pla cartesia, vegem amb un exemple concret com es pot

representar qualsevol dels punts (z, f(z)) de la grafica d’una funcié.

Suposem que t és una funcié que dona la temperatura d’una ciutat cada hora, des de
les vuit del mati fins a les onze de la nit. La taula de valors del marge proporciona
dades relatives a aquesta funci6é. D’acord amb aquesta taula, els punts corresponents

a la funcio ¢, que so6n de la forma (z,¢(z)), es poden expressar aixi:

(8,10), (9,11), (10,13), (11,15), (12,16), (13,18), (14,20), (15,19),
(16,18), (17,16), (18,16), (19,15), (20,14), (21,12), (22,10), (23,9).
Aleshores, la representacio grafica de tots aquests punts en el pla cartesia és la grafica

de punts segiient:

Eix Y {temperatura, °C)

Eix ¥ (instant, hores)
o Z 4 B 8 10 12 14 1% 18 20 22 24

Notem que en aquest cas no s’ha dibuixat la part negativa dels eixos per comoditat,

ja que no hi ha punts amb coordenades negatives.

La representaci6 de tots els punts de la forma (z, f(x)) es denomina grafica d’una

funci6é. Notem que, si una funcié té per domini tot el conjunt de nombres reals, és

Qué és la grafica d'una funcié f?
Es el conjunt de tots els parells de
punts (z,y) del pla cartesia que
coincideixen amb els valors
d’aquesta funcié. La coordenada =
és un valor del domini, i la
coordenada y = f(z), el valor
corresponent de la imatge. Per a
dibuixar la grafica d’una funcié,
n'hi ha prou en dibuixar en el pla
els punts que es descriuen en una
taula de la funcié de la manera

(z, f(@))-

o

El sistema de coordenades
cartesianes es fa servir per a poder
determinar de manera inequivoca
tot punt P del pla amb dos
nombres reals ordenats, = i y. El
primer rep el nom de coordenada z
o abscisa, i el segon el de
coordenada y o ordenada del punt.
Aixi es pot identificar P(z, y). Els
sistemes de coordenades cartesianes
s'estenen de manera analoga a
I'espai de tres dimensions i a espais
de dimensions superiors.

/)

Exemple
z (hora) t(xz) (°C)
08:00 10
09:00 11
10:00 13
11:00 15
12:00 16
13:00 18
14:00 20
15:00 19
16:00 18
17:00 16
18:00 16
19:00 15
20:00 14
21:00 12
22:00 10
23:00 9

Taula instant-temperatura
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impossible representar-ne tota la grafica (perqué no hi cabria en un full de paper). En
aquest cas, haurem de conformar-nos amb la representacié d’una part d’aquesta gra-
fica solament, i és costum continuar denominant-la grafica de la funci6é pero indicant

I'interval del domini que representem.

A continuaci6 es poden observar les representacions grafiques de dues funcions con-
cretes en intervals concrets, que s’estudiaran detingudament en temes posteriors. A
I'esquerra es presenta la funci6é f(z) = 2z en els punts de domini en linterval [-3,3].

A la dreta s’observa la funcié g(z) = 42% — 4z — 35 en linterval [-3,4].

En aquests casos observem com, en representar-se tots els punts d’un interval deter-
minat, els punts de la grafica estan tan proxims que formen una linia continua, que
en el cas particular de ’esquerra és recta i en el cas de la dreta corbada.

De fet, en general, totes les funcions el domini de les quals sén els nombres reals tenen
aquesta caracteristica: la seva grafica apareix com una linia continua o com diverses
linies continues.

Cal destacar que la grafica d’una funcié no pot tenir una forma com les que es pre-
senten a continuacid, ja que en ambdds casos hi ha valors en ’eix X tals que la seva

imatge no és un dnic valor.

Aquest fet es pot comprovar tragant qualsevol recta vertical en les grafiques, tal com
mostra la imatge segiient. Si una recta vertical talla diversos punts de la grafica
que s’estudia, es pot assegurar que la grafica no és d’una funcié perqueé el valor de
zdeterminat per aquesta recta té com a minim més d'una imatge, fet impossible en

una funcio.
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6.3. Operacions entre funcions

6.3.1. Operacions basiques

Entre funcions diferents qualssevol, es poden realitzar certes operacions. Aquestes

operacions sén les que s’exposen a continuacio:

’Suma (o resta) de funcions‘ La suma (o resta) de dues funcions, f(z) i g(z), es

designa per f £ g i es calcula de la manera segiient:
(f£9)(z) = f(z) £ g()
Aquesta suma es pot calcular sempre que x estigui en el domini de les dues funcions
que se sumen.
Per exemple, la suma de les funcions f(z) =3z i g(z) = 42% —1 és
(f+9)(z) = f(z) +g(x) =3z +42° -1 =42” + 3z -1

La suma (o resta) de funcions té les propietats segiients:
e Commutativa: f+g=g=+ f
e Associativa: f+(g+h)=(f+g)+th

e Hi ha un element, denominat funcié zero, que és ’element neutre de la suma de
funcions, de manera que qualsevol funci6 sumada amb aquest element no varia.

Aquesta funci6 és z(x) = 0.

e Per a cada funci6 f(z), hi ha la funcié oposada —f(x) que, sumada a la funcié

original, resulta la funci6 zero.

Producte de funcions ‘ El producte de dues funcions, f(z) i g(x), es designa per f-g

i es calcula de la manera segiient:
(f-9)(x) = f(z) - g(x)
Aquest producte es pot calcular sempre que la variable x estigui en el domini de les
funcions que es multipliquen.
Per exemple, el producte de les funcions f(z) = 3z i g(z) = 42% — 1 és
(f-9)(x) = f(z) - g(x) = 3z~ (42” - 1) = 122° - 32

El producte de funcions té les propietats segiients:
e Commutativa: f-g=g-f
e Associativa: f-(g-h)=(f-g)-h

e Hi ha un element, denominat funcié unitat, que és el neutre del producte de
funcions, de manera que qualsevol funcié multiplicada per aquest element no varia.

Aquesta funci6 és u(z) = 1.

Operar amb funcions.

Les operacions essencials amb
funcions sén la suma, la resta, la
multiplicacid, la divisié i la
potenciacié. En tots els casos, el
domini de la funcié resultant és la
interseccié dels dominis de les
funcions amb les quals s'opera. En
el cas de la divisié, a més, no
pertanyen al domini aquells punts
que anullen el denominador. Una
altra operacié important entre
funcions és la potenciacié. En el
cas de la potenciacié, no pertanyen
al domini tots aquells punts que
anullen alhora la base i I'exponent.

/)




© FUOC e PID 00273913 181 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

’ Quocient de funcions | El quocient de dues funcions, f(z) i g(z), es designa per f i
g

(-5

Aquest quocient es pot calcular sempre que la variable z estigui en el domini de les

es calcula de la manera segiient:

funcions que es consideren i, a més, la funcié del denominador g(z) no sigui la funcié
0.
Per exemple, el quocient de les funcions f(z) = 2% - 1i g(z) =z +1 és

(i)(x):M—m2_1:x—l
g

g(z) z+1

Poténcia de funcions‘ La poténcia d’una funci6 f(z) per una altra funcié g(z) es

designa per f9 i es calcula de la manera segiient:
(77) (@) = F(2)*
Aquesta poténcia es pot calcular sempre que la variable, x, estigui en el domini d’amb-
dues funcions, f i g, i que cap de les dues funcions s’anullin.
Per exemple, la poténcia de la funcié f(z) = 4% — 1 per g(z) = 3z és

(fg) (33) = f(w)g(z) _ (41‘2 _ 1)31

6.3.2. Composicié de funcions i funcié inversa

Donades dues funcions, f i g, es pot definir la composicié de la funcié f amb la
funcié g. Aquesta composicio es designa per go f i es calcula de la manera segiient:
(go f)(z) =g(f(2))

Per tal de poder calcular la composicié de la funcié f amb la funci6é g en un punt a,

és necessari que f(a) pertanyi al domini de g.

Exemple. Composici6é de dues funcions.
Donades les funcions f(z) = z° i g(x) = 2z, es poden definir les composicions
de funcions:

(90 1)(@) = g(f()) = 9(z%) = 2 (27) = 227

(f09)(@) = f(9(2)) = f(2x) = (20)° = 4

Amb aquest exemple es pot observar com la composicié de funcions no és commu-
tativa. Es a dir, g o f no sol ser igual a f o g. En altres paraules, no és el mateix la

composicié de f amb g que la composicié de g amb f.

A partir del concepte de composicio de funcions, es pot definir el concepte de funcid
inversa d’una altra funcié. Si f és una funcio, es diu que g és la funci6 inversa de f

si es compleixen alhora les dues condicions segiients:
e (go f)(z) =z per a tot z que pertany al domini de f

e (fog)(z) == per atot z que pertany al domini de g

Per tant, aquestes condicions impliquen que el domini de la funcié f és igual a la
imatge de la funcio g, és a dir, que Dom f = Img. Aix0 significa que si f és una funcio
tal que f(3) =5, s’ha de complir (go f)(3) = g(f(3)) = g(5) = 3. Es a dir, que si la

Qué so6n la composicié de funcions i 9

la inversa d’una funcié?

La composicié d'una funcié f amb
una funcié g és una altra funcié,
go f, tal que a cada element del
domini hi fa correspondre g(f(z)).
Es diu que f i g sén inverses una
de l'altra si (go f)(z) =z i
(fog)(xz)=x. La funcié inversa de
f es denota per fﬁl.
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imatge del 3 per la funci6 f és 5, la imatge del 5 per la funcié g és 3. I aixd s’ha de

complir per a qualsevol valor de f.

De manera general, es diu que una funcié g és la inversa de f si es compleix que si
f(z) = y lavors g(y) = x. En cas de ser aixi, la funci¢ inversa de f es denota per f~ '
i, en particular, si y = f(z), s'escriu = = ' (y).

Aquest fet mostra com una propietat important, que es pot demostrar, és que si una
funcio té inversa aleshores ambdues funcions, la funci6 original i la seva inversa, son

bijectives.

Exemple. Funcions inverses.

Son parells de funcions inverses

flz)=xz+ai f_l(y) =y —a, amb a € R un parametre qualsevol
f(z)=a-=zi f_l(y) =qa -y, amb a € R un parametre qualsevol

f@)=a-zif(y)= 2, amb a € R un parametre qualsevol i a # 0
a

6.4. Caracteristiques d’una funcié

Les funcions es classifiquen en tipus diferents depenent de com s’utilitza la variable
independent. En particular, cada un d’aquests tipus de funcions presenta un domini,
una imatge i una forma grafica especifica. En aquest sentit, es pot parlar de families

de funcions: polinomiques, trigonométriques, exponencials, logaritmiques...

Exemple. Tipus de funcions.
f(z) = 52 — & — 2 és una funci6 polinomica.
g(z) =sin(z) és una funci6 trigonométrica.

h(z) = 3" és una funcié exponencial.

Quan les funcions sén tan especifiques, és possible determinar certes caracteristiques
de la seva forma en particular. A banda del seu domini i recorregut, aquests trets
principals son les interseccions de la funcié amb els eixos coordenats, la determinacié
de possibles simetries, els intervals de creixement i decreixement, I’existéncia de punts
extrems, els intervals de concavitat o convexitat, I’existéncia de punts d’inflexi6 i el

seu comportament asimptotic.

Els temes que segueixen presenten les principals families de funcions, que cal no
solament conéixer, siné també saber identificar i representar graficament. Amb I’estudi
d’aquestes families de funcions, s’introdueixen els termes que fan referéncia als trets
caracteristics de qualsevol funci6. Es presenten aquests trets i s’explicita com poden

determinar per a cada una de la familia de funcions que s’estudia.
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6.5. Funcions definides a trossos

De manera general, una funcié es defineix com una expressi6 algebraica que s’aplica en
un domini concret. Tanmateix, una funcié pot estar definida per diverses expressions
algebraiques diferents, cada una d’elles associada a un tros especific del seu domini.
Aquestes funcions, que presenten una definici6 diferent per cada un dels trossos del
domini en qué estan definides, s’anomenen funcions definides a trossos o funcions

per parts.

En particular una funci6 definida a trossos es distingeix per la seva expressio alge-
braica global, que ve donada per més d’'una férmula. Aixi, per a trobar el valor de
la imatge de qualsevol punt del seu domini cal aplicar una o altra férmula atenent
el valor que pren la variable independent. Per aquest fet, en una funcié definida a
trossos és imprescindible acompanyar cada una de les formules que la defineixen pel
seu domini d’aplicaci6. En altres paraules, cal indicar sempre el conjunt de punts de
la variable independent en qué és valida la férmula que I’acompanya. En general, cada
un dels trossos en qué cal aplicar cada una de les formules s’especifiquen com a punts

o intervals.
D’acord amb aquesta definicio, ’expressiéo general d’una funcié definida a trossos
presenta ’aspecte segiient:

fi(z), sizelh

Fa) = fo(z), sizely

fn(z), sizely

en qué per a k € N, fr(x) representa cada una de les formules que defineixen la funcié
i Iy, representa l'interval o punt del domini de la funcié en qué s’ha d’aplicar aquesta

formula en concret. Aleshores, es compleix que Dom(f)=I; Ula U... Ip.

Exemple. Expressi6 d'una funcié definida a trossos

r+mw, six<-7
f(z) = sin(z), si —m<z<m

1, sim<ax<2m
Aixi, en particular, resulta que:
f(2n)=-2mr+7=-7
f(-m)=-m+mw=0
£(0) =sin(0) =1
f(m) =sin(7w) =0
f(3)=1

La funci6 f(z) que presenta ’exemple és una funcié definida a trossos. Concretament
presenta tres trossos. El primer tros esta definit per a valors de x menors que —m.
En aquest primer tram la imatge de la funcié esta definida per la funcié lineal x + 7.

En canvi, per a valors compresos entre —7 i 7, la funci6 esta definida per 'expressio
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trigonométrica sin(x), i per a valors menors que 27, la imatge pren sempre el valor
constant 1. Observem, a més, que la funcié no té cap definicié associada per a valors
més grans que 27. Aquest fet indica que el domini global de definici6 de la funcio
f(x) no son tots els reals, siné només 'interval (—oo, 27].

La representacié grafica d’una funci6é definida a trossos es caracteritza perqué s’hi
poden distingir clarament les diverses parts que la defineixen. Aquestes parts es poden

veure unides o separades.

Exemple. Grafica d’una funcié definida a trossos

La grafica de la funci6 f(z) de I’exemple anterior és:
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Resum

Concepte de funcio '

’ Correspondéncies entre conjunts

Definicié. Una correspondéncia entre dos conjunts és una relaci6 entre ambdos
conjunts que fa correspondre a elements del primer conjunt elements del segon con-

junt.

Representacié. Graficament, les correspondéncies entre conjunts es representen amb
diagrames. Els conjunts es representen amb formes ovalades i les correspondéncies que
s’estableixen entre ells amb fletxes que relacionen els elements que contenen aquestes

formes.

Exemple i elements. En una correspondéncia com la que mostra la imatge, s'iden-

tifiquen:

e El nom de la correspondéncia: R.

e El conjunt de partida: A = {2,4,6,8,41}.
e El conjunt d’arribada: B = {1,3,5,6}.

e El domini de R: DomR = {2,4,6,8}.

e Laimatge de R: ImR = {1,5,6}.

e La imatge d’elements concrets:

o La imatge de 'element 2 és I’element 1.

o La imatge de I’element 4 sén els elements 5 i 6.
e L’antiimatge d’elements concrets:

o L’antiimatge de ’element 6 és ’element 4.

o L’antiimatge de ’element 1 sén els elements 2 i 6.



© FUOC e PID 00273913 186 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

Aplicacions i funcions

Exemples i definicié.

S’anomena aplicacié tota correspondéncia en qué cada element té una tnica imatge.

Quan una aplicaci6 és definida entre conjunts numeérics, s’anomena funcié.

Tipus d’aplicacions. Es distingeixen tres tipus d’aplicacions segons com és la seva

imatge:

e Exhaustives: aplicacions tals que la seva imatge coincideix amb el conjunt d’ar-

ribada.

e Injectives: aplicacions tals que cada element de la imatge només té una tnica

antiimatge.

e Bijectives: aplicacions exhaustives i injectives al mateix temps.

Representacié de funcions

Hi ha diferents maneres de representar una fumcio.

Taula d’una funcié. Es una taula de valors amb dues columnes. La columna de
I'esquerra conté valors del domini de la funci6 i la columna de la dreta conté els
valors corresponents de la seva imatge.

Ezemple: taula de la funcié I’ anterior.

DomF | ImF

41




© FUOC e PID 00273913 187 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

Expressié d’una funcié. Es una expressio algebraica amb una variable que permet
trobar la imatge de qualsevol element del domini de la funci6. Per a determinar la
imatge, s’ha de substituir la variable de I’expressi6 pel valor del domini que aquest
pren, i operar d’acord amb 'expressi6 donada.

Exzemple: Si la funci6 g és aquella que fa correspondre a un nombre el mateix nombre
al quadrat, la seva expressié ha de ser g(z) = 22 Aleshores, la imatge de 4 per la

funcio g és 16, perqué g(4) = 42 = 16.

Grafica d’una funci6. Es el conjunt de tots els punts (z,y) del pla cartesia tals
que les seves coordenades coincideixen amb els valors del domini i les imatges cor-
responents d’aquesta funci6. En aquest cas, la primera coordenada, x, correspon a
un valor del domini, i la segona coordenada, y = f(z), denota el valor corresponent
de la imatge. Per a dibuixar la grafica d’una funcié, s’han de dibuixar tots els punts
continguts en la taula de la funci6.

Ezemple: la grafica de la funcié f(x) = 2z quan el domini és interval [-3,3]:

’ Operacions amb funcions

Si f i g son dues funcions, es poden definir les operacions segiients:

e Suma (o resta) de les funcions f(z) i g(z). Es designa per f + g i es calcula
(f+£g9)(z) = f(z) £ g(x). Aquesta suma es pot calcular sempre que zestigui en el

domini d’ambdues funcions, f i g.

e Producte de les funcions f(x) i g(z). Es designa per f-gies calcula (f-g)(z) =
f(z) - g(z). Aquest producte es pot calcular sempre que x estigui en el domini
d’ambdues funcions, f i g.

e Quocient de les funcions f(z) i g(z). Es designa per ! i es calcula (i) (z) =

g g

f(z)

ﬁ. Aquest quocient es pot calcular sempre que z es trobi en el domini d’amb-
g(z

dues funcions, f i g i, a més, g(z) no sigui 0.
e Poténcia de les funcions f(z) i g(z): es designa per f7 i es calcula com (f9) (z) =

f(ac)g(m). Aquesta poténcia es pot calcular sempre que z estigui en el domini

d’ambdues funcions, f i g, i, a mA©s, que f(z) i g(x) no siguin 0.

e Composicié de la funci6 f amb la funcié g. Es una altra funcié, que es designa
per go f, que compleix (go f)(x) = g(f(x)). Aquesta nova funcié es pot calcular

sempre que f(x) estigui en el domini de la funcié que s’aplica en segon lloc, g.
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e Inversa d’una funcié. Les funcions f i g s6n inverses una de ’altra si

(go f)(z) =z i (fog)(z) =z alhora. Si hi ha inversa, ambdues funcions sén

bijectives. La funcié inversa de f es denota per f_l.
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Exercicis resolts

1. Digueu si aquestes correspondéncies sén funcions. En cas afirmatiu, feu la
taula de valors de cada una i digueu si sé6n bijectives, exhaustives o injectives.

Solucio:
Totes les correspondéncies son funcions perqué cada element del conjunt de sortida només té
una imatge. Les seves taules de valors son:

1 69 2 5 2 1
3 6 4 6 4 6
5 1 6 3 6 3
8 69 8 1 8 5

41 9

Aleshores, podem dir:
e [ no és ni injectiva ni exhaustiva.
e (G ésinjectiva perqué cada element de la imatge té només una Gnica antiimatge.

e H és bijectiva perqué és injectiva (cada element de la imatge té només una Unica antii-
matge) i també és exhaustiva (la imatge coincideix amb el conjunt d’arribada).

2. Determina el domini i, si n’hi ha, els punts de tall amb els eixos d’aquestes

funcions:
(a) f(z)=22-22+1
(b) g(x)=
(¢) h(z)=3
z2 -1
(@ a(e) = ==

(e) b(z)=Vz+1
(f) c(z)=vVaz2-1
Va2 -4

x+5

(g) d(z) =

Solucio6:

(a) f(z)=x?-20+1
Domini: Tota la recta real, perqué es tracta d’un polinomi.
Punts de tall:
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e EixY:Siz=0, f(z) = f(0) = 1. Per tant, el punt (0,1).
e EixX: f(z)=0=22-2x+1=0= z=1. Per tant, el punt (1,0)
1
(b) g(z) ==
x
Domini: Tota la recta real excepte els valors que anullen el denominador, és a dir, tots
menys el 0 {(z # 0). Per tant, R\{0}
Punts de tall:
e Eix Y: Si z =0, g(0) no existeix perqué x = 0 no és del domini de la funci6. Per
tant, no existeixen punts de tall amb l’eix Y.
e Eix X: No existeix cap = qe compleixi g(z) = 0. Per tant, no hi ha punts de tall
amb Peix X.
(c) h(z)=3
El domini és tota la recta real, perqué qualsevol nombre té la imatge igual a 3.
Punts de tall:
e Eix Y: Si z =0 = h(z) = 3. Per tant, el punt (0, 3).
e  Eix X: Com que h(z) ha de ser sempre 3, no pot ser mai 0. Per tant, no hi ha punts
de tall amb P’eix X.

2
e -1
d) a(x) =
(@ a(@) = 2
Domini: Tota la recta real, excepte aquells valors que anullen el denominador. Els valors
que anullen el denominador sén: x +2 = 0 = x = —2. Per tant, el domini és R\{-2}.
Punts de tall:
e EixY:Si :c:(]:wz(O):f%. Per tant, el punt (0,—%).
e EixX:Sia(z)=0=2%2-1=0=2z={1,-1}. Per tant, els punts (1,0) i (-1,0).
(e) b(z)=Vz+1
Domini: L’interior de ’arrel no pot ser negatiu. Aixo vol dir que, necessariament, x+1 >
0 = z > -1. Per tant, el domini és l'interval [-1, +0c0).
Punts de tall:
e Eix Y:Siz=0=b(0)=1. Per tant, el punt (0,1).
¢ FEixX:Sib(z)=0=z+1=0= z=-1. Per tant, el punt (-1,0).

(f) c(z)=Va?-1

Domini: L’interior de 1’arrel no pot ser negatiu. Aixd vol dir que, necessariament, 2 —
1>0= 22 >1 = |z] > 1. Per tant, el domini és producte de la unié dels intervals
(—o0,-1]U[1,+00).

Punts de tall son:

e Eix Y: Si z =0, ¢(0) no existeix perqué z = 0 no és del domini de la funcié. Per
tant, no hi ha punts de tall amb l’eix Y.
e Eix X:Sih(z)=0=x?=1=x={-1,1}. Per tant, els punts (-1,0) i (1,0).

(6) da) =20,

Domini: En aquest cas s’han de complir dues condicions:
° L’interior de ’arrel no pot ser negatiu. Aixo vol dir que 22-4>0 = 22 >4 = |z > 2.
. El denominador no es pot anullar. Aixo vol dir que z+5+0 =z # -5

Per tant, el domini és producte de la unio de les tres condicions: ((—oo0,-2] U [2,00))\{-5} =

(_007 _5) U (_57 _2] U [27 oo)

Punts de tall:

e Eix Y: Si z = 0, d(0) no existeix perqué = = 0 no és del domini de la funcié. Per
tant, no hi ha punts de tall amb l’eix Y.

e EixX:Sid(z)=0= Vz2-4=0= 22 =4= {-2,2}. Per tant, els punts (2,0) i
(-2,0).
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Exercicis per a practicar amb les solucions

3. Doneu ’expressié d’una funcié que tingui aquesta taula:

2 | f(@)
-2 5
1
5
17
26
37

O T N O

4. Trobeu les imatges de la funcié f(z) = 322 - 2z + 1 pels valors 0, 1 i -3.

5. Digueu si aquestes grafiques corresponen a una funcio:
Grafica 1:

Grafica 2:

6. Siguin les funcions: f(z) = 222 -3z + 1, g(x) =3z + 1 i h(z) = ¢®. Determineu les
composicions de funcions segiients:

(@) (fog)(z)

(b) (gof)(=)

(e) (foh)(x)

(d) (hogof)(z)
Solucions:

3. f(z)=22+1

4. Per a trobar les imatges dels valors demanats, s’ha de substituir la variable de 1’expressi6
pel valor donat i, posteriorment, operar d’acord amb I’expressié numeérica resultant:

(a) f(0)=1
(b) f(1)=2
(c) f(-3)=34

5. La primera grafica si que correspon a una funcid, perd la segona no perqué hi ha valors
que tenen més d’una antiimatge, per exemple, x =0 on f(0) = {-1,1}.
6. Les funcions composici6 resultants son:
(a) (fog)(x)=1822+3z
(b) (go f)(z) =622 -9z +4
(¢) (foh)(z)=2(e")?-3e* +1
(d) (hogo f)(a) =0 9u+d
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7. Funcions polindémiques
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7.3.1. Definicio i exemples ........ccoiiiiiiiiiiiiii i

7.3.2. Representacio grafica ...t

7.4. Funcions polindmiques .......ccoiiiiiiiiiiiiiiieiennnnn.

7.4.1. Definicido i exemples ......coooiviiiiiiiiiiiii

Una funci6 polinomica és tota aquella funcié que té per expressié algebraica un po-

linomi. L’estudi de les funcions polindomiques es fa segons el grau del polinomi, i

per tant té sentit comencar per les funcions que tenen per expressié un polinomi de

grau 1, és a dir, quan en l'expressio algebraica de la funcié la variable apareix un

sol cop multiplicada per ella mateixa. Comencem, doncs, per conéixer aquests casos

particulars de funcions polinomiques.

7.1.

7.1.1.

Una funci6 lineal o de proporcionalitat directa és aquella funci6 I’ expressio de

la qual és el producte d’'un nombre per la variable. En altres paraules, es diu que f

Funcions lineals

Definicié i exemples

és una funci6 lineal (o de proporcionalitat directa) si

f(=

Qué caracteritza una funcié lineal? Q

L'expressié algebraica d'una funcié
lineal o de proporcionalitat directa
és producte d'un polinomi de grau
1 sense terme independent, és a
dir, del tipus f(x) = az. El nombre
a rep el nom de pendent de la recta
i informa de la seva inclinacié. La
grafica corresponent és una recta
que passa per |'origen de
coordenades.

on ¢ és un nombre real qualsevol. El nombre que multiplica la variable, a, es denomina

ra6é de proporcionalitat.

Exemple. Funcions lineals i raé de proporcionalitat.

g(z) = 2z, és una funcié lineal amb ra6 de proporcionalitat 2.
h(x) = 4z, és una funcié lineal amb ra¢ de proporcionalitat 4.

s(x) = =3z, és una funci6 lineal amb ra6é de proporcionalitat —3.
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Per estudiar la forma de la grafica d’una funci6 lineal, es pot crear, en primer lloc,

una taula de la funcié. D’aquesta manera, en representar els punts de la taula s’obté

la grafica associada. Ho exemplifiquem amb la funcié f(z) = 2z. Exemple

Una taula de valors associada a la funci6 f(z) = 2z és la que apareix en el marge. En i ffz)
representar els punts que conté aquesta taula en el pla cartesia s’obté la primera de -0.8 ‘1'2
les dues grafiques que hi ha a continuaci6. En observar aquesta grafica de punts, es :g:i :0:8
pot deduir, de manera gairebé directa, on dibuixar tots els punts de la grafica de la 70?‘22 70(?'44
funci6. El resultat d’aquest fet dona una recta que passa per ’origen de coordenades, 0.4 0.8
tal com mostra la grafica de la dreta. Aquesta segona grafica correspon a la grafica g:: 12
de f(z) = 2z. ! 2

Taula de la funcié f(z) = 2z

7.1.2. Representacid grafica

La grafica de qualsevol funcio lineal és una recta que passa per l'origen de coordenades.
Aixo es deu al fet que qualsevol funci6 lineal és de la forma f(z) = az, on a és un
nombre real no nul. En buscar la imatge del 0, s’obté £(0) = a-0 = 0. En conseqiiéncia,
la imatge del 0 sempre és 0 i, per tant, el punt (0,0) pertany sempre a la grafica de

la funcio.

Aixi, per a dibuixar una funcié lineal qualsevol del tipus f(x) = az, només cal seguir

aquests passos:

1) Es troba la imatge d’un valor qualsevol xg del domini de la funcié que no sigui el

0, doncs ja sabem que la imatge del 0 és f(0) = 0.

2) Es marca el punt P que correspon a aquest parell ordenat en el pla cartesia:

(20, f(20))-

3) Es traga la recta que passa pel punt (0,0) i pel punt P anterior. Aquesta recta es

correspon amb la grafica de la funci6 lineal.

La grafica de qualsevol funcié s’ha d’interpretar mirant-la d’esquerra a dreta. Dit
aixo, en dibuixar diverses funcions lineals, com per exemple f(z) = -2z, g(z) = —=,
h(z) = —%x, t(z) = 3z, s(z) = %x i r(z) = 2z, es pot observar com varia el pendent

(o inclinaci6) de les rectes. En particular, es té que:

e Si la ra6 de proporcionalitat és positiva, la recta creix amb més rapidesa com
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més gran és la rad. Aquest fet s’observa en comparar les grafiques de les funcions

t(z) = 3z, s(z) = %a: i r(z) = 2z, tal com mostra la imatge segiient:

e Si la ra6 de proporcionalitat és negativa, la recta decreix amb més rapidesa com
més petita (més negativa) és la ra6. Aquest fet s’observa en comparar les grafiques
de les funcions f(z) = -2z, g(z) = -z i h(z) = —%x, tal com mostra la imatge

segiient:

Atesa la relacio que hi ha entre la ra6 de proporcionalitat i el pendent de la grafica,

la ra6 de proporcionalitat també se 'anomena pendent de la recta.

7.2. Funcions afins
7.2.1. Definicid i exemples

Una funcié afi és aquella funcié 'expressio algebraica de la qual és producte d’'un

polinomi de primer grau, és a dir, de la forma

on a i b sén dos nombres reals qualssevol. El coeficient de la variable, a, es denomina
pendent, com en el cas de la funci6 lineal. L’altre nombre, b, es denomina terme

independent o ordenada a l’origen. D’acord amb aquesta expressio, I'inica diferéncia

Qué caracteritza una funcié6 afi? 9

L'expressié algebraica d'una funcié
afi és un polinomi de grau 1, és a
dir, del tipus f(z) = az + b. El
nombre a rep el nom de pendent de
la recta i informa de la seva
inclinacié. El nombre b s'anomena
terme independent i informa del tall
amb l'eix Y. La grafica d’una funcié
afi és una recta.
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que hi ha entre una funci6 afi i una funcié lineal és que la funcié afi afegeix el terme

independent b.

Exemple. Funcions afins i els seus elements.
g(z) = 3z — 2 és una funci6 afi amb pendent 3 i terme independent —2.

h(x) = 2x — 7 és una funci6 afi amb pendent 2 i terme independent —7.

7.2.2. Representacid grafica

En representar diferents punts d’una funci6 afi, es pot arribar a deduir la forma de la

seva grafica. Exemple
. ., . @ f(z)
Per exemple, considerem la funcié f(z) = 2z + 3 i calculem una taula de valors de la 3 _3
funci6 com la del marge. Aleshores, la representacié grafica resultant és la grafica de -2:5 | -2
-2 -1
punts que mostra la primera de les dues imatges que hi ha a continuaci6. A partir -1.5 0
d’aquesta grafica de punts es pot deduir la grafica completa de la funci6 considerada, _;15 ;
f(z) = 2z + 3. Es tracta d’una recta que no passa per 'origen de coordenades, tal 0 3
0.5 4
com mostra la segona de les dues imatges de sota. 1 5
1.5 6
2 7
0 e 2.5 8
¥ 3 9
L] Taula de la funcié f(z) =2z +3

Aixi, conegut el fet que acabem d’observar, és possible representar una funcié afi a
partir de la seva expressi6 algebraica. Si f(z) = ax + b és l'expressio general d'una

funcio afi, els passos a seguir per a representar-la graficament es poden resumir aixi:

1) Es busquen dos parells ordenats P i Q: (zo, f(z0)) i (z1, f(z1)) que pertanyin a

la grafica de la funcié6.
2) Es representen els punts P i Q en el pla cartesia.

3) S’uneixen els punts dibuixats mitjangant una recta.

Aquesta recta resultant correspon a la grafica de la funcié afi f(z) = az +b.

En la grafica de tota funci6 afi f(x) = ax +b es distingeixen dos punts de manera des-

tacada. Aquests son els punts de tall amb els eixos de coordenades. Més concretament:

e El punt intersecci6 entre la recta de la funci6 i I'eix Y. Aquest punt és (0, f(0)).



© FUOC e PID 00273913 196 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

En particular, com que per definicié de la funcié afi f(0) és el terme independent

b de l’expressi6 de la funci6, el punt intersecci6 és exactament (0,b).

e El punt intersecci6 entre la recta de la funci6 i ’eix X. Aquest punt es pot trobar
calculant I'antiimatge del 0, és a dir, = tal que f(z) = 0. Si T és la solucié d’aquesta
equaci6, el punt d’interseccié amb 'eix d’abscisses sera (Z,0). Més concretament,

com que f(z) =ax+b=0=x = —%a # 0, i per tant el punt és exactament

(=%0)-

Exemple. Punts de tall d’'una funcié.

Considerem la funci6 f(z) = 3z — 2. Aleshores:
La interseccié de f(z) amb leix Y és (0, £(0)) = (0,-2).

La funcié f(z) talla I'eix X en un punt tal que la seva coordenada d’orde-

nades compleix

2
f(w)zOc»Bm—Q:O(:»w:g

Per tant, el punt intersecci6 de la funci6 amb l'eix X és (%, O).

Vegem els punts de tall en la segiient grafica:

G

4 a 2 1 o i 2 3 4

-”) punt de tall amb l'eix d'abeises

(1), —2) : punt de tall amb 'eix d'ordenades

Expressioé de la funcié donats dos punts. A vegades és necessari determinar la
funcié afi que passa per dos punts determinats.

Donada l’expressi6 general d’una funcié afi, f(z) = az + b, sabem que a indica el
pendent de la funci6 i b el seu terme independent. Si volem trobar ’expressié alge-
braica de f(z), hem de trobar els dos valors, a i b. Per a aconseguir-ho, és necessari
definir un sistema d’equacions que caldra resoldre posteriorment. Vegem-ho amb un

exemple.
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Exemple. Com trobar una funci6 afi a partir de dos punts.

Volem trobar una funcié afi de manera que la seva grafica contingui els punts
del pla (1,-1) i (-2,-7).

Com que el punt (1,-1) és de la grafica de la funci6: f(1) = —1. Com que
busquem f(z) =azr+b,a-1+b=-1.

Com que el punt (-2, -7) és de la grafica de la funcio, f(-2) = —7. Pel mateix
raonament que abans, a-(-2) +b=-2a+b=-T.

Cal resoldre el sistema d’equacions que sorgeix de les dues condicions anteriors

a+b =-1

—2a+b =-T7

En resoldre el sistema s’obté que les solucions del sistema séon a =2 i b = -3.
Nomeés cal substituir el valors de a i b trobats en I’expressié general f(z) =
ax + b, d’on resulta

f(z)=22-3

7.2.3. Propietats

En comparar la grafica de diverses funcions afins que tenen el mateix pendent, s’ob-
serva que totes elles son rectes paralleles. Aixi es visualitza en la figura segiient,
que presenta les grafiques de les funcions f(x) = 3z, g(x) =3z + 1, h(z) =3z +21i
s(x) =3z -1.

Que les rectes siguin paralleles vol dir que 'inica modificacié grafica que té lloc en
modificar el terme independent d’una funci6 consisteix a desplagar parallelament la
recta. Alhora, es pot observar que una funci6 lineal no és més que una funci6 afi en
qué el terme independent és 0. Dit d’una altra manera, es tracta de la corresponent

funcio6 afi que passa per l'origen.

D’acord amb aquest dltim fet, es distingeixen tres tipus de funcions afins atenent

al valor del seu pendent. Aquestes son:
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e Les funcions afins que creixen a mesura que es desplaga la vista cap a la dreta.
S’identifiquen com a funcions creixents i es corresponen amb les que tenen el

pendent positiu. Es a dir, f(z) = az +b amb a > 0.

e De manera similar, pero en sentit invers, les funcions afins que decreixen a mesura
que desplacem la vista cap a la dreta. Aquestes funcions es denominen funcions
decreixents i es corresponen amb les que tenen el pendent negatiu. Es a dir,

f(z) =az+bamb a<0.

e Finalment, les funcions afins que sén paralleles a I’eix X. S6n funcions constants
i es corresponen amb les que tenen el pendent nul. Es a dir, f(z) = ax + b amb
a=0.

Exemple. Tipus de funcions afins.

Funci6 afi constant: f(z) =3, té pendent 0.
Funci6 afi creixent: h(z) = 3z — 4, té pendent 3 > 0.

Funci6 afi decreixent: g(z) = =2z + 4, té pendent —2 < 0.

Les grafiques corresponents a aquestes funcions sén

=y
\ flz) =3 /

D’acord amb les definicions anteriors, una funci6 afi és creixent quan, a mesura que
augmenta el valor de la variable, z, també augmenta el valor de la imatge de la funcio,
Y.

Per contra, una funci6 és decreixent quan, a mesura que augmenta el valor de la z,
disminueix el valor de la y.

Finalment, una funcié és constant quan el valor de la imatge, y, no canvia en variar

el valor de la variable, z. Una funcié constant no és creixent ni decreixent.

7.3. Funcions quadratiques
7.3.1. Definicié i exemples

L’expressié d’una funcié quadratica correspon a un polinomi de segon grau amb una

tnica variable. Es a dir, és de la forma

f(2) =az® + bz +c

amb a,b,c € Ria#0 (si a =0 aleshores tenim una funcié afi i no quadratica). a és el

Qué caracteritza una funcié
quadratica?

L'expressié algebraica d'una funcié
quadratica és un polinomi de grau
2. La seva representacié grafica és
una parabola i els punts essencials
d’ella sén I'eix de simetria, el vértex
i les branques.

o
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coeficient de segon grau, b el coeficient de primer grau i ¢ el terme independent.

Exemple. Funcions quadratiques.

flz) = 322 + 2z — 2 és una funci6 quadratica amb terme de segon grau 3,

terme de primer 2 i terme independent -2.

g(z) = 2% + 5 és una funcié quadratica amb terme de segon grau 1 i terme

independent 5. No té terme de primer grau.

Per a representar una funci6 quadratica, en primer lloc convé construir una taula de

valors amb alguns dels valors de la funci6é. Vegem-ho amb un exemple. Exemple
. ., 2 z f(z)
En el marge hi ha una taula que correspon a la funcié f(z) = 3z — 3z - 6 (no 06 | —3.12
s’han inclos més valors a la taula perqué seria massa extensa). En representar els —0.5 1 -3.75
-0.4 | -4.32
punts que conté aquesta taula, s’obté la grafica de 'esquerra. A partir d’aquesta -0.3 | -4.83
N i . . . . . -0.2 | -5.28
grafica no és complicat deduir que la representacié completa de la funci6 quadratica o1 567
2 - )
f(x) = 32" — 3z — 6 en l'interval [-2, 3] és la que presenta la figura de la dreta. 0 -6
01 | -6.27
02 | -6.48
( / 0.3 | -6.63
\ / 0.4 | -6.72
' 0.5 -6.75
\ /
X | Ji 0.6 -6.72
i : \ - / 0.7 | -6.63
\ )
o . \ / 0.8 | -6.48
2 ' A ' Vi 0.9 | -6.27
e . \\\ q ! -
A . gt I 11 | -5.67
. - \_\ I
g 1.2 | -5.28
1.3 | -4.83
1.4 | -4.32
. , 1.5 | -3.75
Com en els casos anteriors, observem que, una vegada representats els punts d’una L6 510

taula de valors de la funci6, no és complicat deduir la representacié de tots els punts
Taula de la funcié f(x) = 322 - 30 -6
en qué la funcié és definida, i es dona lloc aixi a la grafica de la funcié. En el cas de

les funcions quadratiques, la grafica resultant és una corba.

7.3.2. Representacid grafica

Tal com s’acaba de veure, la grafica d'una funcié quadratica és una corba. Aquesta

corba rep el nom de parabola.

Elements principals d’una parabola. Tota parabola presenta uns elements des-
tacats. Anirem definint quins sén aquests elements i alhora veient-los amb un exemple

concret a partir de la funcié f(z) = 322 - 3z — 6.

e L’eix de simetria. Tota parabola és sempre simétrica respecte d’una recta, que
rep el nom d’eiz de simetria. De manera general, si f(z) = az? + bz +c =0 és
I'expressi6 de la funcié quadratica, aleshores x = —2% és I'equaci6 de la recta que

defineix I'eix de simetria de la funcio.
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D’acord amb la taula de valors de la funcié f(z) = 322 -32-6 anterior, el
valor d’aquesta funci6é f quan x = 0.5 és —6.75. En estudiar les imatges dels
valors de = de la funcié f, observem que aquest és I’inic punt de la funcié en
qué el valor de la imatge no s’assoleix per altres valors de z. En canvi, si que

es repeteixen per qualsevol altre valor de x.

Ed f(z) @ f(z)
-0.5 -3.75 1.5 -3.75
-0.4 -4.32 1.4 -4.32
-0.3 -4.83 1.3 -4.83
-0.2 -5.28 1.2 -5.28
-0.1 -5.67 1.1 -5.67

0 -6 1 -6
0.1 -6.27 0.9 -6.27
0.2 —6.48 0.8 -6.48
0.3 -6.63 0.7 -6.63
0.4 -6.72 0.6 -6.72

Es clar, doncs, que a banda i banda de z = 0.5 els valors de la funci6 f es
van repetint. Aquest fet es pot visualitzar dibuixant una recta perpendicular a
I’eix X, que passi pel punt z = 0.5. En dibuixar aquesta recta es veu clarament
que la part de la grafica que queda a l’esquerra d’aquesta recta és la imatge

reflectida de la part dreta, i es mostra aixi la simetria de la funcié.

e El vértex. La interseccié entre la parabola i I'eix de simetria és un punt que rep
del nom de veértez de la parabola. En particular, si f(x) = az® +br+cés I'expressio
general de tota funci6 quadratica, el vértex de la parabola té com a coordenada

b
d’abscisses = = o0 Aleshores, el punt sera producte del parell ordenat:
a
~b (b -b b2 b
P f a =\ — 7 tc¢
2a 2a 2a 4a 2a

Seguim amb la funcié f(z) = 32°—32—6 . Hem vist que el vértex de la parabola
és en el punt de coordenades (0.5, -6.75).

Fem la comprovaci6 analitica: per ser f(z) = 322 - 3z — 6, tenim a =3, b= -3
i ¢ = —6. Per tant, la coordenada z del vertex és x = —% = % = 0.5, tal com
haviem observat anteriorment.

e Les branques. A partir del vértex de la parabola, aquesta es desenvolupa en
dos tracos simétrics a banda i banda, cadascun dels quals es denomina branca.
Ambdues branques es poden dirigir cap amunt o bé cap avall.

En particular, si f(x) = az® +bx+c és I’expressio general d’una funcié quadratica,

es té que:

o Si a > 0, les dues branques de la parabola es dirigeixen cap amunt, i la funcio

és decreixent en l'interval (—oo, —%) i creixent en l'interval (—%, +c>o).

o Si a <0, les dues branques de la parabola es dirigeixen cap avall, i la funcié és

. 9 _ _L . . 9. _i
creixent en l'interval ( 00, QG), i decreixent en l'interval ( 2a,+c>o).
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e

Juntament amb el vértex, altres punts importants d’una parabola sén les interseccions

de la parabola amb els eixos coordenats.

e Tota parabola té una tnica intersecci6 amb ’eix Y. Per a trobar-la, n’hi ha prou
de calcular la imatge de x = 0. Aleshores, el punt intersecci6 és (0, f(0)). Si tenim

en compte que f(z) = az® + bz + ¢, veiem que sera el punt (0,¢).

e Per a trobar la interseccié de la parabola amb 'eix X, s’ha d’igualar la funcié a
0. Es a dir, s’ha de resoldre Pequaci6 de segon grau f(x) =0, denominada equa-

cid associada a la funcié quadrdatica. De manera general, aquests punts es poden

. - _ =bxVb2-dac | . , . .
escriure (Z,0), on T = R V— son les solucions de ’equacié associada a
a

la funci6 (si en té).

La imatge segiient mostra tots els punts de tall de la funcié f(z) = 322 — 3z — 6 amb

els eixos.
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Tal com acabem de veure, les interseccions d’una funcié quadratica amb 'eix X es
corresponen amb les solucions de 1'equacié associada f(z) = az® + bz + ¢ = 0. Com
que una equacié de segon grau pot tenir dues, una o cap soluci6é en funcié del seu
discriminant A = b> —4ac, una parabola podra tenir dues, una o cap interseccions amb
I'eix X depenent de si I’equacio associada té dos, una o zero solucions. En particular,

doncs, es conclou que una funcié quadratica f(z) = az? + bz + c té:
e Dos punts de tall amb 'eix X si A = b% - dac>0
e Un punt de tall, que resulta doble, amb l'eix X si A = b? —dac=0

e Cap punt de tall amb 'eix X si A = b2 - dac<0

Exemple. Punts de tall d’una funci6 quadratica amb ’eix X.
Vegem un exemple d’una funcié quadratica que talla I’eix X en dos punts, una

altra en un punt i una tercera que no talla mai I’eix X.
e A lesquerra, f(z) = 372 — 3z — 6. Aquesta funcié talla I’eix X en dos punts
perqueé 'equacio 322 — 32— 6 = 0 té dues solucions: z = -11i z = 2.

e En el centre, g(x) = 22 — 4z + 4. Aquesta funcié talla I'eix X en un sol punt

perqueé 'equacid 22 — 4z +4 = 0 té una tnica solucié: z = 2.

e A la dreta, h(z) = 22° — 3z + 6. Aquesta funcié no talla 'eix X perqué

I’equacid 222 -3z +6 =0 no té cap solucib.

f(:c)=3:c2—3z—6 g(x)=:v2—4x+4 h(a:)=2:c2—3z+6

També concloem que si una parabola talla en dos punts 'eix X, 'equacié de segon
grau associada a la funcié quadratica té dues solucions; si talla en un tnic punt,

I'equacié té una tnica solucié, i si no talla en cap punt, 'equacié no té cap solucié.

Representacié d’una parabola. Donada I’expressié d’una funcié quadratica, se’n

pot obtenir la representacié grafica en el pla cartesia seguint uns passos concrets.
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Vegem quins sén a través d’un exemple concret.
Suposem que volem representar graficament la funci6é quadratica f(z) = 422 — 42— 35.

Aleshores:

1) Es troba el vértex de la parabola, que té com a coordenada x = ~5
a

2) Es troben diferents parells de punts de la funcié que tinguin la coordenada x
equidistant respecte de la coordenada x del vértex, i es representen aquests punts
juntament amb el vértex. N’hi ha prou de representar dos punts equidistants del

vértex per a fer-nos una idea de la forma de la parabola.

3) S’uneixen aquests punts amb una corba parabolica; el vértex no ha de ser de
forma punxeguda, sin6 arrodonida. A més, les branques de la parabola s’han
d’elevar o dirigir cap avall segons si el terme de segon grau és positiu o negatiu,

respectivament, de manera que sempre es vagin obrint.
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Modificacions en I’expressio algebraica i efectes en ’expressié grafica. Mo-

dificar els coeficients d’'una funcié quadratica comporta canvis en la parabola resul-
. 2 . I s

tant. Si az” +bx + c és 'expressié general d’una equacié de segon grau, aquests passos

es poden resumir en els aspectes segiients:

e La modificaci6 del terme independent, ¢, d’una funcié quadratica provoca el des-
placament vertical de tota la parabola associada: si el terme augmenta, la parabola

PUja, i, si el terme disminueix, la parabola baixa.

Exemple. Modificaci6 del terme independent.
Representem les funcions
f(z) = 322 — 5z -3
g(z) =32 -5z +1
h(z) =32 - 52 -6
En comparar-les observem com en augmentar el terme independent la parabola

Puja, i en cas contrari baixa.

e El coeficient del terme de grau 2, a, pot tenir signe positiu o negatiu. Si el coeficient
és positiu, les branques de la parabola es dirigeixen cap amunt, i, si és negatiu, es

dirigeixen cap avall.

Exemple. Signe terme de segon grau.
Representem les funcions f(z) = 322 +3z+2, a l'esquerra, ig(z) = —322+33+2,
a la dreta. En el primer cas, les branques de parabola s’obren cap amunt, i en

el segon cas s’obren cap a baix.

e La modificaci6 en valor absolut del coeficient del terme de grau 2, a, també produ-
eix un canvi regular en la parabola: si en valor absolut aquest coeficient disminueix,

les branques de la parabola se separen, i, en canvi, si en valor absolut el coeficient

Els canvis més evidents en
modificar els coeficients de
I'expressié d'una funcié quadratica
sén: en augmentar el terme
independent de la funcié, la
parabola es desplaca cap amunt; en
canviar de signe el coeficient de
grau 2, s'inverteixen les branques
de la parabola; en augmentar, en
valor absolut, el coeficient de grau
2, les branques de la parabola
tendeixen a tancar-se.

/)
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augmenta, les branques de la parabola s’acosten. Cal recordar que el punt on es

troba el vértex també canvia en modificar-se a.

Exemple. Valor absolut del terme de segon grau. Representem les funcions
f(=z) = 327 + 37 + 2
g(z) =227 + 3z +2
h(z) = 62° + 3z + 2
En comparar-les, observem com la parabola de la funcié h(z), que és la funcié
amb coeficient de grau dos més gran, |6| > |3| > |2|, és la parabola menys oberta,
i per tant amb les branques més juntes. En canvi, la parabola de la funci6 g(z),
amb el valor absolut de coeficient de segon grau més petit, és la parabola més

oberta, és a dir, amb les branques més separades.

7.4. Funcions polindomiques

7.4.1. Definicié i exemples

Una funcié polindémica de grau n és qualsevol funcié que té per expressié algebraica
un polinomi de grau n. Sovint es denomina simplement polinomi. Les funcions afins
i les funcions quadratiques son exemples de funcions polindmiques de grau 1 i grau

2 respectivament. Ara bé, també hi ha funcions polindmiques de major grau: un

exemple de funcié polinomica de grau 3 és f(z) = 22° — 52° — 4z + 10.

Per a fer la grafica d’una funcié polindomica, podem crear una taula de valors amb un
bon nombre finit de punts i, posteriorment, representar-los en el pla cartesia, tal com
s’ha fet anteriorment en ’estudi de les funcions lineals, afins i quadratiques. Dibuixada
la grafica de punts associada a la taula de valors, es pot deduir la forma que pren la
corba associada a la funci6. D’acord amb aquest procediment, la representacié d’una
taula de valors associada a la funci6 (que no afegim perqué és massa extensa) de la

funcio f(z) = 203 - 5% — 4z + 10 i la grafica dibuixada d’un sol trag en I'interval

[-2,3] son:

o

Qué caracteritza una funcié
polinémica?
L'expressié algebraica d'una funcié
polindmica de grau n és un
polinomi. Per aixo, es pot parlar
simplement de polinomi. En la
grafica d'una funcié polinomica es
poden diferenciar dos elements: les
branques i la part central. En la
part central la funcié polindmica es
plega diverses vegades, com a
maxim, tantes com el grau del

polinomi.
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En la grafica d’una funcié polinomica es poden diferenciar normalment dues parts:

les branques i la part central.

e Les branques son els dos bracos laterals en qué es desenvolupa la funcié. Mai
no arriben a ser completament rectes, tot i que poden semblar-ho quan el domini
representat és molt gran. Poden dirigir-se ambdues cap amunt, ambdues cap avall,
o bé una branca cap amunt i l’altra cap avall. Si es representa la grafica d’un
polinomi en un interval major, la forma de les branques practicament no varia, és
a dir, les branques d’una grafica ens donen una idea de com continua la grafica

d’una funcié polinomica més enlla de la part representada.
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Certes caracteristiques permeten conéixer cap a on s’han de dirigir les branques

d’una funcié polindomica. Sén:

o La branca de la dreta es dirigeix cap amunt quan el coeficient de grau maxim

és positiu, i cap avall quan és negatiu.

o La branca de I'esquerra es dirigeix cap avall quan el polinomi és de grau parell
i el coeficient de grau maxim és negatiu, o bé quan el polinomi és de grau senar
i el coeficient de grau maxim és positiu. En cas contrari, I’extrem de I’esquerra

es dirigeix cap amunt.

La part central és la part en qué la grafica es plega diverses vegades. El nombre
de plecs depén del grau del polinomi: com més gran és el grau més plecs pot
presentar la grafica corresponent. El maxim de plecs d’una funci6é polinomica és
el seu grau menys un. Aixi, un polinomi de grau 1 no pot tenir cap plec. En canvi,
un polinomi de grau 2 té exactament un plec, un polinomi de grau 3 pot tenir dos

plecs, i un de grau 4, tres plecs com a maxim...

Atenent al fet que la grafica de qualsevol funcié s’ha de llegir d’esquerra a dreta,
en analitzar la grafica de la funci6 f(z) = 2z° +32? - 12z +3 que presenta la imatge
de sota, comprovem que al principi la funci6 es dirigeix cap amunt, després cap

avall i, finalment, una altra vegada cap amunt.

Aquest fet porta a parlar de la monotonia d’una funcié, és a dir, del creixement

i decreixement d’una funci6. De manera rigorosa, es diu:

o Una funcié f(x)és creixent quan, a mesura que augmenta la variable x, el valor

de la imatge de funcié, y = f(z), també augmenta.

o Una funcié f(z) és decreixent quan, a mesura que augmenta la variable z, el

valor de la imatge de la funci6, y = f(z), disminueix.

Exemple. Monotonia d’una funcié polinomica.
Considerem la funci6é polinomica anterior
f(=z) = 22 + 327 — 120 + 3
D’acord amb la seva representacié grafica, la funci6 és creixent quan z és menor

que —2, és decreixent entre —2 i 1, i torna a ser creixent a partir de = = 1.

La grafica d'una funcié polindmica també presenta punts destacats. Aquests son:

o Els extrems. Aquest terme fa referéncia als maxims i minims de la funcio.

S’anomena maxim relatiu (o local) d’una funci6 el punt en qué la funcio

Observem que el vértex d'una
funcié quadratica coincideix amb el
seu maxim o minim.

y
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passa de ser creixent a ser decreixent. El valor de la funci6 en aquest punt és
més gran que el de qualsevol altre punt de la grafica que sigui proper. S’anomena
minim relatiu (o local) d’una funcié aquell punt en qué la funci6 passa de ser
decreixent a ser creixent. El valor de la funci6é en aquest punt és menor que el

de qualsevol altre punt de la grafica que sigui proper.

En la grafica de la funci6 anterior, f(x) = 223 + 322 - 12z + 3, podem observar
que un maxim relatiu es troba en el punt (-2, f(-2)) = (-2, 23) mentre que

un minim es troba en el punt (1, f(1)) = (1,-4).

o

La interseccié amb I’eix Y. Hi ha només un punt interseccié entre la grafica
de qualsevol polinomi i ’eix Y. Aquest punt és el que té coordenada = =0 i, per

tant, es tracta del punt del pla (0, £(0)).

Donada la funcié f(z) = 223 — 522 — 4o + 10, el punt d’interseccié d’aquesta

funci6 amb l'eix Y és (0, £(0)) = (0, 10).

[}

La interseccié amb ’eix X. Hi pot haver un nombre d’interseccions amb 1'eix
X igual al grau del polinomi com a maxim. Aixi mateix, no sempre s’arriba a
aquest nombre. Per a trobar els punts d’interseccié amb 'eix X, s’ha de resoldre
I'equaci6 associada a la funcié f(z) = 0, operacié que pot ser complicada. Els
valors de z que compleixen f(x) = 0 es denominen arrels del polinomi. Un
polinomi que té arrels es descompon com a producte de polinomis, alguns dels

quals sén de grau 1.

El polinomi f(x) = 42° - 102® - 102* + 142® - 2622 + 762 — 48 té com a arrels
rz=1,x=3ix=-2.

Aleshores, la seva descomposici6 és

f(x) = 42°-102°-102* +142° - 262> +762-48 = 2(2—1)* (2-3) (z+2) (22> +2+4)
La grafica de la funci6 ho mostra aixi: la funcié talla ’eix X en els punts z = 1,

z=31ixz=-2,1en el punt z = 1 no creua l'eix X ja que és una arrel doble.
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Resum

Funcions polinomiques '

Una funcié polinomica és la que té per expressié un polinomi. En general, se solen

estudiar segons el grau del polinomi. Es distingeixen:

Funcions afins

Definicié. Una funcidé afi és una funcié polinomica 'expressié de la qual és un
polinomi de grau 1 i, per tant, del tipus f(z) = ax + b, on a s’anomena pendent de

la recta i b terme independent.
Representaci6é grafica. La grafica d’una funci6 lineal és una recta.

Elements. Donada l’expressio general de qualsevol funci6 afi, f(z) = az + b, es

defineixen:
e El pendent de la recta: a, informa de la seva inclinacié.
e Els punts de tall amb els eixos:

o Tall amb l'eix Y: (0,b).

o Tall amb l'eix X: (—g, O).
e La monotonia (creixement i decreixement):

o La funcié és creixent si a > 0.
o La funci6 és constant si a = 0.

o La funcié és decreixent si a < 0.

Exemple

~
\ fizl=3 /

Particularitats. Un tipus especial de funcions afins sén les funcions lineals.
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Una funci6 lineal és una funcié afi en qué el terme "
independent és 0. Per tant, és de la forma
f(z) = ax

La seva representacié és una recta que passa per —— P

Porigen. Un exemple n’és la recta corresponent a la o
funci6 f(z) = 2z, tal com es visualitza en 'exemple :

de la dreta. 1

’ Funcions quadratiques

Definicié. na funci6 quadratica és una funci6é I'expressié de la qual és un polinomi

de grau 2. Es a dir, és de la forma az® +bz+c=0amb a £ 0.

Representacié grafica. La seva representacio és una corba que rep el nom de pa-

rabola.

Elements. Donada I’expressi6 general de qualsevol funcié quadratica f(z) = az? +

bx + ¢, es defineixen:
b

e L’eiz de simetria de la parabola: recta x = o
a

. bbb
e El vértex de la parabola: punt | ——, — - — +¢|.
2a" 4a 2a

e Les branques de la parabola: es dirigeixen cap amunt si a > 0 i cap avall si a < 0.

e Els punts de tall de la funci6 amb els eixos:

o Tall amb l'eix Y: el punt (0, f(0)).
o Tall amb ’eix X: els punts (Z,0), en qué T és soluci6 de 'equaci6 de segon grau
associada f(z) = axz? + bz + ¢ = 0. N’hi pot haver:
— Dos: si A =b%—4ac>0.
— Un:si A=b>-4ac=0.
— Cap: si A =b?—4dac<0.

e La monotonia (creixement i decreixement):

o Sia > 0: és decreixent en I'interval (—oo7 —%) i creixent en 'interval (

_b
2a

o Sia < 0: és creixent en I'interval (—oo, —%) i decreixent en l'interval (—%, +oo).

,+00).

Exemple

Tir. branea

=
a

eix de simeiria
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Funcions polinomiques

Definicié. Una funci6 polinomica és una funcié 'expressio de la qual és un polinomi.

Sovint, es denomina simplement polinomi.

Representacié grafica. La grafica d’una funcié polindmica és una corba. En aquesta

corba s’hi distingeixen dues zones principals: les branques i la part central.

Elements. Donada una funcié polindmica qualsevol f(z), es defineixen:

e Les branques. Son els dos bragos laterals en qué es desenvolupa la funcié.

o La branca de la dreta es dirigeix cap amunt quan el coeficient de grau maxim

és positiu, i cap avall quan és negatiu.

o La branca de l'esquerra es dirigeix cap avall quan el polinomi és de grau parell
i el coeficient de grau maxim és negatiu, o bé quan el polinomi és de grau senar
i el coeficient de grau maxim és positiu. En cas contrari, ’extrem de I'esquerra

es dirigeix cap amunt.

e La part central és la part en qué la grafica es plega diverses vegades. El maxim

de plecs d’una funcié polindmica és el seu grau menys 1.
e Els punts de tall:

o Tall amb l'eix Y: el punt (0, £(0)).

o Tall amb ’eix X: els punts (Z,0), on T és soluci6 de l’equacié associada a la
funcio f(z) =0.

e Els extrems: son els punts maxims i minims relatius (o locals) de la funcié.

Exemple

punts de tall
amb els eixos

[ L
[ plecs del
{ - pelinomi

~\,

brangues del /
~=——___ polinomi [
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Exercicis resolts

1. Una funcioé lineal compleix que f(4) = 12. Quina és I’expressi6é algebraica d’a-
questa funcié? Representa-la graficament.

Soluci6:
Per ser una funcio lineal, ha de ser de la forma f(x) = az. Per tant, f(4) = 12. Si z = 4 resulta
a-x =12, d’on obtenim a = — = 3.

Per tant, ’expressié de la funci6 lineal buscada és f(z) = 3z.
La seva representacié grafica és una recta que passa pel centre de coordenades i el punt
(4,12), tal com mostra la imatge:

4,12)

2. Una funcié afi compleix f(2) =5 i f(0) = 1. Quina és P’expressié algebraica
d’aquesta funcié? Representa-la graficament.

Soluci6:

Per ser una funci6 afi, ha de ser de la forma f(z) = ax + b. Per tant:

o f(2)=5,aixd0 voldira-2+b=5=2a+b=5

e f(0)=1,aix0 voldira-0+b=1=b=1

De la segona condicié tenim b = 1. Substituint aquest valor b en la primera condici6, resulta
2a+b=2a+1=5=2a=4=a=2.

Per tant, ’expressié algebraica de la funcio lineal afi és f(x) = 2z + 1.

La grafica d’aquestsa funci6 és, doncs, una recta que passa pels punts (2,5) i (0,1), tal com
mostra la imatge.

3. Hi ha alguna funci6é afi que compleixi alhora que f(2)=-41i f(-5)=-107

Solucio:
Per ser una funcio afi, aquesta ha de ser de la forma f(z) = axz + b que, d’acord amb les
condicions de ’enunciat, ha de complir alhora:

e f(2)=-4,aix0 voldira-2+b=-4=b=-4-2a
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e f(-5)=-10, aixo vol dir a- (-5) +b=-10=b=-10+5a
Igualant les dues expressions de b, tenim
6
-4-2a=-10+5a=-2a-5a=-10+4=>-Ta=-6=>a= ?

Substituint aquest valor de a en una de les dues condicions inicials, per exemple la primera,

obtenim
6 -28-12 40
b=-4-2a=-4-2.-="""""__"
7 7 7
6 40

Per tant, si existeix una funci6 afi que compleix les condicions, i és f(z) = ?ac -

4. Determina ’expressio de la funcié afi que descriu aquesta grafica:

Soluci6:
Observem que la grafica de la funci6 és una recta que passa pels punts (0,-6) i (2,0). Aixo
vol dir f(0) = -6 1 f(2) = 0. Atenent al fet que es tracta d’una funcio afi, ha de ser de la
forma f(z) = ax + b. Per tant, s’ha de complir alhora:
e f(0)=-6=>a-0+b=-6=b=-6
e f(2)=0=2a+b=0=2a=-b
De la primera condici6, trobem que b = —6. En substituir aquest valor de b en la segona
condici6, resulta

2a=-b=>2a=6=>a=3
Per tant, Pexpressio de la funcio afi que determina la grafica és f(z) = 3z — 6.

5. Troba el vértex de la parabola f(z) = 32?2 -z + 1.

Solucio:

Sabem que una parabola és la forma de la grafica corresponent a qualsevol funcié quadratica,

que es pot escriure de la forma f(z) = az? + bz + c. En aquest cas, sabem que el vértex de la
b

parabola té com a coordenada d’abscisses x = ——.

a
Aleshores, en aquest cas identifiquem a =3, b=-11c=1 i, usant la formula del vértex per a
qualsevol parabola, resulta

i la seva imatge és
1 1\2 1 3 1 3-6+36 33 11
f(x)zf(,)zg.(,) o3 b 376436 33 11
6 6 6 36 6 36 36 12
Per tant, el punt del pla on és el vértex és

1 1 1 11
1@ = (5:1(5))~ (552
6. Troba l’expressié d’una parabola que compleixi alhora aquestes condicions:

F1) =2, f(-2) =111 £(0) = L.

Solucio:
Per ser una parabola, aquesta ha de ser de la forma f(z) = ax? + bz + c. Aleshores, es té, per
les condicions de I’enunciat:

o f(l)=2=a+b+c=2
o f(-2)=11=4a-2b+c=11
o f(0)=1=0+0+c=1=c=1

De la tercera condicio, es pot assegurar ¢ = 1. Substituint aquest valor de c en les dues primeres
condicions, podem trobar a i b resolent un sistema de dues equacions i dues incognites:

a+b+1=2
4a-2b+1=11
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Resolem el sistema per igualacio:
11-1-4a

De la primera equaci6 resulta b =1 -a i de la segona b = 3

expressions per a b, resulta

= 2a - 5. Igualant les

l-a=2a-5=>3a=6=>a=2
Trobat el valor de a, el substituim en la primera equacid per trobar el valor de b:

b=1-a=1-2=-1
Per tant, ’expressié de la funcié buscada és f(z) = 222 -z + 1.

7. Troba l’expressié d’una parabola, f(z), que tingui una arrel en z = 2, el seu
vértex estigui en z =-1 i la seva imatge valgui -27.

Solucio6:

Com que es tracta d’una parabola amb una arrel (com a minim), podem escriure la funcié
quadratica que I’ha de definir d’aquesta manera:

f(z) = az?® + bz +c=C(x - z1)(x — x2),
en qué a, b ¢ i C so6n valors reals concrets i 1 1 x2 sén les arrels del polinomi de segon grau
associat a la funcié quadratica.
De manera general, també sabem que les arrels del polinomi associat a la funcié quadratica
son les abscisses de punts equidistants al vértex de la parabola que representa la funcio.
Tenint en compte el que sabem i donades les condicions de I’enunciat, treballarem amb la

segona expressio: f(z) = C(z —xz1)(xz - x2), en qué x1 i x2 sén les arrels, i C, un valor real
que cal determinar.

Per Penunciat sabem que el vértex es troba a = =

-1 i que una de les arrels es troba a
x = 2. En particular, vol dir que les arrels equidisten 3 unitats del vértex z =2 = -1+ 3. Per

tant, l’altra arrel, que també es trobara a la mateixa distancia del vértex, ha d’estar situada
a x = —-1-3 = —-4. Per tant, deduim que la funcié ve donada per una expressi6 del tipus
f(z) =C(z—-2)(z+4), en qué encara manca determinar el valor de C. Per determinar aquest
valor, fem servir el valor que pren la funcié en el vértex:

f(-1)=-27=C(-1-2)(-1+4) =27 = -9C=-27T=C =3
Per tant, concloem que: f(z) = 3(z —2)(z +4).

8. Troba I’expressi6é d’aquesta parabola.

Solucio:

Observem que la funcié passa pels punts (-5,0), (1,0) i (0,-15). Aixo vol dir que f(-5) =0,
f(1) =01 f(0) = -15. Atenent al fet que es tracta de la representaci6é d’una funci6é quadratica,
ha de ser de la forma f(x) = az? + bz + c. Per tant, s’ha de complir alhora:

e f(-5)=0=>25a-5b+c=0
o f(1)=0=a+b+c=0
o f(0)=-15=c=-15

Per la tercera condicié, ¢ = —15. En substituir aquest valor de c en les dues primeres equacions,
es tracta de resoldre el sistema de dues equacions i dues incognites, i resulta

25a - 5b =15
a+b=15
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15-25
De la primera equacio6 es té b = 75(1 =ba -3, 1 de la segona b = 15 — a. Igualant les dues

expressions de b, resulta
5a-3=15-a=6a=18=a=3
Substituint aquest valor en la segona condicié, resulta b = 15 —a = 15 -3 = 12. Per tant,

Iexpressi6 de la funci6 és f(z) = 322 + 12z - 15.
De manera alternativa, ’expressi6 quadratica de la funci6 es pot escriure
f(z) = Cz - z1)(z - z2)
on z1 i z2 sén les arrels del polinomi. Del fet que f(-5) =01 f(1) =0, tenim que -5 i 1 sén
les arrels del polinomi associat a la funcié. Per tant f(z) = C(z +5)(x - 1).

Per altra banda, com que f(0) = —15, vol dir que -15 = —=5C, d’on resulta C = 3.
Per tant, f(z) =3(z-1)(z +5).
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Exercicis per a practicar amb les solucions

9. Un quilogram de patates costa 56 céntims. Determina la funcié que defineix
el cost de les patates en funcié dels quilograms comprats, representa la funcio
en el pla cartesia i contesta les preguntes segiients:

(a) Quin és el Dom(f)?
(b) Quin preu tindran 3.5 kg de patates?

(c) Si es té un unic bitllet de 5€, quina és la quantitat maxima de patates que
es pot comprar (sense deixar a deure)?

10. La tarifa d’una empresa de missatgeria amb entrega a domicili és de 12€ per
taxa fixa més 5€ per cada quilogram que s’envia. Es demana:

(a) Troba I’expressié algebraica de la funcié Preu de l’enviament segons el seu
pes en quilograms.

(b) Quins s6n el domini i el recorregut de la funci6?
(¢) Representa la funcié graficament.
(d) Quant costara enviar un paquet de 750 grams?

(e) Quin és el pes maxim que es pot enviar si només es té un bitllet de 50€?

11. La longitud de la circumferéncia i 1’area del cercle s’expressen en funci6 del ra-
di. Escriu les dues expressions algebraiques i dibuixa les grafiques corresponents.
Quin tipus de funcions s6n? Per a quin valor del radi coincideixen numéricament
la longitud i ’area? Quin és el valor de la longitud i ’area, en aquest cas?

Solucions:

9. L’expressi6 de la funcié és f(z) = 0.56zx, on x representa la quantitat de quilograms. La
grafica és

(a) Dom(f) =R
(b) 1.96 €
(c¢) 8.93 quilograms
10. (a) L’expressio de la funci6 és y = 5z + 12, on z son els quilograms que s’envien.
(b) Dom(f) = (0, +00) i Im(f) = (12, +c0)

(c) 15.75 €
(d) 7.6 quilograms »
La grafica és 2

11. Les expressions algebraiques, son I(r) = 277, que és una funci6 lineal, i a(r) = 72, que és
una funci6 quadratica. La longitud i el radi coincidiran numéricament quan () = a(r), per
tant quan 7 = 0, que no té sentit fisic, i 7 = 2. En aquest segon cas, [(2) = a(2) = 47 = 12.57.
Les grafiques son:
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8.1. Raons trigonométriques
8.1.1. Raons principals d’un angle agut
En un triangle rectangle ABC com el Segﬁent, La trigonometria és una part de Ies@
matematiques que estudia la relacié
entre la mesura dels angles i els
O costats del triangle. De fet, la
1 mateixa paraula, trigonometria, té
origen en aquest fet: tri significa
“tres”, gono significa “angle” i
~ metria significa “mesura”, és a dir,
\\\\\—"\ trigonometria significa “mesura de
o fi bt les”.
_\;\\"‘0// b (catet (]])IIHHT] (figures) amb tres angles
!
/
: ]
B A

¢ (eatet adjacent)

podem definir les raons trigonométriques de 'angle agut o de la manera segiient:

de I'angle « és el quocient entre el catet oposat a ’angle i la hipotenusa.

S’indica sin(«) i es calcula aixi:

in(a) b catet oposat
sin(a)) = — = ———
a  hipotenusa

S’ha de destacar que el sinus és un nombre positiu mai més gran que 1, un catet

no pot ser mai superior a la hipotenusa: 0 < sin(a) < 1.
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d’aquest angle « és el quocient entre el catet adjacent a l’angle, i la

hipotenusa s’indica cos(a) i es calcula aixi:

c catet adjacent
cos(a)=—= ——"—
a hipotenusa

També cal destacar que el cosinus és un nombre positiu mai més gran que 1 (un

catet no pot ser mai superior a la hipotenusa) 0 < cos(a) < 1.

d’aquest angle « és el quocient entre el catet oposat i el catet adjacent

a l’angle i s’indica tan(a) o tg(a) (s'usen indistintament els simbols tg o tan, tot

i que durant el curs acostumarem a fer servir tan), i es calcula aixi:

b tet t
t(a) = tan(a) = & = cate o?osa
¢ catet adjacent

No és dificil constatar que la tangent també es pot calcular com el quocient del

sinus entre el cosinus:

sin(a)

tg(a) = tan(a) = cos(a) -

lale o

Raons trigonométriques dels angles més usats. Els angles es mesuren habi-

tualment en el sentit antihorari i en graus (°) o bé en radians (rad).

radian:

langle corresponent té una mesura que anomenem radian (rad) (també es pot

Si en una circumferéncia agafem un arc de longitud igual a la del radi,

escriure radiant).

La seva amplitud no depén del radi. De fet, com que la longitud de la circumferéncia
és 27r i Pangle d’una volta sencera és 360°, tenim

360° = 27 rad

Vegem una taula amb les raons trigonométriques dels angles més utilitzats.

afen rad) | afen graus) | sin(a) | cos(a) | tan(a)

T 30° 1 V3| VB

6 2 2 3
2 2

il 150 vzolov2oy

4 2 2

T V3 1

z 60° —_— — 3

3 2 2 V3

z 90° 1 0 oo

2

Les raons trigonométriques d'un 0

angle no depenen del triangle
rectangle escollit per a definir-les.

Per qué el sinus i cosinus de I rad 9

(45°) coincideixen? Si un dels4
angles d'un triangle rectangle és
igual a 7 rad, és evident que I'altre
angle (a part del recte) ha de ser
també mesurar 7. rad. Per la
mateixa raé, ambdés catets han de
ser iguals, és a dir, b = c. Per tant,
el seu sinus i cosinus coincidiran.
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Teorema fonamental de la trigonometria. Donat un triangle de catets b1i ¢, i

d’hipotenusa a es pot calcular

(sin(a))? + (cos(a))? = (2)2 + (5)2 = Z—Z + C—z = v’ +202 = 12 =1

a a

tenint en compte, segons el teorema de Pitagores, a®=b%>+c En definitiva,

(sin(a))? + (cos(a))? = 1

Es a dir, per a qualsevol angle o, la suma dels quadrats del sinus i el cosinus és igual

a 1. Aquesta igualtat també s’escriu sovint aixi:
sin2(a) + cos2(a) =1

Aquesta formula ens permet calcular el sinus a partir del cosinus (i a l'inrevés):

sin?(a) = 1 - cos®(a) <> sina = /1 - cos?(a)
De la mateixa manera, cosa = \/1 — sin®(a).

Exemple. Aplicaci6 del teorema fonamental de la trigonometria.
Si el sinus d’un angle « fos 0.4, el seu cosinus hauria de ser
cos(a) = V1-0.42 = 0.9165

De la mateixa manera, si el cosinus d’un angle « fos 0.8, el seu sinus seria

sin(a) = V1 - 0.82=0.6

8.1.2. Raons principals d’un angle qualsevol

Les raons trigonométriques d’un angle qualsevol es poden deduir a partir de les raons
trigonomeétriques d’un angle agut.

Per a calcular les raons trigonomeétriques d’un angle qualsevol, sigui agut o no, tre-
ballarem amb la circumferéncia unitat (també anomenada circumferéncia gonio-
meétrica). Per a aix0, hem de dibuixar en el pla cartesia una circumferéncia unitaria

de centre l'origen de coordenades i radi 1.
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Es dibuixa ’angle o del qual volem calcular les raons trigonométriques amb el

vértex al centre, el primer costat sobre l'eix X i el segon que talli la circumferéncia
unitat. Com que la hipotenusa coincideix amb el radi, que és 1, tenim que el punt de

tall amb la circumferéncia unitat té coordenades (cos(a),sin(c)).

(cos(o), sina))

sinfer)
cosl)

cos(o)

Ara dibuixem un segon angle, 3, aquesta vegada obtis. Com en el cas anterior, les

coordenades del punt de tall amb la circumferéncia son (cos(3),sin(3)).

(coa(er), sin(ca))

Veiem que aqui el cosinus de ( sera negatiu, mentre que el sinus de Ssera positiu. Ara
bé, el seu valor absolut no pot ser, en cap cas, major que 1.

En general, es poden definir d’aquesta manera les raons trigonomeétriques de qualsevol
angle entre 0 i 27 rad (de manera equivalent, entre 0 i 360°), on el sinus i el cosinus
de qualsevol angle son nombres compresos entre—1 i 1. Ho veiem en el grafic segiient,

on recordem que cada punt de la circumferéncia té coordenades (cos(a),sin(a)).
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(0, -1)

D’altra banda, qualsevol angle més gran que 27 rad (o en graus 360°) es correspon a
un angle entre 0 i 27 rad (de manera equivalent, entre 0° i 360°), tal com es mostra

en la imatge segiient:

——rad
= 4
|

I ks ™
Veiem que els angles T rad i 1 -2m = 1 tenen les mateixes raons trigonomeétriques.

En general, si a és un angle entre 0 i 27 rad (de manera equivalent, entre 0° i 360°),
sin(a) =sin(2r + @) =sin(2- 271+ a) = ...
cos(a) = cos(2m+ @) =cos(2-2mr+ ) = ...

és a dir, les raons trigonométriques es repeteixen quan se suma 27 a un angle. Aixi,

per exemple (en graus),

sin(8342°) = sin(23 - 360° + 62°) = sin 62°.
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Quadrants. Cada quart del pla dividit per les dues rectes reals es denomina qua-
drant. Aixi, doncs, en la circumferéncia unitat hi ha quatre quadrants, que es nume-
ren de I'1 al 4 en el sentit antihorari. En cada quadrant canvia el signe de les raons
trigonométriques, tal com es pot veure a partir de les coordenades (cos(),sin(«))

de cada punt. Ho resumim en la imatge segiient:

Cuadrant 11 1 Quadrant [

Cruadrant 11T Quadrant IV

En tot cas, les raons trigonométriques de qualsevol angle es poden trobar coneixent
dnicament les raons trigonomeétriques dels angles del primer quadrant. Podem obser-

var les relacions segiients si « és un angle del primer quadrant:

sin(m — a) = sin(a) sin(m + a) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(a)
cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(—a) = cos(a)

tan(r — ) = —tan(a) | tan(m+a) =tan(a) | tan(-a) = —tan(«)

Observem que 'angle —« és el mateix que I'angle 27 — a.
Veiem que en qualsevol cas la propietat fonamental de la trigonometria es compleix,

és a dir, per a qualsevol angle «,

sin® () + cos”(a) = 1

Aix0 és aixi perqué en ultim t s d’un angle qualsevol sempre es calculen a partir del
sinus i el cosinus d’un angle agut: I'inica modificacié és el signe, que no és important

quan s’eleva el valor al quadrat.

8.2. Funcions sinus i cosinus

Les funcions circulars o trigonomeétriques sén les associades a les raons trigonométri-
ques. Les més importants sén la sinus, la cosinus i la tangent. La variable d’aquestes

funcions circulars s’expressa habitualment en radians i no en graus sexagesimals.

Aquestes funcions tenen la propietat de ser periddiques, o sigui que les mateixes
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imatges es repeteixen cada vegada que al valor  sumem una quantitat fixada, que

s’anomena periode.

8.2.1. Definicié i exemples

Funcié sinus. La funci6 sinus és aquella funci6é que associa a un angle en radians el
seu sinus. O sigui que en cada valor del sinus de la circumferéncia unitat es trasllada
a la seva posici6 corresponent en el valor de I’angle de l'eix d’abscisses. Aixi, per
exemple, sin (g) =1 o sin(m) = 0.

D’aquesta manera, s’obté la grafica segiient, que veiem que es repeteix en cada interval

de longitud 2.

s )

|
g
e

Algunes de les caracteristiques fonamentals de la funci6 sinus son:

e La imatge de la funci6 és 'interval [-1,1].

e Té periode 27 i, per tant, n’hi ha prou de conéixer els valors i caracteristiques de

la funcié en qualsevol interval de longitud 27, per exemple, en I'interval [0, 27).

e Els punts de tall sén amb l'eix X s6n: ... — 27, —m, 0, m, 27, .... Per tant, en

general son els punts (kw,0) k € Z.

e Es creixent en intervals de longitud m, per exemple, en els intervals (—g, g) o
(37”, 57”) De manera general és creixent en els intervals (37” + 27k, 57” + 27rk) per

a qualsevol k € Z.
e Es decreixent en els intervals (g + 27k, 37” + 27rk) per a qualsevol k € Z.

... 1 minims en els punts d’abs-

. . 5
e Té maxims en els punts d’abscisses ... — 5% T =

22
cisses ...— 57”, —g, 37” ... De manera general, té maxims en (g + 27k, 1) i minims
en (37” + 2wk, —1) per a qualsevol k € Z.

e Es una funcié senar o simétrica respecte de 'origen perqué compleix sin(—z) =

—sin(z).

Funcié cosinus. La funcié cosinus és aquella funci6 que associa a un angle en
radians el seu cosinus. La grafica d’aquesta funcié es construeix de manera semblant
a com es construeix la del sinus. Igual que amb el sinus, veiem que la grafica es

repeteix a cada interval de longitud 2.

El terme sinus té una historia @

curiosa. Una antiga obra hindi
sobre astronomia, Surya Siddhanta,
presenta una taula de
mitjanes-cordes (molt i tils per a
calcular els moviments de les
estrelles) que coincideixen amb la
idea del sinus d'un angle.
Posteriorment, |'obra Aryabhatiya
d’Aryabhata, també hindi i del 500
dC aproximadament, fa un estudi
més profund de les mitjanes-cordes,
que denomina jiva (en sanscrit). Els
arabs la van traduir, i el terme jiva
va ser transformat en I'arabic jiba,
perd escrit jb (ja que I’arab classic
no té vocals). Més endavant, els
traductors d’aquesta obra al llati
van traduir jb per sinus, ja que van
pensar que es referia a jaib (i no a
jiba), i jaib significa “pit” o “sina”
(tot i que en catala utilitzem la
paraula sinus). Aixi, del significat
original, “mitjana-corda”, es va
passar, per una traduccié errdnia, a

“sinus”.

El cosinus va sorgir de la necessitat@

de calcular el sinus de I'angle
complementari. Aixi,
originariament, el 1620 Edmund
Gunter va escriure “co.sinus”
precisament per a indicar “sinus de
I’angle complementari” (que, com
sabem, és igual al cosinus de
I'angle). Una mica més tard, John
Newton (no Isaac Newton) va
estandarditzar el terme cosinus, del
qual prové el nostre cosinus.
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Algunes de les caracteristiques de la funci6 cosinus son:
e La imatge de la funcié és U'interval [-1,1].

e Té periode 27 i, per tant, n’hi ha prou de conéixer els valors i caracteristiques de

la funcié en qualsevol interval de longitud 2, per exemple, en 'interval [0, 27).

3

e Els punts de tall sén amb I'eix X sén: ... %, g, %5 .... Per tant, en general,

son els punts ((2k +1)Z,0) k € Z.

)

37
2

e Es creixent en intervals de longitud 7, per exemple, en els intervals (7, 0) o (7, 27).
De manera general, es diu que és creixent en els intervals (7 + 27k, 27 + 27k) per

a qualsevol k € Z.
e Es decreixent en els intervals (2mk, 7 + 27k) per a qualsevol k € Z.

e Té maxims en els punts d’abscisses ... —2m,0, 27 ... 1 minims en els punts d’abs-
cisses ... —m,m ... En general, t¢ maxims en (27k,1) i minims en (7 + 27k, —1)

per a qualsevol k € Z.

e s una funci6 parell o simétrica respecte I'eix X perqué compleix cos(z) = cos(~z).

8.2.2. Relacié sinus i cosinus

. s . . ., . , Quan estudiem les grafiques de les 0
A primer cop d’ull, es pot comprovar que la funcio6 sinus i la funci6é cosinus s6n molt funcions sinus i cosinus hem
observat com aquestes assoleixen
un maxim i un minim que s'alternen
de forma periddica. L'interval entre
aquests dos extrems és el recorregut
de la funcié i la meitat de distancia

semblants. Si representem ambdues funcions en un mateix grafic, aquesta semblanca

es fa més palesa:

entre aquests dos extrems, en les
funcions trigonométriques, rep el
nom d'amplitud. Aixi, podem
definir I'amplitud d’una funcié
trigonométrica com la distancia
entre el maxim i el minim de la
funcié dividida entre 2. D’acord
amb aixd, I'amplitud de les funcions
sinus i cosinus és 1.

sin(z)

Observem que la seva forma és exactament la mateixa, pero la funcié sinus (en blau)
esta lleugerament “avancada” (en g respecte de la funcié cosinus (en vermell). Aixo

és aixi perqué

cos(z) = sin (m + g)
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En aquesta taula es mostra aquesta relacié6 de manera més detallada, descrivint ca-

dascuna de les funcions segons el quadrant:

T Quadrant I % Quadrant II | 7 | Quadrant III 37” Quadrant IV | 27
sin(x) positiva 1 posm.va 0 negat.lva 1 neggatlva 0
. decreixent decreixent creixent
creixent
cos(x) posmiva 0 negatllva 1 negatlva 0 pos'ltlva 1
decreixent decreixent creixent creixent
8.2.3. Transformacions

Tant la funcié sinus com la funcié cosinus poden veure’s transformades si els sumem
o multipliquem nombres reals. Aquestes transformacions so6n similars a les que podem
trobar en els altres tipus de funcions.

Vegem en qué consisteix cada una.

Translacions verticals | En aquest cas, les funcions compleixen les mateixes propietats

que les funcions originals exceptuant els punts de tall amb l’eix X.
Trobarem una translacié vertical en expressions de la forma
f(z) =sin(z) + k
g(z) =cos(z) + k
on k pot ser qualsevol valor real.
Si el valor £ que sumem és positiu, la funcié es traslladara k£ unitats cap amunt i, en
canvi, si és un valor negatiu, es moura k unitats cap avall. Podem comprovar-ho amb

els exemples de la grafica segiient:

Dilatacions/contraccions verticals‘ En aquest tipus de transformacions veiem com

canvia el recorregut de la funci6 ampliant-se o reduint-se. Es manté la resta de
propietats. Trobarem una contraccié o dilataci6é vertical en expressions de la forma
f(z) = C -sin(z)
g(z) = C-cos(z)
Si el valor |C| < 1, veurem que la funci6 es contreu i el recorregut sera menor que
Iinicial. En cas contrari, veurem una dilatacio i el recorregut sera més gran. Hem de
tenir en compte també que en el cas de C' < 0 tindrem una simetria respecte de l'eix

X. Vegem-ne uns quants exemples en les grafiques segiients:
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Translacions horitzontals | Podem pensar aquest tipus de transformacié com una

composici6 de funcions senzilla. Conservem les mateixes propietats, pero els punts de

tall amb l'eix X, els maxims i minims, intervals de creixement i decreixement

s’han traslladat. Les translacions horitzontals sén de la forma

f(x) =sin(z +b)
g(z) = cos(z +b)

En b > 0 la translaci6 és cap a l’esquerra (mou la funcié cap a 'esquerra). En b < 0 la

translaci6 és cap a la dreta (mou la funci6 cap a la dreta). Vegem-ho en les grafiques

segiients:

flz) = cos{x)

glx) = eos(x +3)

hlx) = cos(z —2)

Dilatacions/contraccions horitzontals‘ Finalment, aquestes transformacions afecten

el periode, i amb ell els punts de tall en ’eix X i els maxims i minims, intervals

de creixement i decreixement que no es traslladen com en el cas anterior, pero

els punts de tall i altres caracteristiques seran més propers o més distants segons la

transformacio6. Les dilatacions o contraccions horitzontals son de la forma

f(z) =sin(a-z)
g(x) = cos(a-x)

Veiem que en 0 < a < 1 tindrem una dilatacié de la funcié i el periode sera més gran.

En canvi, en a > 1 tenim una contracci6 i el periode sera menor. De fet, el nou periode

sera %’T Vegem-ho graficament:

alx) sin(2 x)

hix) = .ui.-,u ]

En resum, les transformacions que podem tenir son:
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f(z) =C -sin(ax +b) + k
g(z) = C -cos(ax +b) + k

k  Translacions verticals. La grafica es desplaga k unitats verticalment. Pujaen k > 0

i baixa en k£ < 0.

C Dilatacions/contraccions verticals. En C < 1 la grafica es contrau, ien C > 1 la

grafica s’estira. En C' < 0 hi ha una simetria respecte de 'eix X.

b Translacions horitzontals. La grafica es desplaga b unitats horitzontalment. Cap a

I’'esquerra en b > 0 i cap a la dreta en b < 0.

a Dilatacions/contraccions horitzontals. Hi ha un canvi de periode que afecta totes

les caracteristiques de la funci6é. En 0 < a < 1 el periode sera més gran i en a > 1

el periode sera més petit.

8.3. Funcions tangent i cotangent

8.3.1. Definicié i exemples

Funcié tangent. La funci6 tangent és aquella funci6 trigonométrica que associa a

un angle en radians la seva tangent. Per a construir-la, s’ha de tenir en compte

sin(x)
cos(x)

tan(z) = tg(z) =

Las representaci6 grafica d’aquesta funcié és

tanix)

Sl

Algunes de les caracteristiques fonamentals de la funcié tangent son:

e A diferéncia de la majoria de les funcions estudiades fins al moment, el domini

d’aquesta funcié no inclou tots els nombres: per als valors en els quals el cosinus és
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0, la funci6 no existeix (perqué s’hauria de dividir entre 0, cosa que és impossible).

Aix0 passa quan z és igual a % +km, on k és un nombre enter qualsevol. Es a dir,

-7 -5w -3m7 -m w 37w 5w Txm
200 29 202922922 """

pera...
e La imatge de la funci6 soén tots els nombres reals.

e Té periode 7, i per tant n’hi ha prou de conéixer els valors i caracteristiques de

la funcié en qualsevol interval de longitud 7, per exemple, en 'interval [0, ).

e Els punts de tall amb ’eix X sén ... =27, —m,0, 7, 27 .... Per tant, en general séon

els punts (km,0) k € Z.
e Es una funcié creixent en tot el seu domini.

e No té maxims ni minims.

Funci6é cotangent. La funci6 cotangent és aquella funci6 trigonométrica que as-
socia a un angle en radians la seva cotangent. Per a construir-la, s’ha de tenir en
compte
cos(x 1
cotg(x) = @) _ L
sin(z) tan(z)

La representaci6 grafica d’aquesta funci6 és

Algunes de les caracteristiques fonamentals de la funci6 cotangent son:

e El domini no inclou tots els nombres, com en el cas de la tangent: per als valors
en els quals el sinus és 0, la funci6 no existeix (perqué s’hauria de dividir entre
0, cosa que és impossible). Aixo passa quan z és igual a kr (on k és un nombre

enter qualsevol). Es a dir, per a ... — 2, —m,0, 7,27 . . ..

e La imatge d’aquesta funci6 es compon de tots els nombres reals, positius o nega-

tius.
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e Té periode 7, i per tant n’hi ha prou de conéixer els valors i caracteristiques de

la funcié en qualsevol interval de longitud =, per exemple, en U'interval [-m, 7).
e Els punts de tall amb P’eix X sén (g + km, 0), on k és un nombre enter.
e Es una funci6 decreixent en tot el seu domini.

e No té maxims ni minims.

8.4. Funcions secant i cosecant
8.4.1. Definicié i exemples
Les funcions secant i cosecant es defineixen de la manera segiient:

1 1
cosec(z) =

sec(z) =

cos(x) sin(z)

Es poden representar de la manera segiient:

Cosee| et

Es tracta, doncs, de dues funcions periodiques de periode 27, les caracteristiques

essencials de les quals son:

e Els dominis sén:

o La funcié secant: tots els nombres excepte g + km, on k és un nombre enter.

o La funci6é cosecant: tots els nombres excepte k7, on k és un nombre enter.
e La imatge es compon de tots els nombres reals, excepte l'interval (-1,1).
e Els intervals de creixement son (sense comptar els punts que no séon del domini):

o Lafunci6 secant: és creixent en (2km, (2k+1)7) i decreixent en ((2k+1)7, (2k+
2)7), on k és qualsevol nombre enter.
o La funci6 cosecant: és creixent en ((4k + 1)5, (4k + 3)%) i decreixent en

((4k +3)3, (4k + 5)%), on k és qualsevol nombre enter.

e Maxims i minims:
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o La funci6 secant: t¢ minims en (2km,1), i maxims en ((2k+ 1)7,—-1), on k és
un nombre enter.
o La funcié cosecant: té minims en ((4k +1)5, 1) i maxims en ((4k +3)Z, —1)7

on k és un nombre enter.

La secant té un tnic punt de tall amb leix Y en el punt (0,1) mentre que la

cosecant no en té cap.

8.5. Funcions inverses

8.5.1. Definicié i exemples

Totes les funcions trigonomeétriques tenen inversa en l’interval de periodicitat propi

de la funci6. En qualsevol cas, les més importants son les funcions inverses del sinus,

cosinus i tangent. Per a denominar-les, totes precedeixen el nom de la funcié original

del terme arc.

La funci6 inversa de la funci6 sinus es denomina arc sinus i és una funcié que
assigna a cada valor de 'interval [—1, 1] I'angle el sinus del qual correspon a aquest
valor. Com que hi ha molts valors en qué passa aix0, solament s’utilitzen els valors
dels angles entre [—%, %] Aquesta funci6 es designa amb el simbol arcsin. Per
exemple, arcsin(0) = 0, ja que 'angle que correspon al valor del sinus 0 és l’angle

0 radians.

La funcié inversa de la funcié cosinus es denomina arc cosinus i és una funcié

que assigna a cada valor de l'interval [-1,1] 'angle el cosinus del qual correspon

a aquest valor. Com que hi ha molts valors en els quals passa aix0, solament

s’utilitzen els valors dels angles entre [0,7]. Aquesta funci6 es designa amb el

simbol arccos. Per exemple, arccos(0) = 5, ja que I'angle que correspon al valor
s

del cosinus 0 és 'angle 5 radians.

La funci6 inversa de la funci6 tangent es denomina arc tangent i és una funcié
que assigna a cada valor real ’angle la tangent del qual correspon a aquest valor.

Com que hi ha molts valors en els quals passa aix0, solament s’utilitzen els valors

_r
272

exemple, arctan(0) = 0, ja que ’angle que correspon al valor de la tangent 0 és

dels angles entre ( ) Aquesta funci6 es designa amb el simbol arctan. Per

I’angle 0 radians.

Aquestes son les representacions d’aquestes funcions que s6n funcions simétriques de

la funci6 original respecte de la recta y = x per ser funcions inverses:

Moltes calculadores utilitzen sin™* 0

cos™!itant per referir-se a
arcsin, arccos i arctan
respectivament. Perd aquesta
notacié no vol dir que siguin les

funcions —L s 1l ni 1 ,
sin(z) ' cos(z) ™ tan(z)
sind que sén les funcions inverses.
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aresina

arctania )

arceos(T)

4

1l =
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Resum

Funcions Trigonométriques '

En un triangle rectangle ABC com el segiient,

b (catet oposat)

¢ (catet adjacent)

podem definir les raons trigonomeétriques de 'angle agut o de la manera segiient:

de I’angle «

. b  catet oposat
sin(a) = — = ————
a  hipotenusa
c catet adjacent
cos(a)=—= ———
a hipotenusa

de 'angle «

tg(a) = tan(a) =

sin(a) b catet oposat

cos(a) ¢ catet adjacent

Els angles es poden mesurar en graus (°) o bé en radians (rad).
Si en un circumferéncia agafem un arc de longitud igual a la del radi, ’angle
corresponent té una mesura que anomenem radian (rad).
La seva amplitud no depén del radi i, de fet, com que la longitud de la circumferéncia
és 27r i Pangle d’una volta sencera és 360°, tenim

360° = 27 rad.

Teorema fonamental de la trigonometria

sin® (@) + cos”(a) = 1

Raons principals d’un angle qualsevol. Treballarem amb la circumferéncia uni-
tat. Per aixo, es dibuixa l’angle o del qual volem calcular les raons trigonométriques,
amb el seu vértex al centre, el seu primer costat sobre l'eix X i el segon tallant la

circumferéncia unitat. Com que la hipotenusa coincideix amb el radi, que és 1, tenim
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que el punt de tall amb la circumferéncia unitat té coordenades (cos(a),sin(a)).

(cos(a), sin(w))

sinfer)

cosia)

cos(a)

(coa(er), sin(e))

Podem trobar les raons trigonométriques d’un angle qualsevol a partir de les relacions

segiients, prenent « € (07 %)

sin(7m — ) = sin(a) sin(m + ) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(«)
cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(—a) = cos(a)

tan(m — a) = —tan(a) | tan(m+a) =tan(a) | tan(-a) = —tan(a)

Observem que ’angle —« és el mateix que I'angle 27 — a.

Funcié sinus
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sinfx)

|
e

Algunes de les caracteristiques fonamentals de la funci6 sinus son:

e Imatge: [-1,1].

e Periode: 27.

e Punts de tall amb 'eix X: (k7,0) k € Z.

e Creixent en els intervals: 37” + 27k, 57” + 27rk) per a qualsevol k € Z.

e Decreixent en els intervals: (g + 27k, 37” + 27rk') per a qualsevol k € Z.

e Maxims en (g + 27k, 1) i minims en (377' + 27k, —1) per a qualsevol k € Z.

e Funci6 senar o simétrica respecte I'origen. Compleix sin(—z) = —sin(z).

Funcidé cosinus

Algunes de les caracteristiques de la funcié cosinus son:

e Imatge: [-1,1].

e Periode: 27.

e Punts de tall amb l'eix X: ((2k+1)5,0) k€ Z.

e Creixent en els intervals (7 + 27k, 27 + 27k) per a qualsevol k € Z.

e Decreixent en els intervals: (27k, 7 + 27k) per a qualsevol k € Z.

e Maxims en (27k, 1) i minims en (7 + 27k, —1) per a qualsevol k € Z.

e Funci6 parell o simétrica respecte I'eix X. Compleix cos(z) = cos(—z).

Funci6é tangent
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o] -

Algunes de les caracteristiques fonamentals de la funci6é tangent son:

e Domini: R\ {Z + kn}, on k és un nombre enter qualsevol.
e Imatge: tots els nombres reals.

e Periode: 7.

e punts de tall amb l'eix X: (km,0) k € Z.

e Funci6 creixent en tot el domini.

e No té maxims ni minims.

Les transformacions del sinus i cosinus que podem tenir son:

f(x)=C -sin(ax +b) + k
g(z) =C-cos(ax +b) + k

k Translacions verticals. La grafica es desplaga k unitats verticalment. Puja en

k>0 o baixa en k < 0.

C Dilatacions/contraccions verticals. En |C| < 1 la grafica s’aixafa, en |C] > 1

la grafica s’estira. En C' < 0 hi ha una simetria respecte de l'eix X.

b Translacions horitzontals. La grafica es desplaga b unitats horitzontalment,

cap a l'esquerra en b >0 o cap a la dreta en b < 0.

a Dilatacions/contraccions horitzontals. Hi ha un canvi de periode que afecta
totes les caracteristiques de la funci6. En 0 < a < 1 el periode serd més gran i en

a > 1 el periode serd més petit.
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Exercicis resolts

1. Considera la funcié f(z) = sin(z)cos(z - a).
(a) Per a =0 dona tots els punts de tall amb I’eix X.

(b) Per a= 3, calcula la seva amplitud.

Solucié:

(a) Per a trobar tots els punts de tall amb leix X, imposem sin(z) cos(z) = 0, i per tant

seran els punts tals que sin(z) = 0 o cos(z) = 0, i els punts = = wk per una banda i els
punts x = g + wk per altra amb k € Z. Si unim tots els punts podem dir que la funcié
s’anullard en el punts x = gk: amb k € Z.

(b) Ens fixem que cos (x— g) és igual a sin(z), i per tant la funci6 que considerem és
f(z) = sin?(z). Aquesta funci6 només pren valors positius menors que 1, i per tant la

seva amplitud és 1.

2. Resol les equacions trigonomeétriques segiients:
(a) sin?(z) +3sin(z) +2=0
(b) 2sin?(x) +3cos(z) =3

Solucié6:

(a) Per a resoldre ’equaci6 sin?(z) +3sin(z) +2 = 0, anomenarem y = sin(z), de manera que

l’equacié queda de la forma y2 + 3y + 2 = 0.

Si resolem aquesta equacié de segon grau, obtenim dues solucions y = -21iy=-1.

Com que y = sin(z), podem descartar la primera de les dues solucions, ja que el sin(x)
només pren valors entre —1 i 1. Les solucions de ’equaci6é inicial seran les solucions de
I’equacio sin(z) = -1, i aquestes son x = 37” + 27wk amb k € Z.

(b) En primer lloc, velem que I’equaci6 té termes en sin(z) i cos(z). Utilitzarem el teorema
fonamental de la trigonometria per tal de reescriure ’equacié només en termes de cos(x).
Com que sin?(z) = 1 - cos?(x), obtenim 2(1 - cos?(z)) + 3cos(z) = 3, que simplifiquem
per obtenir

—2cos?(x) +3cos(x) —1=0
Com en el cas anterior, anomenarem

y = cos(x)

, de manera que ’equaci6 queda —2y% + 3y -1 =0.
Resolem aquesta equacié de segon grau i obtenim dues solucions: y=1iy = % Per tant,
les solucions seran els valors tals que cos(z) =1 o cos(z) = %
Busquem aquests valors i obtenim les solucions de l’equacié inicial * = 27k per a la
primeraixz=% +2rkix= 5—" + 27k amb k € Z. Per tant, tots aquests valors son solucio

3 3
de ’equacié inicial.

3. A partir del teorema fonamental de la trigonometria demostra que
(a) sec?(z) = 1+tan?(x)

(b) cosec?(z) =1+ cotan?(z)

Solucio:
(a) Per una banda a partir de la definici6 obtenim que sec?(z) = ﬁ i per altra banda
cos?(x
1+ tan?(z) =1+ sin?(x) _ cos?(x) +sin?(x) _ 1
cos?(x) cos?(x) cos?(x)

per tant obtenim la igualtat que voliem.
1

(b) Igual que abans veiem per una banda a partir de la definicié que cosec?(x) = ﬁ i
sin?(x

per laltra banda

cos?(x) B sin?(z) + cos?(z) __1

sin(z) sin?(x) sin?(x)

1+cotan?(z) =1+

4. Troba una funcié amb sinus o cosinus que tingui amplitud 2, periode 7 i tal
que f(0) = 2.
Soluci6:

Proposem un parell de solucions, una amb sinus i una amb cosinus (no sén tniques). En
ambdos casos hem multiplicat la « per 2 per tal que el periode sigui la meitat del periode
del sinus i cosinus. També hem multiplicat per 2 la funci6é per tal d’aconseguir amplitud
desitjada. Finalment podem jugar amb les translacions (horitzontals i verticals) per tal que
la funcié passi pel punt (0,2).

Veiem la grafica de dues funcions amb aquestes caracteristiques: f(z) = 2sin(2z) +2 1 g(z) =
2 cos(2x).
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5. Pots trobar valors de z tals que sin(z) = tan(z)?
Solucié:

A paritr de la definicio de tan(z) podem escriure ’equaci6 de la forma

sin(z)
cos(z)
Per tant, veilem que aquesta igualtat es complira en els casos en qué sin(z) =0 o cos(z) =1,
perod ens fixem que si es compleix la primera igualtat segur que es compleix la segona ja que
en els punts a on sin(z) = 0 tenim que cos(z) = +1 (no és cert el reciproc). Per tant, els punts

on coincideixen la funci6 sinus i la tangent sén els punts on totes dues s’anullen, z = 7k per
keZ.

sin(z) = <> sin(z) cos(x) = sin(z) < sin(z)(cos(xz) - 1) =0

6. A partir de la grafica de sin(x + 2) justifica i construeix la grafica de sin(2z) -5

i 3sin (%x)

: " ) s 1 \/ 5 ' ? \
-1

Solucio:
Comencem escrivint g(x) = sin(2z) - 5 a partir de transformacions de la funcié sin(z + 2)
g(z) =sin(2(z+2)-4)-5

Aixo vol dir que desplacem la funcié sin(z + 2), 5 unitats cap avall, 4 unitats a la dreta i la
contraiem horitzontalment dividint el periode inicial per 2.
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4 =3 -2 =1

Fem el mateix per g(z) = SSin(%x) i obtenim

g(z) = 3sin(%(w+2) - 1)

Per tant en aquest cas, hem desplagat la funcié 1 unitat a la dreta, hem dilatat hortizontal-
ment la funcié obtenint un periode el doble de I’inicial i hem dilatat la funci6é verticalment 3

unitats.




© FUOC e PID 00273913 240 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Determina el periode de les funcions segiients:
(a) sin(2z)
(b) cos(3z)
(c) sin(%x)
(d) tan(4x)

8. Resol les segiients equacions trigonométriques
(a) tan?(z) - tan(z) =0
(b) 1-cos?(z) = cos?(z)

9. Utilitza les relacions trigonomeétriques conegudes per a simplificar les segiients
expressions

(2)

sin(7 + x) — sin(7 — z)

cos(m + x) + cos(m — )
cos(z) —sin(x)
1-tan(z)

(b)

10. Troba tots els valors tals que

0 o ce(2))
(b) tan (arcsin (%))

11. Es parell la funcié f(z) = sin(z?) + cos(z) + 37 (Recorda que una funcié és parell
si f(-z) = f(x) per qualsevol valor de z).

12. Troba ’expressié algebraica d’aquesta funcié utilitzant només el sinus

v

13. Troba ’expressidé algebraica d’aquesta funcié utilitzant només el cosinus

"
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Solucions:
7. (a) w
27

(b) Y

(¢) 4m
(d) 5

4

8. (a) :Jc:ﬂ-kim:ngﬂ-kambkeZ
3
(b) x:£+7rkix:%+7rkambkez

9. (a) tan(z)
(b) cos(z)
10. (a) ig
(b) %2

11. Si, la funci6 f(z) és parell.
12. sin (z+ %)
13. 2cos(z) +3
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9. Funcions exponencial i logaritmica
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9.1. La funcié exponencial

9.1.1.

La funcié exponencial de base a es defineix a partir de les poténcies de nombres.

En general, si a és un nombre positiu, la funcié exponencial de base a es defineix com

aa”.

Definicié i exemple

Exemple. Funci6 exponencial de base 3.

Aleshores,
9(0) = 3°

g(z) =3"

=1,9(1)=3"=3,9(2) =3 =9, g(-1) =37" =

Qué és una funcié exponencial? Q

Una funcié exponencial es defineix
a partir de les poténcies dels
nombres. La seva expressié és de la
forma a® , amb a > 0.

Dom(a®) =R i Im (a®) =R*. Sén
funcions sempre creixents per a

a > 1, decreixents per a a < 1. No
tenen ni maxims ni minims.

Una de les funcions exponencials essencials és la que té com a base el nombre irracional

e, els primers decimals del qual son 2.71828182845904523 ... En aquest cas, la funci6é

s’anomena simplement exponencial, sense especificar-ne la base, i s’escriu exp (z) o

simplement e”.

9.1.2.

Grafica

Podem deduir la forma general de la grafica de qualsevol funcié exponencial a partir

d’un exemple

concret.
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En representar la grafica d’una taula d’una funcié exponencial, per exemple, g(z) = 3*

en el domini [-3,2], s’obté una grafica de punts amb aquest aspecte:

L]
L]
(-]
L]
L]
-]
L]

De la representacio anterior, no és complicat deduir que la grafica de la funci6é expo-

nencial de base 3 en el domini [-3,2] esdevé la segiient:

s 45 2 -8 1 B8 o [ i T

A partir de la grafica s’observa com qualsevol valor de la funcié és sempre positiu, que
indica que la funci6 sempre és positiva. A més, s’observa que la grafica passa pel punt
(0,1). Aquestes sén dues propietats de totes les funcions exponencials. La primera
perqué, sigui quin sigui ’exponent, la poténcia de base positiva sempre és positiva. La
segona perqué qualsevol nombre elevat a 0 és sempre 1. Aixi, en particular, la grafica

d’una funcié exponencial sempre queda per sobre de I'eix X.

9.1.3. Propietats

D’acord amb els fets observats anteriorment, es compleixen certes propietats per a

totes les funcions exponencials. Si escrivim y = a”, amb a > 0 aquestes propietats som:
e El domini de qualsevol funcié exponencial son tots els reals: R = (—oco, +00).

e La imatge de qualsevol funci6 exponencial de base a # 1 és R* = (0, +o0).

e La grafica d’una funci6 exponencial sempre passa pel punt (0,1).

e Sila base a és més gran que 1 (a>1):
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o Si x1 < x9, a” < a”?, és a dir, la funcié creix en augmentar la variable. En
definitiva, la funci6 és creixent. A més, el creixement és més gran com més gran

és la base.

o Com meés petit és el valor de la variable z, més s’acosta a 0 el valor de la imatge

y, tot i que no s’arriba a assolir mai aquest valor.

e Sila base a és menor que 1 (a <1):

o Six1 < x2, a®' > a™?

, és a dir, la funci6 decreix en augmentar la variable. En
definitiva, la funci6 és decreixent. A més, el decreixement és més gran com més

petita és la base.

o Com més gran és el valor de la variable z, més s’acosta a 0 el valor de la imatge
y, tot i que no arriba a assolir a mai aquest valor.
e Silabase és 1 (a=1): la funci6 és constant, ja que 1* =1-...-1=1.

——
x

Aquestes propietats s’observen en les grafiques de qualsevol funci6é exponencial.

Identifiquem-les en les segiients:

La imatge de I’esquerra mostra les grafiques de 4*, 3%, 2% i (%)w Observem que, per
ser la base major que 1, son funcions creixents, amb un creixement més gran com més
gran és la base. A més, notem que, com més a I’esquerra de = = —1, per exemple, el
valor de les funcions s’aproxima molt rapidament a 0, pero sense assolir aquest valor.
La imatge de la dreta mostra les grafiques de (%)m, (%)w, (%)w i (%)gC Observem
que, per ser la base menor que 1, son funcions decreixents, amb un decreixement més
gran com més petita és la base. A més, notem que, com més a la dreta de = = -1, per
exemple, el valor de les funcions s’aproxima molt rapidament a 0, perd sense assolir
aquest valor.
3

Finalment, observem com les grafiques de 4°, 3%, 27 i (5)96 i les grafiques de (i)x,

(%)I, (%)z i (%)x son simeétriques respecte de l'eix Y. Aquest fet és degut a
() -
) -4
a

La funci6 exponencial és una de les funcions més importants per les seves aplicacions,
ja que és capag de descriure una gran varietat de fenomens, especialment els de
creixement. Pe aix0 és habitual que aquestes funcions també es denominin funcions
de creizement. En particular, s’apliquen a fets tan importants com el creixement d’una
poblacié de bacteris en un laboratori, el creixement demografic del nombre d’animals,

la manera com decreix la matéria radioactiva (creixement negatiu), la ra¢ amb la
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qual un obrer aprén un cert procés, o la velocitat amb qué una malaltia contagiosa
es dissemina amb el temps. Les funcions exponencials també sén ttils per a calcular
Iinterés obtingut en un compte bancari, ja que descriuen 'augment monetari a un

interés compost.

9.2. El logaritme
9.2.1. Definicié

El logaritme de base a, amb a > 0, d'un nombre real positiu z, es calcula de la
manera segiient:

log, x = log,(z) =y si x =a"
Per exemple, el logaritme de base 2 de 8 és igual a 3 perqué 23 = 8. Aleshores, podem
escriure

logy 8 =logy(8) = 3, perqué 2° =8

En general, doncs, s’escriu log,, per indicar precisament aquesta operacié: el logaritme

de base a.

Exemple. Logaritmes de bases
e Logaritme de base 3 de 81: log;(81) = 4 perque 3* = 81.
e Logaritme de base 5 de 25: logs(25) = 2 perqué 5% = 25.

e Logaritme de base 7 de 49: log,(49) = 2 perqué 72 = 49.

9.2.2. Propietats

Les propietats del logaritme deriven de les propietats de les poténcies, atesa la relacié
que hi ha entre les dues operacions. Aixi, per a un logaritme de base a, log,, es

compleixen les propietats segilients sigui quin sigui el valor de a > 0:
1) log,(a) =11ilog,(1)=0

2) El logaritme del producte és igual a la suma de logaritmes:

log, (x - y) =log, (z) +log,(y) per a z,y >0
ja que

aloga (z-y) _ _ aloga (z) aloga (y) _ aloga(w)ﬂoga(y)

Ty
3) El logaritme d’una poténcia és igual al producte de 'exponent pel logaritme de
la base:
log,, (xy) =y-log,(x) per a x >0

ja que
y .
o8 (@) _ Ly _ (aloga,(a:)) = gVloga ()

4) El logaritme d’un quocient és el logaritme del numerador menys el logaritme del

denominador:

L'origen del concepte de logaritme @

esta en un problema de matematica
aplicada: la necessitat de simplificar
la tasca dels calculadors,
excessivament complicada quan es
tractava de fer multiplicacions,
divisions i, fins i tot, poténcies o
extraccions d'arrels en problemes
relacionats inicialment amb
I’agrimensura i |'astronomia,
especialment quan s’havia d'aplicar
a la navegacié. Arquimedes ja tenia
una idea fonamental que generaria
els logaritmes. No va ser, pero, fins
a John Napier (s. XV) que
s'aprofitaria la idea llanA§ada per
Arquimedes. Els logaritmes van ser
de gran ajuda per al naixement de
la fisica matematica al final del
segle XV.
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log, (5)  log, () — loga(y) per a 2,y > 0

ja que

loga(i) = log, (z-y") = log,(x) +log, (v ) = log,(x) ~ log, ()

5) Es possible relacionar dos logaritmes de bases diferents, a i b, amb aquesta formula:

log, (2)
log, (b)

ja que si denominem y = log,(z) i z = log, (), aleshores = = a

logy, (x) = peraz >0

Y= b7,

z
A més, com que b = a'°8?) podem escriure z = a¥ = b* = (alog“(b)) = q*1°8a(b)
Per tant,

log,(z) =y = z-log, (b) = log(z) - log, (b)

d’on es dedueix la propietat enunciada.

9.3. La funci6 logaritmica
9.3.1. Definicié i exemples

La funci6 logaritmica de base a, amb a > 0ia # 1, és la funcié inversa de la funcié
exponencial de base a. Es a dir,

y=log,(x) si z=a"
Com que la funcié es defineix a partir de les propietats del logaritme, també se

I’anomena directament funcié logaritme.
Hi ha dos casos particulars en la notacié d’aquesta funcio:

e (Quan la base és el nombre irracional e, es parla de logaritme neperia i s’escriu In.

Es a dir, s’entén In = log, .

e (Quan la base és el nombre 10, es parla simplement de logaritme, sense especificar

la base, i es sol escriure simplement log. Es a dir, s’entén log = logy-

9.3.2. Grafica
Podem deduir la forma general de la grafica de qualsevol funcié logaritmica a partir

d’un exemple concret.

En representar graficament una taula d’una funcié logaritme, per exemple, la de base

2 en el domini (0, 8], s’obté una grafica de punts com aquesta:

3 [
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Qué és una funcié logaritmica? 9

Una funcié logaritmica de base a és
la funcié inversa d'una funcié
exponencial de base a. La seva
expressi6 és de la forma log, (z) ,
on a > 0. Dom (log,(z)) =R*% i
Im(log, (x)) = R. Sén funcions
sempre creixents pera a > 1 i
decreixents per a a < 1. No tenen ni
maxims ni minims.

John Napier (i d'aqui el qualificatiu@

neperiad) va néixer el 1550. Al 1614
va publicar el Mirifici
logarithmorum canonis descriptio,
on relaciona una progressié
geométrica amb una progressié
aritmética. La primera és la
progressié de les distancies
recorregudes amb velocitats
proporcionals a elles mateixes, i la
segona, la progressié de les
distancies recorregudes amb
velocitat constant, on aquestes
distancies s'on els “logaritmes” de
les primeres. L'obra comprén una
taula de logaritmes de sinus, amb
els angles que varien de minut en
minut. El 1619 va aparéixer una
segona obra, Mirifici logarithmorum
canonis constructio, on |'autor
explica com calcular els logaritmes.
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A partir d’aquesta grafica es pot deduir la grafica de la funcié. Aixi, en aquest cas, la

grafica de la funci6 logaritme de base 2 en el domini (0, 8] resulta

En la grafica s’observa que la funci6 es defineix tinicament per a valors positius, perd
la seva imatge abraca tots els valors reals. A més, observem que la grafica de la funcio
passa pel punt (1,0). Aixo passa en totes les funcions logaritmiques degut al fet que
el logaritme es defineix a partir de les poténcies dels nombres. En particular, notem

que la grafica d’una funci6 logaritmica sempre queda a la dreta de l'eix Y.

9.3.3. Propietats

D’acord amb els fets observats anteriorment, es compleixen certes propietats per a les
funcions logaritmiques. Si escrivim y = log, (z), amb a > 0 i a # 1, aquestes propietats

son:

e El domini de qualsevol funcié logaritmica de base a és igual a R* = (0, +o0), ja

que correspon a la imatge de la funcié exponencial de base a.

e La imatge de qualsevol funci6 logaritmica de base a és igual a tots els nombres

reals: R = (—o0,+00), ja que és el domini de la funcié exponencial de base a.
e La grafica de qualsevol funci6 logaritmica sempre passa pel punt (1,0).
e Sila base a és més gran que 1 (a>1):

o Si x1 < z2, llavors log, (z1) < log, (z2), és a dir, la funcié creix en augmentar
la variable. En definitiva, la funcié és creixent. A més, no hi ha limit per al
creixement de la funcié: quan el valor de variable z augmenta, la imatge y

també augmenta. Aquest creixement és més gran com més petita és la base.

o Com més a prop de 0 és la variable z, el valor de la imatge y és menor; per aixo

es diu que la funci6 log,(z) tendeix a —oo quan la z tendeix a 0.
e Sila base a és menor que 1 (a <1):

o Siz1 < x2, llavors log, (z1) > log, (x2), és a dir, la funcié decreix en augmentar
la variable. En definitiva, la funci6é és decreixent. A més, no hi ha limit per al
decreixement de la funcié. Aquest decreixement és més gran com més gran és

la base.

o Com més prop de 0 esta la variable z, major és el valor de la imatge y; per aix0

es diu que la funci6 log,(z) tendeix a +o0 quan la z tendeix a 0.
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Aquestes propietats s’observen en les grafiques de qualsevol funci6 logaritmica.

Identifiquem-les en les grafiques segiients:

log,(x)

log gl

4 2 log, ()

La imatge de I'esquerra mostra les grafiques de les funcions log,(z), In(x), log(x),
logog (7). Recordem que In(z) és el logaritme neperia (de base e), i log(x) (sense
indicar la base) fa referéncia al logaritme de base 10. Observem que, soén funcions
creixents perqué la base és major que 1, amb un creixement més gran com més petita
és la base. A més, notem que com més a ’esquerra de, x = 1, per exemple, el valor de
les funcions decreix molt rapidament, sense limit concret.
La imatge de la dreta mostra les grafiques de les funcions logaritmiques de bases
inverses a les anteriors, és a dir, de bases %, %, 11—0 i %. Observem que so6n funcions
decreixents perqué la base és menor que 1, amb un decreixement més gran com més
gran és la base. A més, notem que, com més a l'esquerra de, x = 1, per exemple, el
valor de les funcions creix rapidament, sense limit concret.
Finalment, observem que les grafiques log, (z) i log1 (x) son simétriques respecte de
Peix X. Aix0 és aixi perqué ’

log () = ~log, (2)
Les funcions logaritmiques sén importants per a estudiar fenomens fisics, per exemple,

la descomposici6 radioactiva.

9.4. Relacio entre les grafiques exponencial i logaritmica

Hi ha una relaci6 estreta entre les grafiques d’una funcié exponencial i d'una funcié
logaritmica de la mateixa base, atesa la definici6 del logaritme a partir de les poténcies

de nombres. Les deduim a partir d’algun exemple concret.

Considerem, per exemple, les grafiques de la funcié logaritme neperia, In(z), i de la
funcié exponencial, ¢”, i comparem-les. Recordem que la grafica de qualsevol funcié
s’interpreta d’esquerra a dreta i s’ha d’analitzar amb precaucidé perqué sempre és

aproximada i és possible no interpretar-la correctament.
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En representar les dues grafiques corresponents a In(z) i ¥ conjuntament, en el
domini [—4,4], per exemple, observem que ambdues funcions son simétriques respecte
de la recta y = z. Es a dir, que si es doblega el paper amb les dues funcions per la

recta y = x, ambdues corbes coincideixen després del plegat.

Aquest fet també passa si les funcions tenen la base menor que 1. Per exemple, les

funcions exponencial i logaritmica de base 3: (%)z ilogi(z) en el domini [—4,4]:
3

Tal com hem anticipat, es pot observar que les funcions sén també simétriques res-

pecte de la recta y = x.

Aquest fet no és solament aplicable a aquestes funcions. De manera general, es té que
si dues funcions qualssevol son inverses una de l'altra, les seves grafiques compleixen
aquesta propietat: son simétriques respecte de la recta y = x. Aix0 és facil d’explicar,
ja que la inversa d’una funci6 intercanvia els papers de la z i la y. Per tant, la funcio
inversa ha de tenir la mateixa forma que la funcié original, tret que els eixos X 1Y

s’han d’intercanviar.

9.5. Equacions exponencial i logaritmica

Equaci6é exponencial. Es una equacié amb funcions exponencials.

Resoldre aquest tipus d’equacions no és facil en general, i no hi ha cap féormula de
resoluci6 general. El que convé en aquests casos és agrupar al maxim i convenientment
les poténcies que aixi ho permetin per a intentar substituir 'equacié exponencial
per una equacié lineal o quadratica. Per aixo és fonamental identificar i aplicar les

propietats de les poténcies. A continuaci6 hi ha alguns exemples d’aixo.

Un primer exemple d’equaci6é exponencial de resolucié senzilla a causa de la igualtat

entre les bases podria ser aquest:

Qué és una equacié exponencial? 9

Es una equacié6 amb funcions
exponencials. Per a resoldre una
equacié exponencial, convé agrupar
al maxim les poténcies per a poder
substituir I'equacié exponencial per
una equacié lineal o quadratica. De
la mateixa manera, es poden
resoldre sistemes d’equacions
exponencials.
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Aixi mateix, la resolucié d’equacions exponencials pot ser més complexa, com és per

exemple la segiient:

Aixd es pot complicar més. Es el cas d’una equacié com aquesta:
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De la mateixa manera, també es poden resoldre sistemes d’equacions exponencials
convertint-los en sistemes d’equacions lineals en manipular convenientment les po-

téncies. Aquest n’és un exemple:

Exemple. Resolucié de sistema d’equacions exponencials.
5% = 5Y.625
2% . 2Y = 256
Reescrivim la primera equacié de manera convenient:
5°=5Y .5 = 5°7¥ = 5
Reescrivim també la segona equacié de manera convenient:
2%.9Y =28 = 97V = 98
El sistema original queda reduit a un sistema d’equacions lineals:
r—y=4
T+y=38
En resoldre aquest sistema, per exemple, per reduccié, s’obtenim la solucié
(z,y) = (6,2)

Finalment, comprovem que la soluci6é obtinguda satisfa el sistema original.

Equaci6 logaritmica. Es una equaci6é on apareixen funcions logaritmiques.

Resoldre aquest tipus d’equacions no és en general facil, i no hi ha cap formula gene-
ral de resolucié. El que convé en aquests casos és agrupar al maxim i convenientment
els logaritmes que ho permetin per a intentar substituir I’equacié logaritmica per
una equacio6 lineal o quadratica. Per a aix0, és fonamental identificar i aplicar les

propietats dels logaritmes. Vegem-ho amb la resolucié d’alguns exemples.

Un exemple a resoldre podria ser 'equacié segiient:

Qué és una equacié logaritmica? 9

Es una equacié6 amb funcions
logaritmiques. Per a resoldre una
equacié logaritmica, convé agrupar
al maxim els logaritmes per a poder
substituir I'equacié logaritmica per
una equacié lineal o quadratica. De
la mateixa manera, es poden
resoldre sistemes d’equacions
logaritmiques.
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També es poden resoldre sistemes d’equacions logaritmiques procedint de manera
similar, és a dir, intentant sempre agrupar els logaritmes que ho permetin per a
convertir les equacions inicials en equacions lineals o quadratiques. Un exemple a
resoldre de sistema d’equacions logaritmiques podria ser el segiient:ple a resoldre de

sistema d’equacions logaritmiques, podria ser el segiient:
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Resum

Funcions exponencials i logaritmiques '

’ Funcions exponencials ‘

Definicié. Una funcié exponencial de base a > 0 és la que es defineix a partir de les

poténcies dels nombres.

Expressié. y = a”, amb a > 0.

Una de les funcions exponencials més importants és la de base e = 2.71828182845904523.
La seva expressio és y = e”.

Propietats.

e Domini: R = (—0c0,+00)

Imatge: R = (0, +00)
e No tenen ni maxims ni minims.

e Passen pel punt (0,1).

Grafiques.
a>1 a<l
Funcié creixent Funcié decreixent
Quan z tendeix a —oo, la funci6 tendeix a 0. Quan z tendeix a —oo, la funcié tendeix a +oo.

Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a +oo. | Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a 0.

1 x
Les grafiques de a”® i (7) , per a a > 0 qualsevol, sén simétriques respecte de 1’eix Y.
a

Definicié. El logaritme de base a, amb a > 0, d’'un nombre real x és

log,(z) =y siz=a"

Propietats.

1) log,(a) =11log,(1) =0.
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2) El logaritme del producte és igual a la suma de logaritmes:

log, (z-y) =log,(z) +log,(y)

3) El logaritme d’una poténcia és igual al producte de 'exponent pel logaritme de

la base:
loga (my) =y IOga(x)

4) El logaritme d’un quocient és el logaritme del numerador menys el logaritme del

denominador:

log, (;)  log, () ~ log, (y)

5) Es possible relacionar dos logaritmes de diferents bases, a i b, amb aquesta formula:
log,, ()

logy (1) = 1o

’ Funcions logaritmiques

Definicié. La funci6 logaritmica de base a, amb a > 01i a # 1, és la funci6 inversa de

la funcié exponencial de base a.

Expressié. y = log, () si x = a.

Una de les funcions logaritmiques més importants és la de base e = 2.71828182845904523.
La seva expressio6 és y = In(z).

Quan la base de la funci6 logaritme és el nombre 10, s’expressa simplement y = log(z).
Propietats

e Domini: R* = (0, +00)

e Imatge: R = (—o0,+00)

e No tenen ni maxims ni minims.

e Passen pel punt (1,0).

Grafiques
a>1 a<l
Funci6 creixent Funci6 decreixent
Quan z tendeix a 0, la funcié tendeix a —oo. Quan z tendeix a 0, la funcié tendeix a +oo.
Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a +oo. | Quan x tendeix a +oo, la funcié tendeix a —oo.

logy(x)

log gl )

-1 = |(|g_!{.r}

Les grafiques de log, ilog1, per a a >0 qualsevol, sén simétriques respecte de ’eix X.
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Grafiques de les funcions exponencials i logaritmiques

Les grafiques de les funcions exponencials i logaritmiques de la mateixa base son

simeétriques respecte de la recta y = x.

Equacions exponencials i logaritmiques

Equacié exponencial. Es una equacié que inclou funcions exponencials. Per a re-
soldre una equacié exponencial, s’han d’agrupar al maxim i de manera convenient
les poténcies per tal de substituir ’equacié exponencial per una equacié lineal o

quadratica.

De la mateixa manera, es poden resoldre sistemes d’equacions exponencials convertint-

los en sistemes d’equacions lineals. Aix0 es fa manipulant convenientment les potén-

cies.
Ezemple d’equacio Ezemple de sistema
7"+ 7m+1 + 7z+2 =2793 5% = 5Y . 625
7T 477 47277 = 2793 2%-2¥ =256
2 5% = 5Y.625 = 5% = 5Y . 5% = 527V = 5%
7" (1+7+7%)=2793
2% .2Y = 256 = 27 . 2¥ = 28 = 9%tV = 98
7% .57 = 2793 per tant, es tracta de resoldre
71.:2793:49 z-y=4
57
r+y=8
7% =72 d’on resulten
d’on resulta r=61y=2
=2 que també verifiquen el sistema original.
que també verifica ’equaci6 original.

Equacié logaritmica. Es una equaci6 amb funcions logaritmiques. Per a resoldre
una equacié logaritmica, s’han d’agrupar al maxim i de manera convenient els loga-

ritmes per tal de substituir I’equacié logaritmica per una equacié lineal o quadratica.
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De la mateixa manera, es poden resoldre sistemes d’equacions logaritmiques convertint-

los en sistemes d’equacions lineals. Aixo es fa manipulant convenientment els logarit-

mes.
Ezemple d’equacio Ezemple de sistema
2log(z) —log(z —16) =2 T+y=65
log (:pz) —log(xz-16) =2 log(z) +log(y) = 3
22 log(x) +log(y) =3 = log(z - y) = 3 = log(1000)
log (m) =log(100) per tant, es tracta de resoldre
2
100 T+y=65
©-16 -y = 1000
% — 100z + 1600 = 0 d’on resulten
d’on resulten _ £=40iy=250béz=25iy =40
que també veriﬁxqzzr? 11’:q1=1:c0io original que també verifiquen el sistema original.
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Exercicis resolts
1. Trobeu una funcié exponencial del tipus f(z) = a® que compleixi f(6) = 64.

Soluci6:
S’ha de complir f(6) = a8 = 64. Sabem 26 = 64. Aleshores, una possibilitat és considerar a = 2.
Per tant, una funci6 exponencial que compleix la condici6é demanada és f(z) = 2%.

2. Determineu quines d’aquestes funcions son creixents i quines decreixents, i
ordeneu-les de major creixement a major decreixement. Justifiqueu la resposta.

f(x) =117 g(x) =13%, h(z) = 0.1%,¢(x) = 0.37
Solucio:

f(z) =117 i g(x) = 13% sbn creixents, perqué soéon funcions exponencials i la seva base és
major que 1.

h(z) =0.1" i t(z) = 0.3 sé6n decreixents, perqué sén funcions exponencials i la seva base
és menor que 1.

Per a ordenar aquestes funcions exponencials de major creixement a major decreixement, cal
tenir en compte que si la base és més gran que 1, el creixement de la funcié és més gran com
meés gran és la base. En canvi, si la base és menor que 1, el decreixement de la funci6 és més
gran com més petita és la base. Per tant, ’ordre ha de ser aquest:

g(w) = 137, f(x) = 11%,¢(z) = 0.37 i h(z) = 0.1

3. Calculeu aquests logaritmes sense usar la calculadora:
(a) logy(32)
(b) logy(81)
(c) logs (5°)
(d) log; (V243)
Soluci6:

Per a trobar el valor d’aquests logaritmes, cal fer tres coses.
En primer lloc, conéixer el valor d’algunes poténcies basiques, per exemple:
32=2581=92i243=3°
En segon lloc, aplicar la suma de logaritmes per al logaritme d’un producte, en particular
log, (z") =log,(z-...-x) =log,(z) +...log,(z) = n-log,(z)
N
n vegades

n vegades
Finalment, recordar que log,(a) = 1.
D’acord amb aixo, es té:

(a) logy(32) =logy(2°) =5-logy(2) =5-1=5
(b) logg(81) = logg(9?) = 2-logg(9) =2-1 =2
(c) logg(5%) =3-logs(5) =3-1=3
)

(d) logs (\/%) =logs (243%) =logy (35)% =logs (3%) = g -logz(3) = g 1= g

4. Trobeu una funcié logaritmica del tipus f(z) = log,(z) logs(z) que compleixi
£(125) = 3.

Solucio:
S’ha de complir £(125) = log, (125) = log, (5%) = 3. Per la definici6 i propietats de la funci6
logaritme, resulta
3 =log, (5%) = 3-log,(5) = 1 =log,(5)
que només és possible si a = 5. Per tant, la funci6 logaritmica a considerar és f(x) = logs(x).

5. Determineu quines d’aquestes funcions son creixents i quines decreixents, i
ordeneu-les de major creixement a major decreixement. Justifiqueu la resposta.

f(z) =logg(z), g9(z) =logy.o(x), h(z) =log3(z), t(x) = logy 1 (x)
Soluci6:
f(z) = logz(x) i h(x) = log3(x) son creixents, perqué sén funcions logarftmiques i la
seva la seva base és major que 1.
g(z) =logy o(x) i t(x) =logy 1 (x) son decreixents, perqué séon funcions logaritmiques i la
seva base és menor que 1.

Per a ordenar aquestes funcions logaritmiques de major creixement a major decreixement,
cal tenir en compte que si la base és més gran que 1, el creixement de la funcié és més gran
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com més petita és la base. En canvi, si la base és menor que 1, el decreixement de la funci6
és més gran com més gran és la base. Per tant, I’ordre ha de ser aquest:

f(z) =logs(x), h(z) =logi3(x), t(x) =logg 1 () i g(z) = logg 2 (x)
6. Trobeu el valor de z que compleix aquestes igualtats:
(a) logy(z) =4
(b) log_(27) ==z
(c) log1(4) =z

(d) logs (\/E) =

Solucié:

Per a resoldre aquestes igualtats, cal aplicar la definicié del logaritme, és a dir,
y =log,(z) si z=a?

D’acord amb aquesta definici, tenim:

(a) 4 =logy(x) si x = 4* = 256 = = = 256

(b) log,(27) =z si27=2"=>2=3

N W

1\* 1
= i = - = — = = — 1 - 92
(c) log%(4)718147(2) 5 T 2, jaque 4 =2

3
() log3(\/§):5si\/_:3%=\/33a:r:33:27

7. Resoleu aquestes equacions:

e 3%7_5.3" =36

o 2log(10x) —log(12 - 4z) = 2

Solucié:

La primera equaci6 es pot resoldre de forma quasi directa, observant que es pot interpretar
com una equacié de segon grau d’incognita 3%. El segon cas és una mica més complex.
Per poder-la resoldre com una equacié de segon grau convé, en primer lloc, manipular les

expressions que contenen els logaritmes per poder-los eliminar i resoldre ’equacié com una
de segon grau. Aixi doncs, observem que ’equaci6é a resoldre es pot reescriure com:

log(10022) - log(12 - 4z) = log(10?)

32% _5.3% =36 10g(100m2)—10g(12—4m) :log(102)
Per la propietat d’una poténcia d’una potén- | Per la propietat del quoacient de logaritmes,
cia, reescrivim 10022
2 g S log(10?)
(3*)°-5-3" =36 12 -4z
Agrupem de manera convenient: Per tant, )
100z
T\2 £ ox _ — =100
(3%)*-5-3"-36=0 12— 4z
Prenem t = 3” i substituim en l’equacio: Simplifiquem:
2
t2-5t-36=0 T
Es tracta d’una equaci6 de segon grau. Podem 12-4z
. P . . Operem:
resoldre-la aplicant la férmula, i obtenim les 2
. z°=12-4x
solucions
t=-4,t=9 I ordenem termes:
Desfem el canvi per a trobar els valors de x: 2® +42-12=0
3% =t = -4 = -22 no és possible per ser -22 un | Resolem aplicant la formula per equacions de
valor negatiu. segon grau i obtenim les solucions
3% =t =9 =232 = z = 2. Substituim = = 2 .
en ’equaci6é original i comprovem que si n’és z=-6iz=2
solucio:
3%2-5.32=81-45=36

En el primer cas, esta clar que les solucions obtingudes sén solucié de ’equacié de I’enunciat.
En el segon cas, en substituir les possibles solucions a ’equacié de ’enunciat, resulta que
només x = 2 compleix la igualtat, per tant només x = 2 és soluci6é de la segona equacié.

8. Resoleu aquestes equacions:

e In(z)+In(z-1)=0
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e log(z)-log (:t2) =log(7)

Solucio:

In(z) +In(z-1)=0

log(z) - log (:):2) =log(7)

Apliquem la propietat del producte de logarit-
mes:
In(z-(z-1))=0

Apliquem I’exponencial i tenim en compte que
el =1:

z-(x-1)=1
Operem:

2?2 -x-1=0
Resolem ’equacio de segon gau i obtenim

1+ \/3
xTr =
2
Finalment, comprovem si les solucions obtin-
gudes satisfan I’equacié original.

Apliquem la propietat del quocient de potén-
cies:

log (%) =1log(7)

Per tant, es tracta de resoldre

T
ﬁ = 7
Ordenem termes:
22 -z =0
I operem:
z-(Tx-1)=0
d’on resulta 1
rz=0,z=—
7

Finalment, comprovem les possibles solucions
en ’equacié original: x = 0 no és possible; en

canvi, si que n’és solucio el valor x = %
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Exercicis per a practicar amb les solucions
9. Trobeu les funcions inverses de f(z) = e3? i g(x) = In(4x + 3).

10. Resoleu les equacions segiients:

(a) 2171 — 26

1
b 5z+3 - =
(b) 577 =

(c) 3% —4.3%"1 = 27

(d) logs (42) =2

(e) logg(z+1) +logg (9-(z+1))=2
(£) 3logy(x) - 2log, (x) = 2

11. Una substancia es desintegra seguint la funcid
D(t) =100-275

on D és la quantitat (en grams) de substancia que hi ha al cap de ¢ anys. Quina
quantitat de substancia hi haura d’aqui a 15 anys?

12. Per a predir el creixement de la poblacié d’una ciutat, s’utilitza la funcio
P(t) = Py - 203t
on P, representa la poblacié inicial i ¢ representa el temps (en anys). Si la poblaci6

actual de la ciutat és de 50.000 habitants, quant de temps (en anys) haura de
passar per tal que la poblacio es dupliqui?

Solucions:
9. f_l(:r)=ln(:t:%)
(@)= 2
10. (a) z=7
(b) z2=-4
(¢c)z=1,xz=2
25
(d) == -
(e) z=2
(f) z=2

11. 12.5 grams.
12. Prop de 23.1 anys.



© FUOC e PID 00273913 261 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

10. Continuitat de funcions
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10.1. Limits de funcions
10.1.1. Noci6 intuitiva de limit

El limit funcional és un concepte relacionat amb la tendéncia dels valors d’una funcié
a mesura que varien els valors de la variable i tendeixen a un valor determinat. El
limit d’una funci6 en un valor determinat de x és igual a un nombre al qual tendeix la
funcié quan la variable tendeix a aquest valor, aproximant-se cada cop més al nombre

objectiu perd no arribant mai a prendre aquest valor.

El limit d’una funci6 en un valor z és igual a un nombre al qual tendeix la funcio6
quan la variable tendeix a aquest valor (sense arribar mai a ser-ho). Si el limit d'una
funci6é f(z) en un valor a és igual a b, s’escriu d’aquesta manera:

lim f(z) =5

r—a
També es diu que “la funcié f(z) té limit b quan la x tendeiz a a”. Per exemple, si
f(z) és una funci6 que compleix que, quan la z tendeix a 3, la funci6 tendeix a 1,
aquest fet s’escriura aixi:

lim f(z)=1

r—3
Amb la notacié anterior, es pot entendre que z — 3 és una forma de representar la

frase “x tendeiz a 87, que vol dir que el nombre x s’aproxima infinitament a 3 perd

sense arribar mai a prendre aquest valor.

Aixi, doncs, el limit d’'una funci6é en un valor a dona una idea de la tendéncia de la
funcié quan el valor de la x tendeix a aquest valor. Per a estudiar el limit d’una funcioé
en un valor, es pot crear una taula amb diferents valors de la funcié el component de

la qual z tendeix al valor a (perd mai és a).
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10.1.2. Concepte i definicié

A partir de la noci6 intuitiva que podem deduir dels exemples anteriors, donem la

definici6 formal del concepte de limit d’una funcié:

El limit de la funcié f(z) quan x tendeix a al valor a és b:
lim f(z) =5
r—a

si es compleix que, donat qualsevol nombre real € > 0, hi ha un nombre real

§ > 0 de manera que si 0 < |z — a| < § es compleix |f(z) —b| <e.

En altres paraules, diem que una funcié f(z) té limit b quan x tendeix a a si, i
solament si, donat un interval qualsevol centrat en b, hi ha un interval de centre ade
manera que tots els punts d’aquest interval, excepte el punt a, tenen la seva imatge

en linterval de centre b anterior.

En general, no es recorre a la definicié de limit per buscar el limit d’una funcié en un
punt, siné que s’utilitzen limits ja coneguts, unes regles senzilles de calcul amb limits
i I"ds de taules de valors amb successions el limit de les quals sigui el valor en queé es

vol buscar el limit.

Abans de veure totes aquestes técniques, vegem exemples senzills que expliquen aques-
ta definici6 i I’enllacen amb la nocié intuitiva de limit funcional que hem discutit

abans.

Exemple. Limit d’una funcié constant.

Donada la funci6 constant f(z) = k, per k un nombre qualsevol, es compleix

lim f(z) =k
Tr—a

per a qualsevol valor a.

Y
X
k E
) 4]

a &

Prenem un interval centrat en k tan petit com vulguem (en la imatge agafem
€ > 0 tan petita que gairebé sembla 0). Considerem qualsevol interval centrat
en a i anomenem-lo (a — §,a + §) per § > 0 qualsevol. La imatge de cada
punt d’aquest interval per la funci6 valdra exactament k (ja que la funci6 és

constant), i per tant cau dins l'interval (k — ¢,k + ¢).
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Exemple. Limit de la funcié identitat.
Considerem ara la funci6 identitat f(z) = z. Per a qualsevol valor a es compleix

lim f(z) = a.

r—a

Agafem qualsevol valor € > 0 i considerem l'interval (f(a) — ¢, f(a) +¢), que
no es més que (a—¢,a+e¢) perqué f(a) = a. Ara hem de trobar un valor § > 0
que depengui només de la € (pero no del valor a) tal que la imatge de I'interval
(a—6,a+6) estigui dins de I'interval (a —e,a + €). Aixo és, considerant que
avaluar un interval no és més que evaluar tots els punts que hi pertanyen,

f((a=6,a+0))c(f(a)-¢ f(a) +2).

Yy
5
F g
/
/
"
4
- :
y
k A
~ ¥4
& rd
4
,/
//' r_’ﬁ- f)
A
. = »
v a a

En el nostre cas de la funci6 identitat f(z) = z, no és més que trobar un ¢ > 0
tal que

(a-6,a+6) < (a—c,a+e).

Aix0 es compleix prenent qualsevol § < e.

10.1.3. Operacions amb limits

El calcul de limits respecta habitualment les operacions basiques: si se sumen, resten,
multipliquen, divideixen, i es calcula la poténcia del limit de dues funcions, dona el

limit d’operar aquestes dues funcions. Aixo és:

El limit de la suma (o resta) de dues funcions en un punt és igual a

la suma (o resta) de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir,
lim (f(z) £g(z)) = lim f(z) £ lim g(x).
r—a r—a r—a

El limit del producte de dues funcions en un punt és igual al producte

de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir,
lim (f(2) - g(x)) = lim f() - lim g(x).
Tr—a T—a T—a

El limit del quocient de dues funcions en un punt és igual al quocient de

limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestié sempre que el denominador no sigui

0, és a dir,

Si observem les dues primeres
propietats mencionades, podem
veure que el calcul del limit d’'un
polinomi en qualsevol niimero no és
mes que el valor que pren el
polinomi en aquest nimero
particular. Aixé és degut al fet que
un polinomi no conté més que
sumes, restes i productes, el limit
dels quals no és més que la suma,
resta i producte de limits. Per tant,
només cal calcular el limit de z, que
coincideix, tal com hem vist en els
exemples anteriors, amb el nombre
al qual tendeix la z, i operar-lo
amb les operacions del polinomi.

/)
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1m = —-—.
v=ag(z)  lim g(z)

El limit de I’exponencial d’una funci6é per una altra en un punt és

igual a ’exponencial de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestié sempre que

ambdues funcions no prenguin el valor 0 alhora, és a dir,

lim f(x)g(z) = lim f(x)iifégu).
r—a r—a

10.1.4. Limits laterals

El limit lateral esquerre d’una funci6 f(z)en un punt a és el limit de la funci6
quan es considera que la variable només pot prendre valors més petits que el punt,
aixo és, el valor que pren la funcié quan ens aproximem al punt objectiu des de punts

per 'esquerra d’aquest. Aquest limit es denota per
lim f(x)=5
r—a~

El limit lateral dret d’una funci6é f(x) en un punt a és el limit de la funci6 quan
es considera que la variable només pot prendre valors més grans que el punt, aixo és,
el valor que pren la funcié quan ens aproximem al punt objectiu des de punts per la

dreta d’aquest. Aquest limit es denota per
lim f(z)="5b
r—at

En particular, podem veure que si el limit d’una funci6 en un cert punt existeix,
coincidira amb els limits laterals quan aquests tinguin sentit. El fet reciproc també és
cert: si els dos limits laterals existeixen i coincideixen amb el mateix valor, el limit de
la funci6é també existira i prendra el mateix valor. Tanmateix, si els dos limits laterals
prenen valors diferents, el 1imit de la funcié en aquell punt no existeix (encara que la

funci6 si que sigui definida en aquell punt).

Matematicament, aixo es pot escriure

lim f(z) existeix i val b < lim f(z)= lim f(z) =5
r—a r—a~ r—at
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10.1.5. Limits a Pinfinit

Es diu que el limit d’una funcié f(z) quan z tendeix a +oco val b si, per El concepte dinfinit no es com"ga@

a fer servir assiduament fins al segle
xv per a designar allé6 que és més
gran que qualsevol altra cosa
imaginable. Es llavors que es
comenca a usar com a simbol una

a qualsevol € > 0, existeix un cert nombre k tal que, per a z > k, |f(z) —b| < e.
De manera similar, es diu que el limit d’una funcié f(z) quan z tendeix
a —oo val b si, per a qualsevol ¢ > 0, existeix un cert nombre k tal que, per a
x <k, |f(z)-b<e.

corba denominada lemniscata oo.

Aquests limits es denoten respectivament
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lim f(x)=5 zl_l)r_noo flx)=b

T—>+o00

Intuitivament, que el punt b sigui el limit de la funci6 en oo vol dir que la funcio
s’apropa més a b com més gran sigui el punt = en qué 'avaluem. En particular, tots
els nombres més grans que un cert nombre k& sén molt a prop de b (en l'interval de

radi €), tal com es pot veure en la grafica:

b :
l )
k

Per a poder fer-nos una idea de quin és el valor d’aquest limit, podem avaluar la

funci6é en nombres cada cop més grans de manera similar a com haviem fet abans.
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10.1.6. Regles basiques de calcul de limits

A Thora de trobar limits hi ha algunes regles senzilles que es poden deduir de la

definici6 de limit i que és 1til tenir presents per a agilitzar el calcul:

k-o0 =00,k # 0 |En un producte, si un factor tendeix a infinit i I’altre tendeix a un

nombre diferent de 0, el producte tendeix a infinit i té un signe que resulta del signe
de Pinfinit del primer factor multiplicat pel signe del nombre al qual tendeix el segon

factor.
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+00 4+ 00 = 400,k + 00 = +00, —00 — 00 = —00, k — 00 = —oco | En una suma, si un o més

sumands tendeixen a infinit amb el mateix signe, la suma tendeix a infinit amb el signe

corresponent.

Exemple. Calcul de limits de tipus k + o0 = 0o, +00 + 00 = +00.

e lim (l+2w2+7):[—00+7]:—oo

z—0- \x

T—>+00

e lim (\/E+7+g):[+oo+7]:+oo
x

o lim (\/z+x)=[+00+00]=+00
T—+00

L2

o0

=0 | En un quocient, si el denominador tendeix a infinit i el numerador tendeix

cap a una constant k, el quocient tendeix a 0.

k
Exemple. Calcul de limits de tipus — = 0.
00

° lim

6 [ 6] +

< =|l—1]=0
T—>—o00 = —3 +00

e lim 5+26x:|:i:|:0+
a:—>0*4_; +0oo

4-8 4 _
e lim z =[—]=O
T—>—00 20 + 4

4
3z” + 2 2
e lim g = [—] =0"
z—0 =t 8 +o00
0 =00,k # 0 | En un quocient, si el numerador tendeix a una constant diferent de 0

i el denominador tendeix a 0, el quocient tendeix a infinit amb un signe que resulta
del signe per a la direccié que s’aproxima el 0 del denominador multiplicat pel signe

del nombre al qual tendeix el numerador.

k
Exemple. Calcul de limits de tipus o =00,k #0.

2242 [18]
e lim =|—| =+
z—4+ -4 (V

322 +1 [13]
e lim =|—|=-

z—2- £ —2 0~
32+1 [13
= |5

e lim

Jm | = +eo

10.1.7. Indeterminacions

Normalment, per a poder calcular el limit d’una funci6é en un punt ens basarem en
les propietats de calcul estudiades préviament. Perd qué passa quan estem en un dels

casos en qué no podem aplicar-les perqué no hi funcionen (com per exemple quan el
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limit del denominador d’una fraccié val 0, o quan tant la base com l’exponent d’una

poténcia valen 0)?

Hi ha molts casos en qué el limit de la funcié en un punt no es pot calcular perqueé
el resultat no és cap nombre; ni tan sols és infinit. En aquests casos diem que som
davant d’una indeterminacio, i cadascuna s’ha de resoldre d’una manera particular

per a poder trobar el valor del limit en aquell punt.

Vegem els diferents tipus d’indeterminacions:

0
Indeterminaci6 de tipus 0 Se sol donar quan la nostra funcié és resultat d'un quo-

cient de polinomis les dues funcions dels quals tendeixen a 0 en el punt per al qual
volem calcular el limit, i quan no podem aplicar per tant la regla per al limit d’una

divisié.

Quan ens trobem davant d’aquesta indeterminacié causada per una fracci6é de polino-
mis, el problema és producte del fet que tant el polinomi del numerador com el del
denominador comparteixen una arrel k. Només cal factoritzar els dos polinomis i

dividir els factors comuns per a resoldre la inderminacié.

0
Exemple. Indeterminacié de tipus i

2
- —4
Per a la funci6 f(z) = el limit en 2 és una indeterminacio, ja que a la
=
fraccio
lim 22 -4
r—2
lim x — 2
x—2

els limit del numerador i el denominador valen 0.

Les arrels del numerador sén x = +2, mentre que el denominador només s’anul-

la en x = 2. Per tant, l'arrel = 2 és una arrel comuna als dos polinomis, i

2
-4 2 -2 2 2
x _ lim (z+2)(z )= lim (z+ )M= lim$+ _

lim =4.
-2 £ —2 -2 T —2 z—2 z—2 1
Indeterminacié de tipus = ‘ Es tracta de limits en qué la funci6é és una fracci6 el

numerador i denominador de la qual tendeixen a oo (independentment del signe de
Iinfinit). El numerador i denominador de la fraccié so6n sovint polinomis (és el cas
que trobarem sovint en aquest curs).
p(z)
q(x)

(el terme de grau superior), i dividim cadascun dels dos polinomis entre el terme

En aquest cas escrivim f(z) = i busquem el terme dominant de cada polinomi

dominant, de manera que gairebé tots els termes de cada polinomi quedaran convertits

en limits del tipus —, que ja sabem que s’anullen. Els tdnics termes que no s’anul-
(e e]

laran sén els del mateix grau que el terme dominant, en els quals es cancellen les

variables i queden nomeés els seus coeficients.
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Suposem de moment que el numerador s'escriu p() = anz" +an, 12" +. . .+a1z+ao,
amb a; € R els coeficients del polinomi, i el denominador q(x) = by @™ + by_12™ ! +

...+ b1z + bg, també amb b; € R.

Suposem, a més, que p(x) és de grau superior a q(z) , i el terme dominant és

x"™. Aleshores, si dividim p(z) i () entre el terme dominant 2" queda

p(x) anz™ +an12" ' + ... +aiz+ag
" - "

anx” an,lwn_l al1r ag
= +—t .+ — + —
x™ ™ ™ ™

an-1 ail

= ap+ +.+—

T T

i, similarment,

9(z) _ bm b1

zn rn-m e n

Per tant,

p(z)

r—+oo T
()
r—too M
Finalment, el limit queda

(z
—x): lim %: lim a—n:

x

—

—
i~
—~|~
~—
'S

3

El limit sera oo i, per a saber el signe, haurem de separar el cas +oo del cas —oo,
fixar-nos en el signe dels coeficients dels termes dominants i si els termes dominants

sén de grau parell o imparell.

Similarment, si el grau de g(z) fos superior al de p(z) [m > n], dividiriem el nume-
rador i el denominador per ™, obtenint
p(z)

lim = 0
T—>t+oo M

I, per tant,
p(z)
™ 0
lim pi(x) = lim ——— = lim — = @
T—>+00 q(w) IT—+o00 q(x) T—+00 by,
Zm

Finalment, si el grau de g(z) fos igual al grau de p(z) [n=m], el limit anterior

quedaria

p(x) 2(%) an | an

lim —= = lim —Z— = lim — =|—

zoioo g(x) woreo () z—t00 by, b
3:-71,

i aquest cas el resultat del limit seria el quocient entre els coeficients dels termes

dominants.
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Indeterminacié de tipus 0 - oo | Aquesta situacié sempre es dona en limits del tipus

lim /() g(2),

on un dels limits de les funcions val 0 i altre oo (independentment del seu signe).

Veiem que el producte el podem reescriure

F@)-g(w) = L2

g(z)

[ee]
de manera que la nostra indeterminacié s’ha convertit en una del tipus —, que ja
[ee]

sabem resoldre.

Indeterminaci6 de tipus oo — oo | Aquesta indeterminacié és habitual en diferéncies

de funcions que contenen arrels. En aquests casos s’ha de multiplicar i dividir la funcié
per la seva conjugada (la mateixa expressi6 canviant la resta per una suma) i fer servir

la igualtat notable (a —b)(a +b) = a® — b%.
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Indeterminacié de tipus 1°° | Es una indeterminacié que es dona quan tenim una

funcié exponencial en qué la base tendeix a 1 i 'exponent a oo.

Aixo és, si tenim la nostra funcié escrita com a f(z)?) on lim f(z) = 11 lim g(z) =
r—a r—a

oo, aleshores lim f(x)g(z) dona lloc a aquest tipus d’indeterminacié.
r—a

Se soluciona mitjangant el canvi

lim f(z)7*) =

r—a

lim [ f(z)-1]-g(2)
er=a .
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10.2. Continuitats
10.2.1. Funcié continua en un punt

Es diu que una funci6é f(z) és continua en un punt g si es pot avaluar en aquest

punt i el seu valor coincideix amb el limit de la funcié quan x tendeix a zo, és a dir,

Jim f(2) = £(20).

Intuitivament, aixo vol dir que el valor que pren la funcié en el punt zg és exactament
aquell al qual ens aproximem a mesura que avaluem punts cada cop més propers a
zo. Dit amb altres paraules, quan dibuixem la grafica de la funcid, no fa cap salt i

podem seguir-la tota sense aixecar el boligraf del paper.

Es diu que una funci6 és continua quan ho és en tots els punts del seu domini.
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10.2.2. Discontinuitats d’una funcié

Una funci6é que no és continua en un punt particular pot ser-ho per diferents causes.
Pot ser que la funcié no estigui definida en aquell punt particular, perd els limits
laterals si que existeixin; pot ser que els limits laterals no coincideixin (i per tant el
limit en aquell punt no és definit); pot ser que el limit de la funci6 en el punt no
existeixi (sia perqueé els limits laterals no coincideixen o perqué divergeixin) i que la

funci6 tampoc no estigui definida, etc.

Seguidament estudiarem tres casos de discontinuitat de funcions, que sén els que

trobarem més habitualment.

Discontinuitat evitable ‘ Aquest tipus de discontinuitat es dona quan la funci6 no

és definida en el punt zg pero els limits laterals existeixen i coincideixen. Es a dir,

lim f() = lim f(z), pero 3 (zo).

Es fa servir el terme de discontinuitat evitable perqué es una discontinuitat que es
pot evitar si redefinim la funcié perqué sigui continua, com quan el valor en el punt
problematic és igual al limit de la funci6 en aquell punt, és a dir, considerant la funcio
fdeﬁnida per
~ f(z) six + x
(z) =

lim f(xz) siz=x0
T—T(

Exemple. Discontinuitat evitable.

z° -4

Considerem f(z) = — Tal com hem estudiat préviament, aquesta funcié
=

no és definida en el punt = = 2, pero el limit quan x tendeix a 2 si que existeix,

i val 4. Per tant, som davant una discontinuitat evitable en x = 2.

2
5
r'/,
Y '
///'
el
rd
-
Aleshores, considerem la funcié
2
Lo iz%2
~ si x
(w) = T —
4 six =2

La funci6 f(z) és idéntica en gairebé tots els punts a la funcio f(z), llevat
del punt z = 2, on f(z) no és definida pero f(z) si ho és. El limit de f(z) en
x — 2 coincideix amb el seu valor en el punt, i per tant la funci6 és continua

en aquest punt.
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|Discontinu'1'tal: de salt | Aquest és el cas quan els dos limits laterals de la funcio

existeixen perd no prenen el mateix valor, independentment de si la funci6 és definida

en aquell punt o no. Es a dir,

lim f(z)# lim f(z)
z—xd T—x]

Discontinuitat asimptotica | Aquesta discontinuitat és una versio extrema del cas

anterior, en el qual almenys un dels dos limits laterals divergeix. Aixo és,

lim f(x) =400 0 lim f(x)=+oo.

-z o

Es podria visualitzar en certa manera com una discontinuitat de salt infinit.
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10.2.3. Asimptotes

Una asimptota és una recta a la qual la funcié s’aproxima sense arribar mai a tocar-la

perqué x tendeix a un cert nombre a (o als infinits).

Segons la seva inclinacio, les asimptotes poden ser verticals, horitzontals o obligiies.

Asimptotes verticals | Es donen en un punt k£ de ’eix X quan almenys un dels

limits laterals en aquest punt tendeix a +oo, és a dir, quan en la funci6 té una dis-

continuitat asimptotica en k. En aquest cas, la recta d’equacio és I’asimptota

vertical.

Asimptotes horitzontals | Es donen quan existeix el limit en algun dels infinits.

Per a lim f(z) =k, la recta d’equaci6 és l'asimptota horitzontal (idem amb
XT—>+00

el limit amb —o0). Una funci6é pot tenir fins a dues asimptotes horitzontals si els dos

limits a +oo existeixen i prenen valors diferents.
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Asimptotes obliqiies ‘ Una asimptota obliqua és una recta d’equacié y = ax +b a

la qual la funci6 s’aproxima a mesura que z tendeix a +oo. Per a trobar 'equaci6 de
la recta, hem de trobar-ne els coeficients a, b tals que
lim [f(z)- (az+b)]=0.

Ir—+oo

Igual que les asimptotes horitzontals, una funci6 pot tenir fins a dues asimptotes

obliqiies: una per al limit en +oo i una per al limit en —oo.

Les asimptotes obligiies se solen donar sovint en funcions quocients de polinomis

flz) = p(a:) en qué el grau del numerador p(x) supera en 1 el grau del denominador
q(z

q(z). En aquest cas particular, 'equacié de ’asimptota ve donada pel quocient de la
divisi6 de polinomis que defineix la funcié f(x):
dividend resta

— = quocient + —
divisor divisor

I, en calcular el limit quan z tendeix a infinit, el darrer terme tendeix a 0 i queda
només el quocient (que és de grau 1 per ser la diferéncia entre els graus dels polinomis),

que sera ’equaci6 de I'asimptota.

Exemple. Asimptota obliqua per un quocient de polinomis.

2
—2r+3
Sigui f(z) = % Quan calculem la divisi6 de polinomis ens queda
2
-2z +3 2
f@)= T2 =T
T - T -

on z — 1 és el quocient i 2 la resta de la divisi6. Per tant, I’asimptota té per
equaci6 = — 1 (en vermell en la imatge), i veiem que és la mateixa asimptota

per als dos limits.

En el cas general, en qué f(x) no ha de ser necessariament un quocient de polinomis,
s’ha d'usar la definici6 d’asimptota obliqua directament per a trobar ’equaci6 de la

recta.

Si una funcié té asimptota
horitzontal en un dels limits, en
aquell limit no podra tenir
asimptota obliqua. Fixeu-vos que
una asimptota horitzontal és un cas
particular d'asimptota obliqua en
a=0.

/)
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Hi ha una asimptota obliqua si, i només si, es compleix

mlirin flx) = oo
lim m = a
T—otoo I

Jim [f(z) —az] = b

on a,b s6n nombres reals i y = ax + b és ’equacié de 'asimptota.
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Resum

Continuitat de funcions '

Definicié limit. El limit d’una funcié en un valor z és igual a un nombre al qual
tendeix la funcié quan la variable tendeix a aquest valor (sense arribar mai a ser-ho).

Si el limit d’una funci6 f(z) en un valor a és igual a b, s’escriu d’aquesta manera:
lim f(z) =5
r—a

La definici6 formal del concepte de limit d’una funcio és:

El limit de la funcié f(z) quan z tendeix al valor a és b,
lim f(z) =5
r—a
si es compleix que, donat qualsevol nombre real € > 0, hi ha un nombre real

8 >0 de manera que si 0 < |z —a| < & es compleix |f(z) - b| <e.

Operacions amb limits

El limit de la suma (o resta) de dues funcions en un punt és igual a

la suma (o resta) de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir,
lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(x).
r—a r—a r—a

El limit del producte de dues funcions en un punt és igual al producte

de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir,
lim (f(z)-g(x)) = lim f(z) - lim g(=).
r—=a r—a r—a

El limit del quocient de dues funcions en un punt és igual al quocient de

limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestié sempre que el denominador no sigui
0, és a dir,

(@) lim f(x)

_ T—a

lim = -
v=a g(z)  lim g(x)

El limit de I’exponencial d’una funcié per una altra en un punt és

igual a exponencial de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiesti6 sempre que

ambdues funcions no prenguin el valor 0 alhora, és a dir,

lim f(x)g(x) = lim f(x)’lci*%g(gg).
r—a r—a

Limits laterals. El limit lateral per ’esquerra (la dreta) d'una funcié f(z) en
un punt a és el limit de la funcié quan es considera que la variable només pot prendre
valors més petits (0 més grans) que el punt, aixo és, el valor que pren la funcié quan
ens aproximem al punt objectiu des de punts per ’esquerra (o per la dreta) d’aquest.

Aquest limit es denota per
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Jim f(z)=b  (lim f(z)=0)

En particular, podem veure que si el limit d’'una funcié en un cert punt existeix,
coincidira amb els limits laterals quan aquests tinguin sentit. El fet reciproc també és
cert: si els dos limits laterals existeixen i coincideixen amb el mateix valor, el limit de
la funci6é també existira i prendra el mateix valor. Tanmateix, si els dos limits laterals
prenen valors diferents, el limit de la funcié en aquell punt no existeix (encara que la

funci6 si que estigui definida en aquell punt).

lim f(z) existeix i val b < lim f(z)= lim f(z) =15
r—a Tr—=a~ r—at

Limits a P’infinit

dim_f(x)=b  lim_f(z)=b

Es diu que el limit d’una funcié f(z) quan z tendeix a +oo val b si per a
qualsevol € > 0 existeix un cert nombre k tal que si z > k aleshores | f(x)-b| < e.
De manera similar, es diu que el limit d’una funcié f(z) quan z tendeix

a —oo val b si, per a qualsevol € > 0 existeix un cert nombre k tal que si z < k

aleshores |f(z) - b| < e.

Regles de calcul

ko0 =00,k + 0 | En un producte, si un factor tendeix a infinit i I’altre tendeix a un

nombre diferent de 0, el producte tendeix a infinit, i té un signe que resulta del signe
de linfinit del primer factor multiplicat pel signe del nombre al qual tendeix el segon

factor.

00 + 00 = 00,k + 00 = 0o | En una suma, si un o més sumands tendeixen a infinit amb

endeix a infinit amb el signe corresponent.

L

o0

=0 | En un quocient, si el denominador tendeix a infinit i el numerador tendeix

cap a una constant k, el quocient tendeix a 0.

k
0 = 00,k # 0 | En un quocient, si el numerador tendeix a una constant diferent de 0 i

el denominador tendeix a 0, el quocient tendeix a infinit, i té un signe que resulta del
signe de per a quina direccié s’aproxima el 0 del denominador multiplicat pel signe

del nombre al qual tendeix el numerador.

Indeterminacions

Aquesta indeterminacié se sol donar quan la funci6 és resultat d’un quocient de

polinomis, les dues de les quals tendeixen a 0 en el punt per al qual volem calcular el
limit, i per tant no podem aplicar la regla per al limit d’una divisié. Per a resoldre-la

normalment, n’hi ha prou de factoritzar els dos polinomis i dividir els factors comuns.
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)

Es tracta de limits en qué la funcié és una fraccié el numerador i denominador

de la qual tendeixen a oo (independentment del signe de Uinfinit). En aquest cas, si

n és el grau del terme dominant del polinomi del numerador i m el del denominador

tenim
0 si m>n

p(z) _

koo q(z)

) si m<n

an

bm
on ap 1 by s6n els coeficients dels termes dominants de p(z) i g(z) respectivament i

el signe de co per a m < n s’haura d’estudiar en cada cas.

m Aquesta situaci6é sempre es dona en limits del tipus

lim f(2) - 9(2),

on un dels limits de les funcions val 0 i laltre co (independentment del seu signe).
Veiem que podem reescriure el producte com a

f(2)-g(a) = 12

g(z)

00
de manera que la nostra indeterminacié s’ha convertit en una del tipus —, que ja
o0

sabem resoldre.

Aquesta indeterminaci6 és habitual en diferéncies de funcions que contenen
arrels. En aquests casos s’ha de multiplicar i dividir la funci6 per la seva conjugada
(la mateixa expressi6é canviant la resta per una suma) i fer servir la igualtat notable

(a—-b)(a+b)=a’® b2

o0 = . . ., . ., . ~
1 Es una indeterminacioé que es dona quan tenim una funcié exponencial en qué

la base tendeix cap a 1 i ’exponent cap a oo.

Aix0 és, si tenim la nostra funci6é escrita com a f(m)g(m) per a lim f(z) = 11
r—a

lim g(z) = oo, aleshores lim f(z)? () dona lloc a aquest tipus d’indeterminacio.
Tr—a T—=a

Se soluciona mitjancant el canvi
lim f(x)g(w) _ e}giir}l[f(w)*l]-g(w)

r—a

Definicié funcié continua. Es diu que una funci6 f(z) és continua en un punt
x0 si la funci6 es pot avaluar en aquest punt i el seu valor coincideix amb el limit de

la funcié quan x tendeix a xg, és a dir,

lim f(z) = f(z0).
T—>T0
Es diu que una funcio6 és continua quan és continua en tots els punts del seu domini.

Tipus de discontinuitats

Discontinuitat evitable | Aquest tipus de discontinuitat es dona quan la funci6

no és definida en el punt xq, pero els limits laterals si que existeixen i coincideixen. Es a
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dir,

Ili%nfa;+ f(z) = wlina:li f(zx), pero Af(z0).

Discontinuitat de salt ‘ Aquest és el cas quan els dos limits laterals de la funcié

existeixen pero no prenen el mateix valor, independentment de si la funcié és definida

en aquell punt o no. Es a dir,

lim f(z)+ lim f(x)
T—>Th =T

Discontinuitat asimptotica ‘ Aquesta discontinuitat és una versié extrema del cas

anterior, en qué almenys un dels dos limits laterals divergeix. Aixo és,

lim f(z)=x00 0 lim f(x)=+o0.
Ty T

Asimptotes

Asimptotes verticals | Es donen en un punt k£ de ’eix X quan almenys un dels

limits laterals en aquest punt tendeix a +oo, és a dir, quan en la funci6 té una dis-
continuitat asimptotica en k. En aquest cas, la recta d’equacio és asimptota

vertical.

’ Asimptotes horitzontals ‘ Es donen quan existeix el limit a algun dels infinits. Si

. _ ) N e PR . .
11_1)1_{1°of(x) = k, la recta d’equacié és 'asimptota horitzontal (idem amb el
limit amb —o0). Una funci6 pot tenir fins a dues asimptotes horitzontals si els dos

limits a +oo existeixen i prenen valors diferents.

Asimptotes obliqiies ‘ Si, i només si, es compleix

Jm f@) = e
lim @ = a

T—>+oo T

lim [f(z)-az] = b

IT—+oo

on a,b sén nombres reals i y = ax + b és ’equacié de 'asimptota.
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Exercicis resolts

1. Calculeu els limits segiients, si existeixen, pas a pas:
(a) lima3 -222+1
r—3
4x

223 —
(b) lim = %
-0 3xr-5

(c) lim [Va2+z-(z+1)]

T—>+00
333

2
-z +1
d) lim —————
()Za+002$3+x2_9

-1
(e) lim 79
=2 (- 2)3

— (x2 +1)12

(g) lim

(h) lim 22— (a+ Dz +a

d—a 23 _ g3
1
. A 22+ +1)=1
(i) lm [ ——
z—+1 2+ 1

22 -3z +1
e
x -3

G lim (

T—>+00

Solucio6:

(a) En aquest primer limit n’hi ha prou substituint el valor de z que és 3 a la funcio6 de la
qual calculem el limit, aix{ obtenim que el limit és 10.

(b) Igual que hem fet en el cas anterior, si substituim les « de la funcié per 0 obtenim que
el limit és 0.

(¢) En aquest cas, en principi dona indeterminaci6 co — oo, i per tant el que farem serd

multiplicar pel conjugat: 3
(\/x2+x—(x+1)) (\/x2+x+(m+1))
lim [\/a:2+:p—(m+1)] = lim
Totoo Totoo Vz2+z+(z+1)

—(1:2

+SE*($+1)2:| I [ -z -1 ]
zoteo | Va2 v+ (z+1)] T lVal+z+ (z+1)

—z—1 1
-1-= ~1
= lim z i z

— T | = lim _ T | = —
T—+00 22+ 4 (z+1) T—>+00 /1 +1liq41 2
L x2 x T T

(d) Veiem que és el quocient de dos polinomis del mateix grau, i per tant,

3_ 2
: z—x"+1
. 32241 3
lim ————= lim ————=
z—+00 Q3 4+ 2 -9 x—>+oo 2 +§: -9
xT
(e) Observem que en aquest cas, si substituim els valors de = per 0, ens queda ‘%7 i per

tant hem de treballar una mica més aquest 1imit per veure quant val en cas que existeixi.

Ens fixem amb els limits laterals 19

lim ———— =—
-2+ (CI? - 2)3
. -19
lim ———— =+o00
z—2- (z—2)3
Com que els dos limits laterals son diferents, el limit no existeix.
(f) Veiem que aquest limit dona 1°°, que sabem que és una indeterminacio i, per tant, si ho
escrivim apropiadament tenim

2
, 2?2 +1\" , 1\
lim = lim (1 + —) =e
T —+00 x2 xr—+00 x2
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(g) En aquest cas, quan substituim les z per 2 observem que el resultat és % i, per tant,
una indeterminaci6. Intentem simplificar-ho:

22 -4 M(x+2)=4

li =1i
ZLH‘é -2 ZLIHQ M
(h) En aquest cas, quan substituim les = per a observem que el resultat és %i, per tant, una
indeterminacié. Intentem simplificar-ho:

lime—(a+1)z+a_hm (xz -1)(z—a) . (x-1) a-1

= = 11m =

T—a 3 — a3 z—a (z—a) (22 +ax +a?) <~a (z2+ax+a?) 3a?
L’ anic valor conflictiu és a = 0 perqué anulla el denominador. Ens mirem doncs aquest
cas per separat.

Sia =0, el limit inicial és hn% i, per tant, com que el denominador és sempre positiu
-

i de grau major que el numerador, tenim que aquest limit és —oco independentment que

z sigui major o menor que 0.

(i) Observem que es tracta d’una indeterminacié del tipus 1°°, i per tant calculem (f(x) -
1)g(x), on f(zx) és la funci6é que tendeix a 1 i g(x) la que va a infinit

2rz+1 1) 1 22—z 1 _ x(z—t) z—1

= = —_—
2z +1 z-1 2z+1z-1 (2z+1)

(@) - at) - :

1
Per tant, el limit que busquem és e3.

(j) Observem que es tracta d’una indeterminacié del tipus oo — oo, i per tant intentarem
operar les dues funcions per a poder resoldre-la.

lim
—

22 -3z +1 R 22 -3z+1-2%+32 X 1
—_— = = lim = lim =0
-3 T—>+oo r—3 z—+oo g — 3

2. Indiqueu els punts en qué aquestes funcions no sén continues i el tipus de
discontinuitat que presenten. Raoneu la resposta.

(a) f(x)= 222
T
1 .
(b) f(x) = = siz+0
1 siz=0
© fa) =22
-1
Solucio6:

(a) Observem que aquesta funci6 presenta una discontinuitat quan el denominador s’anulla,
i per tant per a = = 0. I, a més, si calculem els limits laterals en aquest punt, tenim
T+3 T+3

lim = +00 lim = —o0
z—0* T z—0" I

Per tant, en z = 0 tenim una discontinuftat asimptotica.

(b) En aquest cas, similar a l’anterior, la funcié presenta una discontinuitat quan el deno-
minador s’anulla, i per tant per a = 0. I, a més, si calculem els limits laterals en aquest
punt, tenim

Pero a diferencia de I’anterior, en = = 0 tenim definida la imatge, i per tant és un cas
especial de discontinuitat asimptotica.

(¢) Com en els casos anteriors, vegem en quins punts s’anulla el denominador. Veiem que és
per a x = 1. Calculem ara el limit en aquest punt per veure quin tipus de discontinuitat
tenim:

lim = lim M: limz=1
z—1 -1 x—1 r—1

Com que el limit existeix, veiem que la discontinuitat és evitable.

3. Considereu la funcié

3 2
x° -2z +x
r)= ——
f(z) 83 + 3z

Quin valor cal assignar a f(0) perqué la funcié f sigui continua en z = 07 Expliqueu-
ho.
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Solucio:
Abans d’estudiar el punt = = 0, mirem quins sén els punts de discontinuitat (si n’hi ha) de
la funci6é. Per a fer-ho, mirem en quins punts s’anulla el denominador.

8z% +3x=0< z(8z2+3) =0 =0
Per tant, aquesta funcié només té una discontinuitat en x = 0. N’estudiem el limit i veiem

que és una indeterminacié del tipus %7 i per tant

oozt -22% 42 . f(12—2x+1) o2 2z+1 1
lim = lim = lim =
@0 8z3+3z  @-0 #(8z2+3) -0 8z2+3 3

Per tant, si prenem f(0) = %, la funci6 sera continua.

4. Calculeu el domini com a unié d’intervals de continuitat, estudieu el com-
portament de la funcié en els extrems del domini (asimptotes) i els tipus de
discontinuitats que presenten les funcions segiients:

(@) ()=
) f@)= s
(e) f(x)= 5
@ 1w)= S

Solucio:

(a) Veiem que el denominador d’aquesta funcié s’anulla per a x = -2 i z = 3, 1 per tant el
domini sera
Domf = (—00,-2) U (-2,3) U (3, +00)

Per tant, ara hem d’estudiar els limits en x = -2, £ = 3 1 oo per a saber quins tipus de
discontinuitats tenim i quines asimptotes té la funcié

Jm f@=1" lim f(z)=1" lim f(@)=+e0 lim f(z)=-co
z(x—3) 3

lim f(x) = lim ————— = —

ac—>3f( ) z=3 (z+2)(x—38) 5
Per tant, podem concloure que aquesta funcié té una discontinuitat evitable en z = 3,
una asimptota vertical en z = -2 i una asimptota horitzontal en y = 1.

(b) Veiem que el denominador d’aquesta funci6 s’anulla per a z =01 x = -1, i per tant el
domini serad
Domf = (—o0,-1) U (-1,0) U (0, +00)

Per tant, ara hem d’estudiar els limits en x = -1, £ =0 i oo per a saber quins tipus de
discontinuitats tenim i quines asimptotes té la funcio:

lim f(z)=0" lim f(z)=+o00 lim f(z)=-00 lim f(z)=-00
xT—>+o00 r——1- r——11 x—0

Per tant, podem concloure que aquesta funcié té dues asimptotes verticals: una en z =0
iuna en z =-1. També té una asimptota horitzontal en y = 0.

(¢) Veiem que el domini d’aquesta funcié és Domf = (-o0,0) U (0, +00). Ara hem d’estudiar
els limits en ©x = 0 i oo per a saber quins tipus de discontinuitats tenim i quines
asimptotes té la funcio

Jim f@) == lim f(@) w0 Jim g =[7]-0 tim @)= [ ] -0

Per tant, aquesta funcié presenta una discontinuitat evitable en z = 0 i no té asimptotes.

(d) Com en el cas de la funcié anterior, veiem que el domini d’aquesta funcié és Domf =
(=00,0) U (0,+00). Ara hem d’estudiar els limits en @ = 0 i £oo per a saber quins tipus

de discontinuitats tenim i quines asimptotes té la funcid.
6

6+1 7 6+0 am*l 0+1
lim f(z)=——=- lim f(z)=——=3 lim f(z)= 49— =—"=
AR S@ =7y M=y s, f(=) Zo+1 0+1

Per tant, aquesta funcié presenta una discontinuitat de salt en = 0 i té una asimptota
a horitzontal en y = %

5. Estudieu el domini i la continuitat de la funcié

3 22

@)=y
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en funcié del parametre a, un nombre real positiu.

Soluci6:

En primer lloc observem que el denominador de la funcié s’anulla per a z =3 i = -3. Aixi,
doncs, el domini d’aquesta funcio és Domf = R\ {-3,3}. Ara hem d’estudiar els limits en
aquests dos punts per a veure’n la continuitat.

Comencem per x = —3 i mirem els limits laterals

Jim  f(z) = —oo

ja que el numerador tendeix a 9(-3 — a) (un valor negatiu) i el denominador a 0 amb valors
positius.

li =+
A T =res

ja que el numerador tendeix a 9(-3 —a) (un valor negatiu) i el denominador a 0 amb valors
negatius. Per tant, en x = —3 tenim una discontinuitat asimptotica per a qualsevol valor d’a.

Ara mirem qué passa amb x = 3. I, de fet, si estudiem els limits laterals, ens trobarem
Mirem ara qué passa amb z = 3. I de fet, si estudiem els limits laterals ens trobarem la
mateixa situacié que en el punt anterior exceptuant el cas a = 3. Si a = 3, tindrem

oz —ax? z?(x—3Y 3

lim = lim ==

z=3 22-9 23 (z—8)(z+3) 2
Per tant, si @ # 3 tenim una discontinuitat asimptotica en x = 3, pero si a = 3, la discontinuitat
serd evitable.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

6. Calculeu els limits segilients:

(a) lim(z” -2)

z+1
b) i
()zlj{llx2+1
2
+x -2
(¢) lim ‘z el

=13 - 202 —x +2

223 - bx +3
m —F
w—>+oo 83 — 222 + 6

(d)

1
(e) lim 2e(=-1)?
z—1

(f) lim z?-3

T—>+o0

(8) lim —

r—>—00 4

(h) lim z-Va2 -3z

xr—00

7. Considereu la funcié segiient:

x? -4z +3
3 +322 -4

f(z) =

(a) Trobeu el limit de la funcié quan z tendeix a aquests valors: 0, 1, -2, +oco, —co.

(b) Estudieu la continuitat d’aquesta funcié i digueu si presenta discontinuitats

i de quin tipus.

8. Calculeu el limit de la funcié segiient quan z tendeix a 3:

r+3 si x<3
f(z) =

2x si >3

9. Per quin valor de p € R sera continua la funcié f(z) segiient?

202 —pr+3 si z>1
f(z) =

2z + 3 si z<1

1
10. Trobeu les asimptotes horitzontals de la funcié f(z) = — + 2, les asimptotes
T

1
verticals de g(z) =
z—

Solucions:

6. (a) 7

(g) 0

3

OF
T @) lim (@) = -2 lim f@) = -2, lim f(@) = e i lim_f(2) =0,

5 i les asimptotes obligiies de h(z) =

(b) Aquesta funcié és continua excepte en z = 1 (discontinuitat evitable) i z = -2 (dis-

continuitat asimptotica).

8. Calculem els dos limits laterals i veiem que tots dos so6n 6. Per tant, el limit quan ztendeix

a 3 és 6.

9. p=0

10. y = 2 és una asimptota horitzontal de f(x), x = 2 és una asimptota vertical de g(x) i

y=x+1 és una asimptota obliqua de h(z).
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11. Derivaci6é de funcions
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11.2.2. Reglesde calcul ....... ... i 296
11.3. Aplicacions de la derivada .............coiiiiiiiiii.., 298
11.3.1. Creixement i decreixement d’una funcié ................. 299
11.3.2. Maxims i minims d’una funcié ................. ... 300
11.3.3. Concavitat i convexitat d’una funcié .................... 304
11.3.4. Representaci6 grafica d’una funcié ...................... 307

11.1. Derivada d’una funcié en un punt

La derivada d’una funci6é en un punt és un dels conceptes que han revolucionat les
matematiques. No és un concepte senzill, perd, en canvi, té moltissimes aplicacions. A
meés, tal com es veura, el procés de calcul de derivades no és excessivament complicat

si se segueixen unes regles concretes.

Qué és la derivada d’una funcié en 9

e e e .. un punt?

11.1.1. Definici6 i interpretacid Es igual a un cert limit que
coincideix geométricament amb el
pendent de la recta tangent a la

La derivada d’una funcié f(z) en un punt concret g s’indica per f'(xq) i es funcié en aquest punt. La derivada
. . . d'una funcié f(z) en un punt zg
defineix mitjangant el calcul d’aquest limit: s'indica per f'(z0).
’ T f (l’O) - f (:C)
f(z0) = lim ————~
T—=>To o — &
Alternativament, podem definir la derivada de la funcié f(z) en z¢ aixi: @
El calcul diferencial és el terme

amb qué es fa referéncia al calcul
f(l'o + h) _ f(a:o) de derivades. Junt amb el calcul
h integral, ha permés observar les
matematiques des d’un nova
perspectiva tedrica, a més de tenir

(z0) = Jimy

Les dues definicions sén totalment equivalents i es poden utilitzar indistintament. s a m
un impacte extraordinari en la

descripcié i manipulacié de la
Pot passar que aquest limit no es pugui calcular, i en aquest cas es diu que la funcié realitat fisica.
? El concepte de limit, basic en calcul
no és derivable en el punt xg. Practicament totes les funcions que s’han introduit en diferencial, s'ha tractat des de
I'antiguitat. Tanmateix, no va ser
fins al segle XV que es va construir
el calcul diferencial (i integral) que

coneixem avui en dia.

aquest curs son derivables en tot el seu domini.

La definici6 de derivada d’una funci6 en un punt esta lligada intimament a la recta

tangent a la funci6 en aquest punt. Vegem de quina manera.

La imatge que hi ha a continuacié representa la grafica d’una funcié f(z) i la recta

tangent ¢ a la funcié en un punt (zo, f (zo)). També s’hi han tragat altres rectes, que
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passen per aquest punt de tangencia (zo, f (zo)) i altres punts de la funcié, (z, f(z)),

que es van acostant al punt de tangencia (zo, f (z0)).

flx) Lt

%

flen)

flz)

En analitzar aquesta situacié notem que el quocient
f (o) — f(=)
To— T
representa la relacié que hi ha entre els dos costats d’un triangle la hipotenusa del qual
és la recta que passa pels punts (zo, f (z0)) i (z, f(z)). A més, observem que aquest
quocient no és més que la tangent de I’angle que forma la recta tangent amb l'eix
X i, per tant, el que determina el pendent d’aquesta recta, tal com pretén illustrar

aquesta segona imatge:

flx)

4

flen)

flz)

7 = :

Aixo vol dir que, com més a prop és un punt x de xg, més a prop és la recta que passa
per (zo, f (z0)) i (z, f(z)) de la recta tangent a la funcié en zg. Per tant, aquestes
rectes coincideixen en el limit. Aquest fet explica per qué el limit del quocient indicat
ha de ser el pendent de la recta tangent en el punt (xo, f (x0)) i, aixo, la coincidéncia
amb la definici6é de la derivada de la funcié en el punt xg.

D’acord amb aquesta situacié geométrica, aquest pendent no és més que la tangent de

l’angle o, angle al qual tendeix ’angle 5 a mesura que s’aproxima a xg. En definitiva:

f'(x0) = tan(a)

on « és ’angle que hi ha entre l'eix X i la recta tangent a la funci6 en el punt xg.
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11.1.2. Calcul

La derivada d’una funcié en un punt xg del seu domini es pot calcular aplicant la Els grans creadors del cilcul @
diferencial van ser I'anglés Isaac
definici6é de derivada d’una funci6 en el punt zg en qiiestio: Newton (1642-1727) i I'alemany
Gottfried Wilhelm Leibniz
_ (1646-1716). De manera diferent i
f’(wo) = lim f (xo) f (x) independent, van sistematitzar i
T To—T generalitzar idees i procediments
que havien estat abordats amb éxit
parcial des de I'antiguitat.

Vegem-ne alguns exemples concrets:

De fet, d’acord amb aquest procediment, es pot veure que la derivada d’aquesta funcié,
f(z) =3, en qualsevol punt zq és sempre f'(xg) = 0.
En general, la derivada d’una funcié constant f(z) = a, a € R en qualsevol punt xg

és sempre f'(z0) = 0.

De fet, d’acord amb aquest procediment, es pot veure com la derivada de la funcié

f(x) = x en qualsevol punt zo és sempre f'(zg) = 1.
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Exemple. Calcul de la derivada d’una funcié quadratica.
Sigui la funci6 quadratica
f(e) = 2"
Calculem la seva derivada en el punt « = 6 aplicant la definicié de derivada

d’una funcié en aquest punt:

_ 2_ .2
£(6) = lim f(6)~f(z) . 6" -«
z—6 6—x z—-6 6—x

Sabem que 6% — 2% = (6 —2)(6 + ), i per tant

62 — 22 _ 11m,(6z/f7(6+x)
(6—T)

6—x z—6

7'(6) = lim

d’on resulta

= lim (6 +2) = 6+6 =12
x—6

f'(6) =12

De fet, d’acord amb aquest procediment, es pot veure com la la derivada d’aquesta

funcio, f(z) = 2%, en qualsevol punt zo és sempre f’ (o) = 2z0.

Exemple. Calcul de la derivada d’una funcié polinomica de grau 3.
Sigui la funcio6
f(@)=a"
Calculem la seva derivada en el punt x = 4 aplicant la definicié6 de derivada
d’una funcié en aquest punt:

3 3

4-—x T o544z

Sabem que 4% — 2% = (4 - z) (42 + 4z + x2), i per tant

43 _ 3 (4—3:)(42+4;1:+a:2)
= lim
41—z z—4 14—z

£(4) = lim = lim (4°+4z+27) = 3-4* = 48
x4 z—>4

d’on resulta

f'(4) =48

De fet, d’acord amb aquest procediment, es pot veure com la derivada d’aquesta

funcio, f(z) = 23, en qualsevol punt zo és sempre ' (x0) = 323

11.2. Derivada d’una funcié
11.2.1. Definicié i interpretacio

En calcular la derivada d’una funcié f(z), s’obté una nova funcié en tots els punts
del seu domini.

Aquesta nova funcié s’anomena funcié derivada de f(z), es designa per f'(z) i fa
correspondre a cada punt del domini el valor de la derivada de la funcié f en aquest
punt.

El procés de trobar la funcié derivada d’una funcié donada es denomina derivar la
funcié.

Sembla raonable que, per a derivar qualsevol funci6, s’hauria de calcular f'(:c) per a

tots els punts del seu domini. En altres paraules, s’hauria calcular el limit que defineix

Qué és la derivada d’una funcié? Q

La derivada d'una funcié f és
aquella funcié que associa a cada
valor la derivada de la funcié f.
Aquesta nova funcié es designa per
f'. Encara que, tedricament,
s'hauria de calcular el limit que
condueix a la derivada per a cada
punt, en la practica hi ha una taula
amb les funcions derivades de les
principals funcions.
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la derivada en cadascun dels punts del seu domini. Aquest procés, pero, és impossible.
Ara bé, analisi dels limits que determinen la derivada de la funcié en qualsevol
punt del seu domini per a diferents funcions (de manera similar a com s’ha fet en
lapartat anterior per a diferents monomis) permet determinar una relacié directa
de les derivades de les principals funcions conegudes. Aquesta relacié es presenta en

format de taula, que es mostra a continuacio.

Taula de funcions derivades. Les derivades de les funcions principals sén:

Taula de funcions derivades
f(m) f’(CC) Exemples
k,keZ 0 f(z)=3= f'(z)=0
f@)=a=f'(z)=1
a-x,acR a ,
g9(z) = —dx = g'(x) = 4
", neZl n-z"! f(z) =a* = f/(z) = 42
1
v NG
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
b
tan(z) cos?(z)
1 + tan®(x)
a®,aeR a® - In(a) f(@) =3 :>f,(;v) =37+ In(3)
g(x) =" = g'(z) ="
1 f(z) = logg(z) = f'(z) = 3 logs(e)
o) 2D @) =) = )= L
arcsin(z) 1
V1-2a?
1
arccos(x) Vi
1
arctan(z) T2

Estudiem un cas particular: el de la funcié ciibica f(x) = 2°. Comencem per dibuixar-

ne la grafica:
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D’acord amb aix0, la derivada d’aquesta funcié en un punt qualsevol és igual al
pendent de la recta tangent de la funci6 en el punt. Aixi ho confirma la imatge que
hi ha a continuacio, en la qual s’han tragat les tangents a la funcié en diferents punts

del seu domini.

En observar aquesta imatge notem:

(a) La recta tangent en el punt (0,0) és una recta horitzontal (casualment el mateix
eix X) amb pendent 0. Aquest fet permet afirmar que la derivada de la funci6 en

el 0 és exactament 0O:

F(0)=0

(b) La derivada és la mateixa per a valors amb el mateix valor absolut: les tangents
a la funci6 en els punts P, d’abscissa x = —0.7, i Q, d’abscissa « = 0.7 tenen el
mateix pendent, és a dir, f'(-0.7) = f/(0.7). Aquest fet en particular indica que

en aquest cas la funcié derivada ha de ser simétrica respecte de ’eix d’ordenades.

Analitzades les grafiques de la funci6 f(x) = 23 i les rectes tangents en alguns punts
del seu domini, comprovem si aquestes caracteristiques es compleixen en la funcié

derivada que obtenim mitjancant 1’as de la taula de les derivades.

Segons la taula, la derivada de la funcié f(x) = z° és f'(z) = 3z2. Aleshores, i com a

confirmacié del que hem observat anteriorment:
(a) f'(0)=3-0%=0;

(b) La funci6 derivada 327 és una funcio quadratica senzilla d’estudiar:
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e Es sempre positiva i, en particular, compleix
F1(=0.7) =3-(=0.7)% =3(0.7)* = £/(0.7) = 1.47> 0
e Té el vertex en el punt (0,0), i aixo indica que és simétrica respecte de 1'eix
Y i per tant f'(z) = f'(-z).

11.2.2. Regles de calcul

La taula de derivades no permet calcular directament la derivada d’un polinomi, per
exemple. Ara bé, hi ha una série de regles per a la suma i resta, la multiplicacio6 i
divisio, la composicié i la poténcia de funcions que es deriven de les regles de calcul
de limits (ja que la derivada no és més que un limit) i possibiliten calcular la derivada

d’un gran nombre de funcions. Vegem quines sén aquestes regles:

e La derivada de la suma (i resta) de dues funcions és igual a la suma (resta)

de les derivades de cadascuna de les funcions:

(@) 29) = 1'(@) +d'() |

Exemple. Derivada d’una suma de funcions.
Siguin f(z) = 2% i g(z) = 2%, Tenim que f'(z) = 322 i ¢'(z) = 2z.
Aleshores, la derivada de f(z) + g(z) és

(f(z)+g(x)) = f'(z) + g (z) = 32” + 22

Exemple. Derivada d’una resta de funcions.
Siguin f(z) = 2° i g(z) = 2%, Tenim que f'(z) = 5z* i ¢/(z) = 2z.
Aleshores, la derivada de f(z) — g(z) és

(f(2) - g(2)) = f'(z) - ¢’ (z) = 52" — 2

e La derivada del producte de dues funcions és igual a la derivada de la primera
funcié multiplicada per la segona funci6 sense derivar més el producte de la primera

funcié sense derivar per la derivada de la segona funcié.

(f(2)-g(2))" = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢/ ()

Exemple. Derivada d’un producte de funcions polinomiques
Considerem h(z) = 3z° com el producte de f(z) = 3 per g(z) = z°.
La derivada de f(z) és f'(z) = 0 i la derivada de g(z) és ¢'(z) = 5z*.
Aleshores, la derivada de h(z) és

K (z) = f(z) g(z) + f(z) - g'(z) =0-2° + 3- 52 = 152*

Deduim d’aquest exemple com la derivada de qualsevol monomi és igual al pro-

ducte del coeficient per la derivada de la seva part literal.
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e La derivada del quocient de dues funcions és igual a la derivada de la funcio
del numerador multiplicada per la funci6 del denominador sense derivar menys
el producte de la funci6é del numerador sense derivar per la derivada de la funcié
del denominador, tot aixo dividit pel quadrat de la funci6 del denominador sense

derivar.

(@Y F @@ - @) g @)
’“”‘(ﬂ@)‘ ()

e La derivada de la composicié de dues funcions es calcula utilitzant la regla
de la cadena, que consisteix en multiplicar la derivada de la funci6 que s’aplica

en primer lloc per la derivada de la segona funcié aplicada a la primera.

[(F(9(2)) = 1 (9(2)) -4 (2) |

0, equivalentment,

(fog) () =(f 0g)(x) g ()
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e La derivada d’una poténcia de dues funcions es dedueix de la regla de la
cadena:
Si f i g son dues funcions, considerem la funcié poténcia:
W) = f(2)*™
Aleshores, podem considerar
In(h(x)) =10 (f(2)?®) = g(2) - In (f(x))
D’aquesta manera s’ha eliminat ’exponent.
Derivem ambdés membres de la igualtat utilitzant la regla de la cadena i la regla
del producte de funcions. La derivada del terme de ’esquerra és
(n(h(x)))' = s 1 (@)

I la derivada del terme de la dreta esdevé
(9(x) -In(f(2))) = ¢'(z) I (f(x)) +
D’aquesta manera, si igualem les dues derivades,

1 ’ Y
iy @) =g @) (@) +

Si aillem h'(z) a ’esquerra, obtenim finalment

g(z) - f'(=)
f(z)

g(z) - f'(x)
f(z)

’ _ 2)-ld(2) - In 2 g(i‘)f,(l‘)
K = 1@ (¢ ) () L)
= 1D ()t () + I (@)
- @ (g (e - 291

Exemple. Derivada d’una composicié de funcions.

$in(@) com la poténcia de f(z) = x elevada a g(z) =

Considerem h(z) = =
sin(z).
D’acord amb la definicié de les funcions, f i g, f'(z) =11 ¢'(x) = cos(x).
Aeshores, la derivada de h(z) és

g(x)f' (=)

"() = )@ g (2) In (f(z e S
K = 1@ (d @) m(s) + L)

L) (cos(fc) ‘In(z) + #)

Amb aquestes regles i la taula de derivades, es pot derivar una gran quantitat de

funcions.

11.3. Aplicacions de la derivada

Les aplicacions de la derivada en I'estudi de funcions sén molt amplies. Comprenen des
del calcul de certs elements interessants per a tracar-ne les grafiques fins a problemes
de maximitzacié o minimitzacié (anomenats també, de manera general, problemes
d’extrems). Entre les moltes aplicacions importants que té la derivada en lestudi
de funcions, destaquem el fet d’identificar els intervals de creixement i decreixement
d’una funcid, i els de concavitat i convexitat, imprescindibles a I’hora de localitzar-ne
els extrems (maxims i minims) i els punts d’inflexi6. Proporcionar aquesta informacioé

és clau per a representar graficament qualsevol funci6.
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11.3.1. Creixement i decreixement d’una funcioé

Hem vist que la derivada de la funcié en un punt és igual al pendent de la recta tangent Quina relacié6 hi ha entre la derivalda9
d’una funcié i el seu

a la funcié en aquest punt. Vegem amb alguns exemples la relacié de la derivada amb creixement/decreixement?
La derivada de la funcié en un punt

la monotonia de la funcio, és a dir, amb el seu creixement i decreixement. és igual al pendent de la recta

tangent a la funcié en aquest punt.
En conseqiiéncia:

La imatge que hi ha a continuaci6é mostra la grafica d’una funci6 f(z), en la qual s’ha — Si una funci6 és creixent en un
punt, la derivada d'aquesta funcié
tragat la recta t tangent a la grafica en el punt P de coordenades (xo, o). en el punt és positiva. A més, com

més rapidament creix la funcié més
gran és el valor de la derivada en el

Que ¢ sigui una recta tangent en el punt P punt.
5 — Si una funcié és decreixent en un
vol dir que és una recta que talla la gra- ' punt, la derivada d'aquesta funcié
5 en el punt és negativa, i com més
fica de la funci6 en aquest punt P sense rapidament decreix la funcié menor

és el valor de la derivada en el punt.

travessar-la, només recolzant-s’hi. El pen-

dent d’aquesta recta, tal com s’ha vist L 5

abans, es correspon amb la derivada de la ;

funcié en aquest punt.

P‘s ] [ 1 15 2 :7/ 3

Considerem ara un segon punt de la funcié f, Q de coordenades (z1,y1), on tracem la
recta tangent ¢, tal com mostra la primera de les dues imatges de sota. En comparar
el pendent d’aquesta nova recta tangent gamb 'anterior recta ¢, notem que aquest és
superior al de la recta tangent ¢t. Aquest fet permet assegurar que la derivada de la
funcio f en xp és menor que la derivada de f en x1. A més, deduim que en aquests
dos punts, P i Q, la derivada ha de ser positiva, perqué si la recta és creixent el
seu pendent és positiu. D’acord amb aquest exemple, podem generalitzar dient que
sempre que la funcio sigui creixent (com en aquests dos casos) la derivada sera positiva
perqué el pendent de la recta tangent ho és (ja que és una recta creixent) i, a més, es

compleix 0 < f'(x0) < f'(x1), si xo < z1.

Per altra banda, sempre que la funci6 sigui decreixent, la derivada sera negativa
perqueé el pendent de la recta tangent ho és (ja que és una recta decreixent), és a dir,
f'(z2) < 0. Aixi es visualitza en el cas de la recta tangent r a la funci6 f en el punt

R = (z2,y2), que presenta la segona de les dues imatges anteriors.

D’acord amb el que acabem d’observar, podem concloure:

e Si una funci6 és creixent en un punt, la derivada d’aquesta funcié en aquest punt
és positiva. A més, com més rapidament creix la funcié, més gran és el valor de la

derivada en el punt.

e Si una funcié és decreixent en un punt, la derivada d’aquesta funci6 en aquest
punt és negativa. A més, com més rapidament decreix la funci6, menor és el valor

de la derivada en el punt.



© FUOC e PID 00273913 300 Iniciaci6 a les matematiques per a ’enginyeria

Exemple. La derivada i els intervals de creixement/decreixement d’una fun-
cio.
Sigui la funcio6

f(z) =2® -3z +1
La seva derivada és la funci6

f(z)=32"-3

Aquesta funcié és positiva en els intervals (—oo,—1) i (1,+00) i negativa en
l'interval (-1,1).
Aquest fet permet dir:

f(z) és creixent en els intervals (—oo0,-1) i (1,+00).

) . - B
,1).
f(z) és decreixent en 'interval (-1,1)

Aixi ho mostra la grafica de la funcié f(z):

Flz) =0 flz) <0

! ereixent Jlr) decreixent

11.3.2. Maxims i minims d’una funcié

Una de les aplicacions més importants de les derivades és la recerca de punts extrems Com es localitzen maxims i minims 9
d’una funcié utilitzant-ne la
(maxims i minims) d’una funcié. derivada?

Una funcié f(z), t& un maxim en
un punt zg si f'(z0) =01
f(z0) <0.

Una funcié té un minim en xg si
F(w0) =0 f"(w0) > 0.

També es poden trobar maxims i
minims analitzant el signe de la
derivada de f(x) en un entorn del

punt que sigui proper a aquest punt. D’acord amb aquestes definicions, donada una punt zo.

Definicions. Un maxim és un punt d’una funci6 la imatge del qual és més gran o
igual que la imatge de qualsevol altre punt que és proper a aquest punt. Un minim és

un punt d’una funcié la imatge del qual és menor o igual que la imatge de qualsevol

funcié f(z), s’escriu

(z0, f(x0)) maxim de f(x) en el cas que, per a tot x d’un entorn de g,

f(zo0) > f(x)

(z0, f(%0)) minim de f(z) en el cas que, per a tot z d’un entorn de o,

f(zo) < f(2)

Identifiquem aquests punts destacats d’una funcié en un exemple concret. Agafem,

per exemple, el de la funcié f(z) = 223 + 322 - 36z. La grafica d’aquesta funci6 és:
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100

=100

En aquesta grafica s’hi han marcat dos punts de la funcio, P i Q. Aquests punts
corresponen respectivament a un maxim local (o relatiu) i a un minim local (o relatiu)
de la funcié f(z). Usem el terme local (o relatiu) perqué fem referéncia a un maxim
i un minim en un entorn dels punts extrems, perd no a un maxim i un minim globals
de la funcio, és a dir, en tot el seu domini.

En el cas del maxim, P, observem que la funcié és creixent abans d’arribar al punt,
mentre que la funci6 és decreixent després del punt maxim. Aixi, abans del maxim la
derivada de la funcié ha de ser positiva (si una funci6 és creixent, la seva derivada és
positiva), mentre que després del maxim la derivada de la funci6 ha de ser negativa
(si una funci6é és decreixent, la seva derivada és negativa). Per tant, concloem que,
en el punt maxim la derivada passa de ser positiva a ser negativa i, per tant, no
queda cap més possibilitat que la derivada de la funcié en el maxim de coordenades
(£maz, f(Zmaz)) sigui exactament igual a 0, és a dir, f'(zmaz) = 0.

En el cas de minim, observem que la funcié és decreixent abans d’arribar al punt,
mentre que la funci6 és creixent després del punt minim. Aixi, abans del minim la
derivada ha de ser negativa (si una funcié és decreixent, la seva derivada és negativa)
i després del minim ha de ser positiva (si una funci6 és creixent, la seva derivada és
positiva). Per tant, en el punt minim de coordenades (Zmin, f(Tmin)) la derivada
passa de ser negativa a positiva, i no queda altra possibilitat que la derivada de la
funcio6 en el minim sigui exactament igual a 0, és a dir, f’(xmm) =0.

En definitiva, quan un punt d’una funcié és un maxim o un minim, la seva derivada

en aquests punts s’anul'la, és a dir, és exactament zero.

Aquest fet és comprovable visualment tragant simplement les tangents en aquests
punts extrems. Recuperem la grafica de la funcié anterior f(z) = 22> + 32% - 36z on,
a més, tracem les rectes tangents a la funcié en els punts extrems: en el maxim local

P i en el minim local Q.
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Tant en el cas del maxim com en el del minim, la recta tangent en ells és horitzontal
i, per tant, amb pendent nul (és a dir, igual a 0), i aix0 indica que la derivada de la

funcié és 0 en aquests punts.

Exemple. Localitzaci6 de maxims i minims d’una funcié (I).
Sigui la funcio6
f(z) = 22> + 322 — 36
La seva derivada és
#'(z) = 62° + 6z — 36
Resolem P’equacié f'(2) = 0 i obtenim les solucions:
r=-3iz=2

Aixo vol dir que els extrems de la funci6 estan en els punts z = -3 i z = 2. Més
concretament, els punts extrems de la funci6 f(x) s6n

(=3, £(=3)) = (=3,81) i (2, £(2)) = (2,-44)

i aixo confirma el que haviem observat amb la grafica de la funcié.

Per tant, és possible determinar si un punt és un extrem derivant la funcio i resolent
l’equacié que resulta d’igualar la derivada a 0. Ara bé, es pot saber quan un
extrem és un maxim o un minim sense haver d’estudiar la grafica de la
funcio?

Si. Només cal derivar la funcié una altra vegada.

Per a calcular la segona derivada de la funcio, f”, s’utilitzen les regles de derivacio
habituals. Una vegada calculada la segona derivada de la funcio, cal estudiar el signe
que pren en ser avaluada en el punt xg en qiiesti6. Aleshores, la regla per a determinar

si la funcié presenta un maxim o minim en el punt zo del seu domini és la segiient:
e En f'(20)=01i f"(x0) <0 el punt (xo, f(zo)) és un maxim de la funcio f.
e En f'(20)=01i f"(x0) >0 el punt (xq, f(z0)) és un minim de la funcié f.

” . . . .
e En f"(z0) =0 no es pot dir res sobre si es tracta d’'un maxim o un minim.
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Una altra manera per saber si una funcié f presenta un maxim o un minim en un

punt (zo, f(z0)) és estudiar el creixement o decreixement de la funci6 en un entorn

de xg. Aixi, tenim:

e En f’(a:o) =01 si la derivada en aquest punt passa de ser negativa a positiva, i

per tant la funci6 passa de decreixent a creixent, (x¢, f(20)) és un minim.

e En f'(x0) = 01 si la derivada en aquest punt passa de ser positiva a negativa, i

per tant la funci6 passa de creixent a decreixent, (zo, f(z0)) és un maxim.
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Problemes d’extrems. D’acord amb les definicions donades, una de les aplicacions

de la derivada és la resolucié de problemes de maximitzacié i minimitzacié.

En aquest sentit, es diu que un problema és de maxims o minims, o de maximitzacio
0 minimitzacid, o en general un problema d’extrems, quan es vol resoldre una situ-
aci6 en la qual una determinada magnitud, diguem-li M, depén d’una altra magnitud,

diguem-li z, de manera que M = f(z), i s’ha de trobar un maxim o un minim de M.

En el cas d’un problema de maxims, es tracta de trobar un maxim de f(z) i, per
tant, s’ha de buscar un punt x( tal que compleixi alhora f'(xo) =01i f” (z0) <0. En
canvi, en el cas d'un problema de minims, es tracta de trobar un minim de f(z) i,

per tant, un punt zo tal que compleixi alhora f'(z¢) =01 f(z0) > 0.

En I'apartat de problemes resolts hi ha alguns exemples d’aquests tipus de problemes

resolts pas a pas per tal d’il'lustrar com es pot procedir en aquests casos.

11.3.3. Concavitat i convexitat d’una funcié

En els apartats anteriors s’ha parlat de la relacié que hi ha entre la derivada d’una
funcié i la seva monotonia, és a dir, dels punts del domini en qué la funcié és creixent,
constant o decreixent. En aquest apartat es parlara de ’aplicacié de la derivacié per a
estudiar la curvatura d’una funcié, és a dir, dels punts del domini, en qué una funcioé

és concava o convexa.

Les imatges que hi ha a continuaci6 representen un fragment de les grafiques de dues
funcions f(z) i g(z). En cada una s’hi ha marcat un punt concret. En aquests punts

s’hi ha tracat la recta tangent a la funcié corresponent.

Funci6 concava Funci6 convexa

—
En ambdos casos, la tangent tragada és en un punt en qué la funci6 és creixent. Aixi

mateix, notem que la situacié resultant no és la mateixa.

En el cas de la funci6 f, la tangent en el punt P és per sobre de la funcié. Per tant,
veiem que a prop del punt P la funcié f pren valors més petits que els que pren la
tangent, i es diu que la funcié és concava. Pero en el cas de la funci6 g la tangent en
el punt Q és per sota de la funcié. Per tant, la funci6é g pren valors més grans que la

tangent, i es diu que és convexa.

Per a conéixer en quins punts del seu domini una funcié és concava i en quins punts
és convexa, és essencial estudiar la segona derivada de la funcié, tal com veurem amb

alguns exemples.

Quina relacié hi ha entre la derivaciée

i la concavitat i convexitat d’una
funcié?

Quan una funcié a prop d'un punt
és menor que la recta tangent en
aquest punt, es diu que la funcié és
cdéncava, mentre que quan la funcié
és major que la recta tangent, es
diu que la funcié és convexa. Una
funcié és concava en aquells punts
en qué la seva derivada segona és
negativa, mentre que una funcié és
convexa en aquells punts en qué la
seva derivada segona és positiva.
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La imatge que hi ha a continuacié recupera la grafica de la funci6 f(z) anterior
que, d’acord amb les descripcions donades, és una funci6é concava. Juntament amb la

funcio, hi trobem dibuixada la recta tangent en diferents punts del seu domini:

Podem observar que el pendent de la recta tangent disminueix a mesura que la variable
x pren valors més grans. Com sabem, el pendent de la recta tangent a una funcié no
és altra cosa que la derivada de la funci6. Per tant, deduim que quan la funcio6 és
concava, la funci6 derivada disminueix a mesura que augmenta la variable x. Aixo vol
dir que quan la funcio és concava, la funcio derivada és una funcioé decreixent. Al seu
torn, si la funcié derivada és decreixent, la seva derivada (és a dir, la derivada segona

de la funci6 original) ha de ser negativa. Per tant:

una funcio €s concava en aquells punts en qué la seva derivada segona

€s negativa.

De manera similar, deduim la relaci6 entre la derivada segona d’una funcié i la seva
convexitat. La imatge que hi ha a continuaci6é mostra la grafica de la funcié g(z) que,
d’acord amb la descripcié anterior, és una funci6é convexa. Juntament amb la funcid,

s’ha tragat la recta tangent en diferents punts del seu domini.

Podem observar que el pendent de la recta tangent augmenta a mesura que la variable
z pren valors més grans. Tal com s’ha recordat abans, el pendent de la recta tangent a
una funcié no és altra cosa que la derivada de la funci6. Per tant, deduim que quan la
funcio és convexa, la funcié derivada augmenta a mesura que augmenta la variable x.
Aixo vol dir que quan la funci6 és convexa, la funcié derivada és una funcio6 creixent.
Al seu torn, si la funcié derivada és creixent, la derivada segona de la funcié original

ha de ser positiva. Per tant:

una funcié €s convexa en aquells punts en queé la seva derivada segona

€s positiva.

Analitzem ara aquestes fets amb algun exemple concret.
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Ara bé, qué passa en el punt que can-
via la curvatura d’una funcié, com és
el punt z = —% en el cas de la funcié
f(z) = 223 + 322 - 362 de 'exemple?

Si derivem la funci6 f(z) dos cops, ob-

servem que en T = —%, la segona deri- & R

vada de la funcié s’anulla:

7' (g)=12e(-5) ro=0 *

Per tant, d’acord amb les descripcions anteriors, no podem dir que en aquest punt

del domini z = —% la funci6é f sigui concava o convexa. Ara bé, si estudiem el com-
portament de la tangent en un entorn d’aquest punt z = —% notem que a la seva
esquerra la funcié és concava, mentre que a la dreta la funcié és convexa. En altres
paraules, a 'esquerra de = = —% la tangent és més gran que la funcid, mentre que a la
seva dreta és més petita que la funci6. Es tracta d’un punt on la funcié passa de ser
concava a convexa. Els punts en qué la funci6é canvia de curvatura s’anomenen punts

d’inflexié.
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Tal com veurem, una de les caracteristiques dels punts d’inflexié és que la segona
derivada de la funcié s’hi anuanulla. Aixo es deu al fet que els punts d’inflexié son
aquells punts on la derivada de la funcié té algun maxim o minim. Si recuperem
I’exemple anterior, només cal adonar-se que quan ens acostem al punt d’inflexi6 z =
7% la funci6 f cada vegada decreix més rapidament, perd en passar aquest punt
la funcié comenca a decréixer més lentament. En general, en acostar-nos a un punt
d’inflexi6 la funcié cada vegada creix (o decreix) més rapidament, perd en sobrepassar
el punt d’inflexié la funcié comenga a créixer (o decréixer) més lentament. Aquests
fets indiquen justament que on hi ha un punt d’inflexi6 la derivada de la funcié té un
extrem. Per aix0 mateix, podem trobar els punts d’inflexié buscant zeros de la segona

derivada de la funcio.

Tal com acabem de dir, si una funcié té un punt d’inflexié en un punt zo, la segona
derivada és f"'(xp) = 0. Ara bé, que la segona derivada sigui zero en un punt no és
condici6 suficient perqué en aquest punt hi hagi un punt d’inflexi6. Ens hem d’asse-
gurar que la curvatura de la funcié canvia. Per aix0, es pot estudiar el comportament
de la funcié a esquerra i dreta del punt o bé considerar les derivades d’ordre superior

a f”. En aquest cas, s’ha de tenir en compte:

e Sila primera derivada (per sobre de f”') que no s’anulla és d’ordre parell, el punt

no és d’'inflexio.

e Sila primera derivada (per sobre de f") que no s’anulla és d’ordre senar, el punt

és d’inflexio.

En definitiva, per a trobar els intervals de concavitat i convexitat d’una funcié, cal
trobar en primer lloc els valors x del seu domini on la segona derivada de la funcié
s’anulla (és a dir, resoldre f”(x) = 0) i els valors 7 on aquesta segona derivada no
existeix, i estudiar posteriorment el signe de la segona derivada en ells. En particular,
si la segona derivada canvia de signe en un entorn de z, el punt (z, f(z)) és un punt

d’inflexio de la funcié f(z).

11.3.4. Representacid grafica d’una funcié

Per a tragar la grafica d’una funci6, és necessari conéixer diferents aspectes de la
funcié, com el domini o els talls amb els eixos. Entre aquests aspectes també n’hi ha
que requereixen el calcul de derivades, com la monotonia (creixement i decreixement
de la funcio), Vexisténcia d’extrems (maxims i minims de la funcid) o la curvetura
(concavitat i convexitat de la funci6). A continuacié veurem amb més detalls quins
s6n aquests aspectes utils 1 més importants per al tracat (aproximat) de la grafica
d’una funcié. Els exemplificarem amb ’estudi de la funcié racional
3;‘3
f(x) = 21

Els aspectes més importants per a la representacié aproximada d’una funci6 sén:

e Domini. Els punts on la funcié és ben definida.

Quina informacio cal conéixer per a 9

representar la grafica d'una funcié?
La informacié basica que s'ha de
buscar per a representar una funcié
és: domini, punts de tall amb els
eixos, possibles simetries, intervals
de creixement i decreixement,
maxims i minims, intervals de
concavitat i convexitat, punts
d’inflexié i comportament
asimptotic. Veiem que el calcul de
derivades esdevé una eina vital per
a determinar aquestes informacions.
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IS

La funci6 f(z) =

71 és una funci6 racional. Per tant, és ben definida per a
2=
tots els punts que no anullen el denominador. Aixo vol dir que el seu domini

son tots els z tals que 2°~1 # 0 =  # {~1,1}. Per tant, Dom (f) = R~{-1,1}.

e Punts de tall amb els eixos. Els punts de la grafica de la funcié del tipus

(0,£(0)) i (x,0).

Eix Y: z=0: f(0) = % =0= punt P(0,0)
3
X

22 -1
Per tant, hi ha un tnic punt de tall amb els eixos, que és el punt P(0,0).

Eix X: f(z) =0 < =0es’=0ez=0

e Simetria. Determinar si es dona alguna de les condicions segiients:

o Es diu que una funcié f(z) és parell o simétrica respecte de l’eix Y si es

compleix f(-z) = f(x).

o Es diu que una funcié f(x) és senar o simétrica respecte de ’origen si es

compleix f(-z) = -f(z).

Val a dir que una funci6é pot ser que no sigui ni simétrica respecte de 'eix Y ni

simétrica respecte de I’origen.

La funci6é de ’exemple és simétrica respecte de ’origen, ja que

)3 _3 3
R e i[O

x2 -1

e Intervals de creixement i decreixement. Els intervals del domini on la funcié
creix és constant o decreix. Es poden determinar trobant els punts on s’anulla la

derivada de la funci6 i estudiant el signe que pren la derivada en ells.
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¢ Extrems: maxims i minims. Els punts en qué la funci6 assoleix els valors
maxims i minims. Es poden trobar estudiant el comportament de la funcié en un

entorn dels punts on s’anulla la derivada de la funcié.

e Concavitat, convexitat i punts d’inflexi6. Els intervals del domini on la funcié
és concava o convexa i els punts d’inflexié. Es poden determinar trobant els punts
on s’anulla la segona derivada de la funcié i on aquesta derivada no és definida i,

a continuacid, estudiant el signe de la segona derivada en ells.
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e Asimptotes. Rectes (verticals, horitzontals o obligiies) a les quals s’aproxima la
corba de la grafica de la funcio. Per a les verticals, s’han d’estudiar els limits en els
punts que no pertanyen al domini i, per a les horitzontals, els limits quan z tendeix
a +oo. Les asimptotes obligiies se solen trobar en funcions racionals en les quals

el polinomi del numerador és d’un grau superior al del polinomi denominador.
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Grafica de la funcié. Una vegada identificats tots aquests elements, és possible

la grafica segiient.

:'a.

L1

b ||.

B e

e

~

-2
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Resum

Derivacié de funcions '

’ Derivada d’una funcié en un punt ‘

Definicié. La derivada d’una funcié f en un punt xo s’indica per f'(zo) i es defineix

per aquest limit:

f’(xo) - lim f(z0) - f (=)

T ro— T

Si aquest limit no existeix, es diu que la funcié f(z) no és derivable en zg.

Interpretacié. La derivada d’una funcié f(x) en un punt z¢ del seu domini coinci-

deix amb el pendent de la recta tangent de la funci6 en aquest punt. Es a dir,
f'(x0) = tan(a)

on « és ’angle que hi ha entre l'eix X i la recta tangent a la funci6 en el punt xp.

w=f{z)

Derivada d’una funcio

Definicié. La derivada d’una funci6 f és aquella funcié que associa a cada punt x

del domini la derivada d’aquesta funci6. La funcié derivada es designa per f'(z).

Taula de derivades. Les principals derivades de funcions sén:
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Taula de derivades
f(z) £ (=) Exemples
k,keZ 0 fz)=3=f'(z)=0
f@)=z=f'(z)=1
a-x,acR a 9(z) = 4z = ¢'(z) = -4
2" nel noanl f(@) =t = f(@) = da®
1
v NG
sin(z) cos(z)
cos(z) —sin(z)
1
tan(x) cos?(z)
1+ tan®(x)
f(2) =3 = /() =3 - In(3)
a®,aeR a® -1n(a) 9(z) = €% = g'(2) = €@
1 f(z) =logsg(z) = f'(z) = ilog:;(e)

1Oga(x) ; 'IOga(e) g(x) _ ln(z) - g/(x) _ %

. 1
arcsin(x) —
arccos(z) B

V1-a2
1

arctan(z) 52

Regles de calcul

e Si f(x) i g(x) son dues funcions, la derivada de la suma (o resta) de les dues

funcions és

((f(@) 2 9(2)) = f'(2) £ /()|

e Si f(z)ig(z) s6n dues funcions, la derivada del producte de les dues funcions és

[(F(2)-9(2)) = '(2) - 9(2) + f(2) ' ()

e Si f(x)ig(x) son dues funcions, la derivada del quocient de les dues funcions és

(f(r))'_ f'(@) g(x) - f(z) - g'(2)

B 9%(z)

g(x)

e Si f(z)1ig(x) son dues funcions, la derivada de la composici6 de les dues funcions

és

[(Fo9)(2) = (F(9(2))) = f'(9(x)) ¢/ ()

e Si f(x) i g(x) sén dues funcions, per a derivar la poténcia de f elevada a g,

h(z) = f(2)?@ cal extreure en primer lloc el In d’aquesta funcio:

In(h(2)) = In (£(2)°@) = g(=) - n (f(2))

Llavors es deriva aquesta segona funcié aplicant la regla de la cadena:

") = fz (=) |+ 2) - In * g(az)f’(x)
¥ = 107 (5@ (1) + 202
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’ Creixement i decreixement

Definicions

e Funcid creixent. Si una funci6 f és creixent en un punt xg, la seva derivada en
2 L ! " .
aquest punt xq és positiva: f'(zg) >0 = f(z) és creixent en .
A meés, com més rapidament creix la funcid, més gran és el valor de la derivada

en el punt.

e Funcid decreixent. Si una funcié f és decreixent en un punt g, la seva derivada
en aquest punt xo és negativa: f'(z0) <0 = f(x) és decreixent en (.
A més, com més rapidament decreix la funcio, més petit és el valor de la derivada

en el punt,.

Exemple

-3

1
1
1
1
1
|
1
|
1
1
: fle) <0 fllx) =0
1

flx) gecreivent Fla) ereivent

Localitzaci6 d’extrems

Els extrems d’una funcié sén els punts maxims i punts minims que presenta la funcié.

Definicié d’extrems. Distingim dos tipus d’extrems:
e Un maxim d’una funcié f és un punt de la funcié la imatge del qual és més gran
o igual que la imatge de qualsevol altre punt que és proper al punt:

(w0, f(z0)) maxim de f(z) si Vo d’un entorn de x¢: f(zo) > f(x)

e Un minim és un punt de la funcié la imatge del qual és menor o igual que la
imatge de qualsevol altre punt que és proper al punt:

(w0, f(z0)) minim de f(z) si Vo d’un entorn de z¢ : f(z0) < f(x)

Recerca d’extrems. Hi ha dues maneres de trobar els maxims i minims de f(z):
e Trobar la primera i segona derivades de la funcié. Aleshores:

(20, f(x0)) maxim de f(z) si f'(z0) =01 f”(x0) <0

(20, f(z0)) minim de f(z) si f'(x0) =01 f"(20) >0

e Trobar la primera derivada i estudiar el comporament de la funci6. Aleshores:
(0, f(20)) és maxim de f(z) en f'(x0) = 0, i la derivada en aquest punt passa
de ser positiva a negativa.

(0, f(x0) és minim de f(x) en f'(20) =0, i la derivada en aquest punt passa de

ser negativa a positiva.
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Exemple

fiz)

Flz)

flz)=0 flel=0

FULEd creivent i) gecreinent

Problema d’extrems. Es demana resoldre una situacié en la qual una certa mag-
nitud M depén d’una altra magnitud = de manera que M = f(z), i s’ha de trobar el

maxim o el minim d’aquesta funci6 M. Es distingeixen dos casos:

e En el cas d'un problema de maxims, es tracta de trobar un maxim de f(x) i, per

tant, s’ha de buscar un punt o tal que f'(x¢) = 0 i, alhora, f”(xo) <O0.

e En el cas d'un problema de minims, es tracta de trobar un minim de f(z) i, per

tant, s’ha de buscar un punt zo tal que f'(x¢) = 0 i, alhora, f”(xo) > 0.

Concavitat i convexitat ‘

Definicions

e Una funcié f(x) és convexa en un punt (zg,yo) quan el valor d’aquesta funcié
és més gran que el valor de la tangent de la funcié en un entorn d’aquest punt.

En aquest cas, f"'(z0) > 0.

e Una funci6 f és concava en un punt (zg,yo) quan el valor d’aquesta funcié és
més petit que el valor de la tangent de la funcié en un entorn d’aquest punt. En

aquest cas, f'(xg) <O0.

e Un punt d’inflexié d’una funcié f és un punt en el qual la funci6 canvia la seva

curvatura, és a dir, passa de ser concava a convexa, o viceversa. En aquest cas,

f"(wo) =0.

Exemples

Funcié concava Funci6é convexa
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Representacio grafica d’una funcio

Per a representar graficament una funcio,

aquesta informacié imprescindible amb un

cal coneixer certa informacio6. Illustrem

exemple concret:

Descripcié dels elements per a repre-
sentar graficament una funcié f(z).

Exemple. Representar graficament

3
f(@) =

xT

2 -1

Doming

Punts de I’eix X on f(z) és definida.

‘ Dom f=R~x{-1,1}

Punts de tall

amb els eizos

Punts del tipus (0, f(0)) i (z,0).

| Un tinic punt de tall, el (0,0)

Swimetria

Una funcid f és parell o simétrica respecte
de leix Y quan f(-z) = f(z).

Una funci6 f és simétrica respecte de I’ori-
gen quan f(-z) = —f(z).

Es simétrica respecte de 1’origen:

_z)3 )
fe) - ) - 1)

1

Intervals de creixement i decreizement

Signe de la derivada de la funcié:
e f(x) és creixent en f'(z) > 0.
o f(z) és decreixent en f'(x) <0.

Es creixent en (—oo, 7\/§) U (\/§, +oo) i de-
creixent en (-v/3,-1) u(-1,1) u(1,V/3)

FExtrems: mazims ¢ minims

Quan s’anulla la derivada de la funcio,
e o maxim de f si f/(x0) =01 f”(x0) <O0.
e zo minim de fsi f'(z9) =01 f”(z0) > 0.

(-V3.7(-v3)) = (-v3, 22

(\/E,f(\/g)) = (\/3, %)) és minim.

) és maxim.

Punts d

inflexio

Quan s’anulla la segona derivada de la fun-
ci6, zo punt d’inflexio en f’(xz0) =01 f”
canvia de signe en un entorn de xzg.

(0, £(0)) = (0,0) és un punt d’inflexio

Intervals de concavitat i convexitat

Signe de la segona derivada de la funcio:
e f(x) convexa si f"(z) >0
e f(z) concava si f”(z) <0

Es concava en (~1,0) i (1,00).
Es convexa en (—oo0,-1) i (0,1).

Comportame

nt asimptotic

Estudi de l'existéncia d’asimptotes verti-
cals, horitzontals o obliqiies de la funcié.

r =-11ixz =1 so6n asimptotes verticals i
y = x és una asimptota obliqua

Grafica
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Exercicis resolts

1. Estudia la derivabilitat de la funcié
B x|z - 1|
)= r+1
Solucié: En primer lloc, observem que aquesta funcidé no sera continua en x = -1, ja que el
denominador s’anulla en aquest punt. Si calculem el limit de la funcié en aquest punt, sera
infinit. Si la funcié no és continua en x = —1, tampoc serd derivable en aquest punt.

En segon lloc, ens fixem en el valor absolut del numerador i el reescrivim com:

-1
Wig § 21
x +
f(z) = )
z(-z+1) 6 <l
x+1

D’aquesta manera, detectem que el punt en qué s’uneixen les dues expressions de la funcio
(z =1) pot ser el punt en qué la funci6 no sigui derivable. Per estudiar la derivabilitat de la
funci6 en z = 1 apliquem la definicié de derivada en aquest punt

z(x—1)
— f(1 — 1
lim 7f(:r) ) = lim -2 - lim ==
z—1* r—-1 z->1t -1 z->1tx+1 2
z(-z+1)
— f(1 — - 1
lim M = lim z+l  _ lim r __2
x—1- r—-1 z—>1- x -1 z->1"x+1 2

Com que els limits laterals en z = 1 no son iguals, la funcié tampoc és derivable en z = 1.
Per tant, concloem que f(z) és derivable a tots els reals menys en z =1 i x = —1 o sigui en
R~ {-1,1}

2. Donada la funcié f(z) = 2% - 622 + 8z, considerem la recta y = —z. Aleshores
demanem:

(a) En quins punts la recta tangent a la funcié f(z) és parallela a la recta
donada?

b) En quin pllllt la recta tangent a la funcio coincideix exactament amb la recta
g
donada?

(¢) Determina la recta tangent a la funcié en la resta de punts en qué és paral-
lela a la recta donada (els punts calculats en ’apartat (a)).

Solucio6:

(a) Per tal que la recta tangent sigui parallela a la recta y = —z la derivada de la funci6 en
el punt ha de ser igual al pendent de la recta, o sigui que hem d’imposar que f’(z) = -1.
Si calculem la derivada de f(z) obtenim que f’(z) = 3z2 — 12z + 8, només ens queda
igualar-la a -1 i resoldre I’equaci6 resultant 3z2 — 12z + 8 = —1. Aplicant la féormula per
resoldre equacions de segon grau obtenim dues solucions: x =11 z = 3. En aquests dos
punts les rectes tangents a la funcié seran paralleles a la recta y = —z.

(b) Per tal que la recta tangent coincideixi exactament amb la recta y = —x necessitem que
la funci6 i la recta tinguin la mateixa imatge en el punt de tangéncia. Per tant, calculem
f(1) =31 f(3) = -3. Per altra banda, ens fixem que en z = 3 la recta donada també té
imatge y = —3. Per tant, en x = 3 la recta tangent a la funci6 sera exactament y = —x.

(¢) Ens queda calcular la recta tangent a la funcié en z = 1.
Sabem que les rectes es poden escriure de la forma y = mx + n en qué m és el pendent
i n Pordenada a l'origen. En aquest cas, per tractar-se de la recta tangent en x =1 s’ha
de complir que m = f'(1). A més, hem vist que f'(1) = —1. Per tant, m = —1. Finalment,
calculem el valor de n. La recta i la funcié tenen un punt en coma (1, f(1)), per tant,
3=(-1)-1+n=n=3+1=4. Larecta tangent en z =1 serd y = -z + 4.

3. La imatge mostra la grafica de la derivada, f'(z), d’una funcio, f(z).

Contesteu raonadament aquestes preguntes sobre la funcié f(z):
(a) A z=0: és f(x) creixent o decreixent?

(b) A z=3.5: é&s f(x) creixent o decreixent?
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(¢) Té f(z) cap minim?

(d) Té f(z) cap maxim?

(e) Determineu els intervals de creixement i decreixement de f(z).
Solucié:

a) A x =0: la derivada és negativa, i per tant f(z) és decreixent en aquest punt.
b) A x = 3.5: la derivada és positiva, i per tant f(z) és creixent en aquest punt.
(c

)

) Si, en el punt x = 3, perqué la derivada passa de ser negativa a positiva.
d) Si, en el punt z = -1, perqué la derivada passa de ser positiva a negativa.

)

(
(
(
(e) La funcio f(z) és decreixent en (—1,3) perqué la derivada és negativa en aquest interval,
i f(x) és creixent a la resta del domini, és a dir, en (—oo0,-1) U (3, +00), perqué és on la
derivada és positiva.

4. La grafica d’una funcié f(z) és

Contesteu raonadament aquestes preguntes sobre la funcié derivada f'(z):

(a) Quin és el signe de la derivada, f/'(z), en x =37 I en z =-0.57

(b) Hi ha cap punt en qué la derivada, f/(z), s’anulli?

(¢) Determineu el signe de la derivada, f'(z), en tots els punts del domini de la
funcio.

Solucio:

(a) En z =3 la funci6 derivada f’(z) és positiva perqueé la funcié f(z) és creixent en aquest
punt.

En z = —0.5 la funci6 derivada f’(x) és negativa perqué la funci6 f(z) és decreixent en
aquest punt.

(b) Si, en els punts z = -4 1 x = 2, perqué s’hi troben, respectivament, un maxim i un minim
locals de la funcié f(x).

(¢) Laderivada f’(z) és negativa en (-4,2) perqué la funci6 és decreixent en aquest interval.
La derivada f'(x) és positiva a (—oo, -4)U(2, +00) perqué la funcio és creixent en aquests
intervals.

5. Per a cadascuna d’questes tres funcions,

22 z .
f(z) = 8 g(l‘)=27 h(z) =2 -3z +2

4 —z2 In(z)

determineu:

(a) el domini de cadascuna,

(b) els seus punts de tall amb els eixos,

(c) els corresponents maxims i minims,

(d) els punts d’inflexié,

(e) els intervals de creixement i decreixement,
(f) els intervals de concavitat i convexitat,

(g) les asimptotes,

(h) la seva grafica.

Solucions:

Estudi de la primera funcio:
_ 82
f(z) = A_a2
(a) Perser f(z) una funcié racional, el seu domini consta de tots els nombres excepte aquells
que anullen el polinomi del denominador:
4-2?=0=1={-2,+2}

Per tant, Dom(f) = R\ {-2,+2} = (—00,-2) U (-2,2) U (2, +0).
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(b) Talls amb els eixos:
Eix Y: f(0) = e 0 = el punt (0,0) .
. 82
Eix X: f(z) = ——= =0=z =0 el punt (0,0).
4 - g2

(c¢) Per a trobar els maxims i minims, derivem la funci6 i la igualem a O:

) 16z - (4-2?) - 822 - (-2z) 64z
z) = = -
(4-22)? (4-22)?
Resolem ’equaci6 i obtenim una Gnica possibilitat:
=0
Calculem la segona derivada:
19222 + 256
F(z) = zig)
(4-x2)
En avaluar la segona derivada en z = 0, obtenim que és positiva,
f(0)=4>0

la qual cosa informa que es tracta d’un minim.
Per tant, f(z) presenta Gnicament un minim, que és el punt (0, f(0)) = (0,0).
(d) No hi ha cap punt d’inflexi6 perqué no trobem cap punt zo que compleixi f”(zo) = 0.

(e) Hi ha quatre intervals de creixement o decreixement, separats pels limits del domini i
pel minim. Estudiem el comportament de la funci6 en cada un d’aquests quatre intervals
avaluant la derivada en un punt interior en cada un:

e De-oco0a-2: f(zx) <0= f(x) és decreixent.
e De-2a0: f(z)<0= f(z) és decreixent.

e De0Oa2: f(z)>0= f(x) és creixent.

e De2a +oo: f(x)>0= f(x) és creixent.

(f) Per a determinar els intervals de concavitat i convexitat, n’hi ha prou d’estudiar el signe
de la segona derivada de la funci6 entre els limits del domini nicament, atés que no hi
ha cap punt d’inflexi6 (on f”(z) =0):

e De-o0a-2:f’(z) <0= f(x) és concava
e De-2a+2: f’(x)>0= f(z) és convexa.
e De +2a +oo: f(z) <0= f(x) és concava.
(g) Té tres asimptotes: dues de verticals i una d’horitzontal:

° Asimptotes verticals: s’han d’estudiar els limits en els punts que no pertanyen al
domini, que sén x =-21 x =+2:

lim f(x)=-o lim f(z) =+
x——2" r—-2%

lim f(z)=-o0 lim f(z)=+o0
T—>+27 T—>+2+

Per tant, les rectes x = -2 i x = +2 s6n asimptotes verticals.
e  Asfmptotes horitzontals: s’han d’estudiar els limits de la funcié quan = tendeix —oo
i +o0:
lim f(z)=-8= lim f(x)
T——o00 T —+00
Per tant, la recta y = —8 és una asimptota horitzontal de la funcié f

(h) La grafica de la funcio f és

Estudi de la segona funcié:
2x

In(z)

g(z) =
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(a) Domini:
Per ser g(x) una funcié amb un logaritme en el denominador, la funci6 és ben definida
per a tots els nombres més grans que 0 (ja que el logaritme només és definit per a
nombres positius), excepte aquells que anullen el denominador:
In(z)=0=2=1
Per tant, Dom(g) = Ry N {1} = (0,1) u (1, +o0).

(b) Talls amb els eixos:
Eix Y: g(0) no es pot calcular, ja que = =0 no pertany al domini. Per tant, no n’hi ha.

2
Eix X: g(z) = % =0= 0, perd « =0 no pertany al domini. Per tant, no n’hi ha.
n(z
(c) Per a trobar els maxims i minims, derivem la funci6 i la igualem a 0:
2In(z) -2
!
T)= ——
g'(z) n2(2)
Resolem ’equacié i obtenim una tinica possibilitat:
r=e
Calculem la segona derivada:
g//(x) - _2 ) hl(;?) -4
z-1n®(x)
En avaluar la segona derivada en x = e, obtenim que és positiva,
2
->0
e

la qual cosa informa que es tracta d’un minim.
Per tant, g(z) presenta tnicament un minim, que és el punt (e, g(e)) = (e, 2e).

(d) Per a trobar els punts d’inflexi6, igualem la segona derivada a 0 i resolem l’equaci6

resultant: 5.1 4
g"(w):f%:Oéz:eg
z-1n°(x)
A més,
2-In?(z) - 12
nr
)= ———FT—
97 (@) x2 - In*(z)

d’on resulta
g’”(€2) +0
Per tant, (e?,g(e?)) = (¢?,€?) és un punt d’inflexi6 de g.
(e) Hi ha tres intervals de creixement o decreixement, separats pels limits del domini i

pel minim. Estudiem el comportament de la funcié en cada un d’aquests tres intervals
avaluant la derivada en un punt interior en cada un:

e DeOal:g (z)<0= g(x) és decreixent
e Delae: g (z)<0= g(z) és decreixent
e Deea+oo: g'(z) >0= g(x) és creixent

(f) Per a determinar els intervals de concavitat i convexitat, cal estudiar la segona derivada
de la funci6 entre els limits del domini i el punt d’inflexié:

e DeOal:g”(z)<0= f(x) és concava.
e Delace? g’(z)>0= g(x) és convexa.
o Dee?a+oo: g'(x) <0 = f(x) és concava.
(g) Té una asimptota Gnicament, que és vertical:
lim f(z)=-o00 lim f(z)=+o0
1" PESE
Per tant, la recta x = 1 és una asimptota vertical de la funcié g.

A més, notem
lim f =0
zﬂlr(r)l* (%)

(h) La grafica de la funcié g és
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Estudi de la tercera funcio:
h(z) =2 -3z +2

(a) Per ser h(z) una funci6 polinomica, el seu domini consta de tots els nombres reals. Per
tant, Dom(h) =R.

(b) Talls amb els eixos:
Eix Y: h(0) =0%-3-0+2=2 = el punt (0,2).
Eix X: h(z) =23 -3z +2=0=2=-2ix=1= els punts Q(~2,0) i (1,0).

(c) Per a trobar els maxims i minims, derivem la funci6 i la igualem a O:
R (z)=322-3=0

Resolem ’equaci6 i obtenim dues possibilitats: x = -1 1 = = +1.
Calculem la segona derivada:

B (z) = 6z
L’avaluem en x = -1 i © = +1 i obtenim:
h'(-1)=6-(-1)=-6<0ih"(+1)=6-1=6>0
Per tant, h té un maxim en (-1,h(-1)) = (-1,4) i un minim en (1,h(1)) = (1,0).
(d) Per a trobar els punts d’inflexi6, igualem la segona derivada a 0 i resolem l’equaci6
resultant:
B'(z)=6z=0=>2=0
A més, h'"'(xz) =6 # 0, Vx € R. Per tant, el punt (0,h(0)) = (0,2) és un punt d’inflexié
de h.

(e) Hi ha tres intervals de creixement o decreixement, separats pels extrems trobats (el
maxim i el minim). Estudiem el comportament de la funci6 en cada un d’aquests tres
intervals avaluant la derivada en un punt interior en cada un:

e De-ooa-1: h/(z) >0 = h(x) és creixent
e De-1al:h'(z)<0= h(x) és decreixent
e Dela+oo: h/(z)>0= h(z) és creixent

(f) Per a determinar els intervals de concavitat i convexitat, només cal estudiar la segona
derivada de la funcio abans i després del punt d’inflexié (ja que el domini soén tots els
reals):

e De-o0a0:h"(z)<0= h(z) és concava.
e De0a+oo: h’(z) >0 = h(x) és convexa.
(g) Aquesta funcié no té cap asimptota

(h) La grafica de la funcié h és

6. Amb una peca de cartolina de 10 dm de costat es vol construir una caixa
retallant peces quadrades de costat z en cada vértex del quadrat. Quin valor
s’ha de donar a z perqué el volum de la caixa sigui el maxim?

Solucié

Comencem per representar graficament la situacié que descriu ’enunciat del problema:
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Notem que el volum de la caixa es correspon amb el volum d’un prisma rectangular. El seu
valor es pot trobar multiplicant amplada per llargada i per altura. Si sabem, a més, que la
cartolina fa 10 dm de costat, el volum del prisma és producte de ’expressio
V(z) = (10 - 2z)? - & = 42> - 4022 + 100z
Aixi, queda clar que el volum de la caixa depén del valor de x. Trobada la funci6 amb qué
treballar, es tracta de trobar-ne un maxim en linterval (0,5) per simetria, ja que el tall en
els extrems no pot superar 5 dm. En particular, notem que el volum de la caixa, tant en 0
com en 5, és igual a 0:
V(0)=V(5)=0
Vegem, doncs, si podem trobar el maxim en l'interior d’aquest interval. Per aixo, tractarem
de trobar un punt, zg € (0,5), que compleixi les condicions de maxim, és a dir, que compleixi
alhora
V’(Z‘o) =01 V”($0) <0
Trobem la derivada de la funcié i la igualem a 0O:
V'(2) = 1222 - 80z + 100 = 4 - (32 — 20z + 25) = 0

Resolem I’equaci6 obtinguda aplicant la féormula de resolucié per a equacions de segon grau
i trobem que s’anulla en dos punts:

20 £/400-300 20«10 {5 5}

xr = = = , =
6 6 3
El primer valor, z = 5, no és dintre de I’interval (0,5) considerat, i per tant només podem
5

considerar el segon resultat: x = 3 Per a saber si en aquest punt hi ha un maxim o un minim

de la funci6, hem de calcular la segona derivada de la funci6 i avaluar-la en aquest punt:

5 5
V' (z)=242-80i V" [=]=24.---80=-40<0
3 3

Per tant, podem concloure que en x = g ~ 1.66 hi ha un maxim de la funcio6.

Aix0 vol dir que, per tal que la nova caixa tingui el volum maxim possible, s’hauran de retallar
quadrats d’aproximadament 1.66 dm de costat. Aleshores, el volum de la caixa resultant, que
sera maxim, serd

2 202 2 .
V(§)=(10—2-§) E:(—0) 52990 2 07 dm®
3 3/ 3 \3) 3 21

7. Es volen construir pots cilindrics (com els de les begudes refrescants) de 500
cm? de volum. Quines dimensions (altura i didmetre de la base) s’han de donar
a un envas d’aquestes caracteristiques perqué necessiti la minima quantitat de
material?

Solucid

Distingim dues possibilitats en funcié de si el pot, que ha de ser cilindric, té una o dues tapes.

Primer cas: pot amb una tapa. Si considerem que el pot, que és cilindric, t& una tnica
tapa, el desenvolupament pla que li correspon és

h 7

Aleshores, el material necessari per a construir-lo ha de tenir una superficie de
S =2nrh + 7r?

L’enunciat imposa que el volum del pot ha de ser de 500 cm?®, i per tant s’ha de complir

7r2h = 500
d’on, aillant A en funci6 de r, resulta
.
T o2
Per tant, la funcié S a estudiar, que dependra del radi r, esdevé
500 1000
S(T)=27r7‘~(—2)+7r7‘2: + 772
wr r

Aixi, es tracta de trobar un valor per a r de manera que faci mnim el valor de S(r). Per aixo,
sabem que si rg és el valor minim d’aquesta funcid, es compleix

S'(ro)=018"(ro) >0
Calculem, doncs, S’(r) i igualem a 0:

§'() = 1000

r2

+2mr =0
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1000
2nr = 5
. T
2773 = 1000
3 /1000
- 27

5 /4
r=>5- — ~5.42
s

Per tant, el radi hauria de mesurar aproximadament 5,42 cm.
Trobat el valor candidat a extrem, comprovem si es tracta realment d’un minim de la funci6é
i, per tant, fa minim el valor de la funcio6:

2
S"(r) = 0,00 +2m18"(5.42) ~18.85> 0
T

Confirmem aixi que en prendre 7 » 5.42 c¢m, la funci6 superficie S(r) pren un valor minim,
que és igual a S(5.42) ~ 276.8 cm? aproximadament.

Segon cas: pot amb dues tapes. Si s’interpreta que el pot cilindric té, com les llaunes
de refrescs, dues tapes i no solament una, la funcié superficie ha d’incloure la superficie de
laltra tapa. Aleshores, cal treballar amb la funcié
S(r) =2nrh+2 (71'1”2)
En imposar la condicié que el volum ha de ser de 500 cm?, la funcié en funcié del radi r
esdevé
1000

T

S(r) = + 27

Aleshores,
10

S'(r) =~ (2)0 +47r =0
r

d’on resulta
1000
4y = 3

T
5 1000

ro = ——

4

3 /1000
r= —_—
47
2
r=5-i/j~4.3
T

Per tant, el radi hauria de mesurar aproximadament 4,3 cm.
Trobat el valor candidat a extrem, comprovem si es tracta realment d’un minim de la funci6é
i, per tant, fa minim el valor de la funcio6:
" 3000 -
S"(r) = — +4ri S"(4.3)~37.7>0
Confirmem aixi que en prendre r » 4.7;3 la funci6é superficie S(r) pren un valor minim, que és
igual a S(4.3) ~ 348.73 cm? aproximadament.

8. En traslladar un mirall de 70 x 100 cm s’ha trencat per un dels vértexs. El boci
trencat és un triangle rectangle de 6 x9 cm de costat, tal com es veu en la figura.
Calcula per on s’ha de tallar el mirall per a obtenir un altre mirall que també
sigui rectangular i que tingui l’area més gran possible.

s \\Ia m

70 cm

Solucioé

Es tracta d’un problema de maximitzacid, ja que es presenta una situacié en qué hem de
maximitzar certes dimensions d’un objecte que podem mesurar. En aquest cas, en particular,
I’area d’un rectangle corresponent a un mirall.

Per tal de resoldre el problema, refem graficament la situacié plantejada. Si ens fixem bé en
aquesta representacio,
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notem que es tracta d’escollir les mesures x i y de manera que 1’area del rectangle puntejat,
que representa el nou rectangle, sigui la maxima possible.
D’acord amb aquesta imatge, ’area del nou mirall és producte de 'expressio:

(100 -y) - (70 -x)
Ara bé, com que I’expressié és producte de dues variables, es fa necessari en primer lloc
determinar una de les incognites en funci6é de ’altra. Posem, per exemple, y en funcié de x.
Aquest canvi es pot fer gracies a les raons de semblanca entre triangles. En particular, en
aquest cas s’ha de complir

Y 9

d’on podem aillar y en funci6 de z i, per ‘?an‘gi po?iem considerar
y== > (6-2)
Per tant, en substituir y en funcié de x, la funci6 area a maximitzar esdevé
F(z) = (100- % (6 x)) (70 - z)
f(x) = 6370 + 14z — gxz

Ara busquem la seva derivada per trobar un maxim. Per aix0, calculem la derivada de la
funcié:

fl(x)=14-3x
La igualem a 0 i resolem I’equacié resultant:

14
14—3x:0=>$=§

Per tant, el valor candidat és = = 1?4 ~ 4.67 cm.
Com que
f(z)=-3<0, Vz
ens trobem, com buscavem, davant d’un maxim.
D’acord amb aquest valor de x, el valor corresponent de y resulta

3 14
=2 (6-2)=2
Y 2( 3)

Per tant, i d’acord amb la imatge considerada, les mesures que faran maxima I’area del nou
mirall seran: 100 — 2 = 98 cm de llarg per 70 - %4 = 1—36 ~ 65.33 cm d’ample. Es a dir,
que s’hauria de retallar el mirall de manera que tingués 98 cm de llarg i aproximadament
65.33 cm d’ample. Aleshores, I’drea d’aquest nou rectangle retallat, que serd maxima, sera
de 98- 136 = 6402.7 cm?.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

9. Donada la funcié a trossos segiient,
32x2-2 siz<-1
f(z) = 1 si —1<z<1
3

siz>1
4-x

estudia’n la derivabilitat i escriu I’expressi6é de la funci6 derivada f'(z).

10. Calcula les derivades d’aquestes funcions:
(a) f(x) =2z sin(z)

(b) g(a) = 2

(c) h(z)=V3z2+2z+1

e2z+1

In(zx)

(d) r(=) =
2

(e) b($) _ 631 —z—1

11. Troba les asimptotes de les funcions segiients:

f(x)=z-

rz+1 x2

— g(w):igﬂ_1

Solucions

7. L’expressio de la funcié derivada és

6z siz € (—o0,-1)

f'(z)=40 siwe(-1,+1)
3 .
m size(l,+o00)\ {4}

La funci6 és derivable en tot el seu domini menys en els punts (-1,1) i (1,1) perqué en
ells no existeix el limit que defineix a derivada d’una funcié en un punt (els limits per

Iesquerra i la dreta son diferents).
8. Les derivades, simplificades al maxim, de les funcions sén:

(a) f'(z) =sin(x) + z - cos(x)

(b) ¢'(x) = W
, _ 3z +1
() B{=) = V322 + 2z + 1
2625L‘+1 n(z) - 62$+1
(d) #(2) = )

In?(z)

(e) V' () = (6a — 1) 32 a1

9. Les asimptotes son:

En el cas de f(z): una asimptota vertical en z = 1 i una asimptota obliqua en y = z + 1.
En el cas de g(z): dues asimptotes verticals: z = —=1 i = +1 i una asimptota obliqua en

Yy =T
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12. Integracié de funcions
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12.1.2. Definicié i interpretacié...........o.ooviiiiiiiiiiiiin, 327
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12.1.4. Reglesde calcul ....... ... i 328
12.1.5. Métodes d’integracid ...... ..., 329
12.1.6. Integral definida. Regla de Barrow ...................... 333
12.2. Aplicacions ...cieeieiiiiiiiieieiiiiiiiieieeiiiaiaaeaann 338
12.2.1. Calcul d’arees ......oviiiiiiiii 338
12.2.2. Calcul de volums ......ooovniiiiii 343

12.1. Integracié d’una funcié
12.1.1. Nocid intuitiva

Donada una funcié f(z) és possible trobar la seva derivada f'(z) utilitzant la taula
de derivades i les regles pertinents. Aquesta transformacié suggereix una pregunta:
donada una funci6 f(z), és possible trobar una funci6 F(z) la derivada de la qual

sigui la funcio inicial f(x), és a dir, F((z) tal que F'(z) = f(z)?

Per exemple, si sabem que la derivada d'una funci6 F'(z) té la grafica segiient, qué

podem dir sobre la funcié F(z)?

Veiem en primer lloc que la derivada es correspon amb la funcié constant 2. Per tant,
sabem que la funcié F(z) podria ser 2z. Perd també podria ser 2z + 5 o, entre altres
possibilitats, 2z — 8. Aleshores podem dir que la funcié F(z) sera de la forma 2z + C,

on C pot ser qualsevol nombre real.

Considerem un segon exemple: suposem que el grafic segiient ens mostra la derivada

d’una funcié F(z)
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4

En aquest cas, primer hem de trobar I’expressi6 de la derivada. Veiem que la grafica
és una recta que passa pels punts (0,4) i (2,0) i per tant podem deduir que la seva
expressi6 algebraica és —2zx + 4. Si pensem quines funcions tenen aquesta derivada,
tenim per exemple —2?+ 4z, —22+4z-50 també, entre d’altres, —2% + 4z — 8. Totes
aquestes funcions tenen la mateixa derivada —2z+4, i per tant en aquest cas deduA ™ m

que F(z) = —2% + 4z + C, on C sera qualsevol nombre real.

Podem pensar en exemples més complicats. Donada la funcié f(z) = 322 + 5, podem
trobar una funci6, F(z), la derivada de la qual sigui precisament f(z)? En aquest
cas, es pot comprovar que la funcié F(z) = 22 + 5z té com a derivada F'(z) = f(z) =
322 +5. Podriem trobar una altra funcié que complis la mateixa condici6? Notem que
la funcié G(z) = 2 + 5z + 3 també té com derivada f(z). En general, tota funci6 de
la forma 2> + 5z + C, on C és un nombre, té la mateixa derivada, ja que la derivada

de C sempre sera 0.

12.1.2. Definicié i interpretacid

Un procés d’aquest tipus es denomina integracié de la funcié f(z), i la funcié resul-
tant es denomina primitiva de f(z). La integraci6 és, per tant, ’'operacié oposada

a la derivacio:

’si f(z) és la derivada de F(z), F(x) és una primitiva de f(z). ‘

Aixi, podem afirmar que tota funci6 de la forma F(z)+C, on C és un nombre, també
és una primitiva de f(x). El conjunt de totes les primitives d’una funci6 f(z) es
denomina integral indefinida o simplement integral de la funci6 f(z). Aixi, per
exemple, la integral de la funci6 f(z) = 3z +5 és 2> +52+C (on C és un nombre real
qualsevol), perqué qualsevol primitiva de la funcié f(z) s’escriura d’aquesta manera.
Es a dir, I'tinica diferéncia entre una primitiva d’aquesta funcié i una altra sera el seu

terme independent.

Per a expressar la integracié d’una funcio, s’utilitza un simbol d’integral f anteposat

a la funci6 integrand, i a continuaci6 el simbol dx, denominat diferencial de x, que
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ens indica respecte de quina variable estem integrant. Es a dir, la integral indefinida

[ f(z)dz

Aixi, doncs, ’exemple anterior podem expressar-lo aixi:

d’una funcié f(z) s’expressa aixi:

f(31:2+5)da:::c3+5x+0

12.1.3. Taula d’integrals immediates

Hi ha algunes integrals que es poden obtenir de manera immediata si tenim la integral
de la derivada d’una funcié. En aquest cas, n’hi ha prou de conéixer les regles de de-
rivaci6 de funcions per a calcular la integral desitjada. Aquestes integrals s’anomenen

integrals immediates.

Presentem una taula de les integrals immediates més usuals. Recordem que C' denota

un nombre real qualsevol.

Taula d’integrals immediates
f(=) / f(z)dz Exemples
k constant k-z+C [3dxz3x+0
n+l 4
" sin# -1 a +C fxgdm:$—+c
n+1 4
[ Veds=2(va)' o
1
— In|z|+C
x
a® 37
a* 24 R e
In(a) In(3)
f e“dr=¢" +C
cos(z) sin(z) + C
sin(z) —cos(z) +C
1 .
arcsin(z) + C
1-—22
-1
arccos(z) + C
1-—22
! tan(z) + C
arctan(z
1+ 22

12.1.4. Regles de calcul

El calcul de la primitiva d’una funci6 qualsevol no és tan senzill com el de la derivada,

ja que les iiniques regles immediates que es poden aplicar son:

e La integral de la suma (o resta) de funcions és igual a la suma (o resta) de les

integrals de les funcions.
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[ U@ sg@Nda= [ f@)ias [ ga)de

e La integral del producte d'un nombre per una funcié és igual al producte del

nombre per la integral de la funcié.

/k'f(ac)dm:kr[f(x)dm

o Bug(@)= [ f@)dr, ¢'(@) = f(2).

e Laregla de la cadena ((fog) = (f og)-g') ens permet escriure

[ F(a@) o @)da = (g(a)) +C

A partir de 'altima regla podem generalitzar la taula d’integrals immediates anterior

a les integrals que s’anomenen sovint integrals quasi immediates.

Integrals quasiimmediates

Integral Exemples
n+l . 5
[ [f(2)]" - f (x)dx = 7[11(;:_‘_]1 +Csin+-1 [ [sin(:p)]4 -cos(z)dz = 7[8111(;)] +C
f(x) _ 20 -3 3 2
mdl’—lﬂ““(.@”"’c f mdl‘—lﬂ'ﬂ: —3$+13|+C

f EACY f(z)dx = J@ 4o

2 2
/ T2 (g | g)gp = A2 o

W@

m(a) €

f of@® f(x)dx =

422 +32-2

NOR

2
/ 542 (82 4 3)dw =

f £ () -sin(f(z))de = —cos(f(x)) + C

/ cos(z) sin(sin(z))dz = - cos(sin(z)) + C

f f'(x) - cos(f(x))dx = sin(f(z)) + C

f 6 - cos(6x — 2)dx = sin(6z —2) + C

(@)

de =arctan(f(z)) +C

1
[ mdaz = arctan(In(z)) + C

dx = arcsin(f(z)) + C

f f'(x)
1-(f(x))?

xT
[ L dr-= arcsin(e”) + C
1-(e%)2

12.1.5. Meétodes d’integracid

En general, per a calcular la integral d’una funci6é no en tenim prou de conéixer les

integrals immediates i les regles d’'integracié que acabem de veure, siné que necessita-

rem utilitzar alguns métodes i técniques que poden ajudar en el calcul. Tot i aix0, no

sempre és possible arribar a trobar una expressio algebraica que resolgui la integral

plantejada.

Vegem les dues técniques més utilitzades per a calcular integrals no immediates.

L’objectiu dels dos métodes és simplificar la integral per poder-la calcular com una

integral immediata o quasiimmediata.
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Métode de substitucié (o de canvi de variable). Amb aquest métode es canvia
la variable d’integracio per una funcié seva, amb ’objectiu d’obtenir una nova inte-
gral, més simplificada que la primera. Vegem com s’aplica aquest métode de manera

general.

Suposem que volem resoldre la integral de f(z), o sigui volem trobar una primitiva
F(xz) (si aquesta existeix). Es a dir, busquem que

f f(@)dz = F(z) +C
Aleshores, el punt de partida d’aquest métode consisteix a considerar un canvi x =

g(t), en queé la funcié g(t) ila seva derivada ¢'(t) son funcions continues.

Amb aquest canvi tenim que F(x) = F(g(t)). Per altra banda, per la definci6 d’in-

tegral sabem que F'(z) = f(x), aixi que també tenim que F'(g(t)) = f(g(¢)). Amb

tot aixo, podem derivar F'(x) = F(g(t)) aplicant la regla de la cadena i obtenim
F'(x) = F'(g(1))¢'(¢)

que utilitzant les igualtats anteriors podem reescriure com

f(x) = F'(z) = F'(9(1)) - g'(t) = f(9(1)) - ' (1)
Finalment, integrem ambdos costats de la igualtat i obtenim la formula del que es

coneix com a meétode de substitucid

[ t@da= [ 16@)-g (1) d

Podem resumir ’aplicacié d’aquest métode amb els passos segiients:

1) Substituim z per u(t) i de per u'(t)dt
dz=u'(t)dt
[ r@ae S0 pu) ()

x=u(t)

2) Resolem la nova integral, que sera immediata o quasiimmediata.
[ sy @ae= )+ o

3) Aillem la variable ¢ de la igualtat = = u(¢) i obtenim ¢ = u™! (z).
4) Desfem el canvi i obtenim

[ 1@ =G @)+ e

Vegem uns quants exemples de com aplicar aquest meétode.

Exemple. Integraci6 per canvi de variable (1).

f i dx
z—1

En aquest cas, no sabem calcular directament aquesta integral, perd observem

que si prenem t = \/x — 1 podem aillar x de manera que obtenim z =1 + 2

la seva derivada dx = 2tdt. Aixi, si apliquem aquest canvi ens queda

2 3
t 1 t

f i dx:f - .2tdt:2f(t2+1)dt:2 LA G
z—1 t 3

Finalment, desfem el canvi (substituim ¢ = v/z — 1 en la solucid) i tenim

[ \/:%dx:2((\/m)3 +\/ﬁ)+0

3
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Observem que en els dos primers exemples els canvis de variable poden ser intuA ™ tius

si pensem que la idea és simplificar les integrals. En canvi, en I'altim exemple el canvi

de variable requereix alguna indicacié (o molta practica).

Meétode d’integracié per parts. Aquest métode es basa en la regla de la derivacio6

del producte. Recordem que si f i g son dues funcions, sabem que la derivada del seu

(F(@)-9(2)) = f'(2) - g(a) + f() -9 ()

producte és

I, de fet, podem reescriure aquesta expressio de la forma

f(@)-g'(2) = (f(2) - g(x))" = () - g(x)
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Si ara integrem en ambdos termes de la igualtat, tenim

[ @) g @]de= [ [(F@) g - /@) g(2)] e

I, per tant, d’aqui obtenim la férmula d’integracié per parts:

[ @) d @] de= (1) 9()) - [ ['@)-9(x)] do

Aquesta formula s’ha d’aplicar quan la integral del membre de la dreta és més senzilla
que la de l'esquerra (per aix0, aquesta dltima s’ha de descompondre en el producte
de dues funcions; una d’aquestes, ¢'(z), ha de ser la derivada d'una altra funcié g,

que, a més, ha de ser facil de trobar).

Moltes vegades, per a simplificar la formula d’integraci6é per parts s’utilitzen les vari-

ables u en lloc de f(x), i v en lloc de g(z), de manera que s’escriu

/udvzuv—fvdu‘

Normalment, ’ordre en qué es tria la funcié u segons les funcions que tinguem a la in-
tegral inicial és: funcions logaritmiques, funcions poténcia, funcions trigonométriques

i, finalment, funcions exponencials.

Vegem uns quants exemples d’aquest métode d’integracio.

Exemple. Integraci6 per parts (1).

[ ze’dx

Triem u = x i, per tant, du=1-dz i dv = e“dx i, per tant, v = f e’dx = e”. Si

ara apliquem la férmula d’integracié per parts, obtenim

f ze®dr = ze® — f 1-e"dx

de manera que la nova integral de la dreta ara és immediata i, per tant, obtenim

fﬂcewdw:wew—ew-kC’:J(ac—l)+C.

Exemple. Integraci6 per parts (2).

f In(z)dx

Triem u = In(z) i, per tant, du = % dz idv=1-dz i, per tant, v = [ ldz = z.

Si ara apliquem la férmula d’integraci6é per parts, obtenim

f In(z)dz = zln(z) — [ i cxdz = zln(z) - f ldx

de manera que la nova integral de la dreta ara és immediata i, per tant, obtenim

f In(z)dz = zIn(z) -z + C =z(In(z) - 1) + C.
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12.1.6. Integral definida. Regla de Barrow

Integral definida. La integral definida neix de la necessitat de calcular I’area tan-
cada per una funci6 i 'eix X en un cert interval. Aquesta area es pot aproximar
sumant certs rectangles, la base dels quals és constant i ’altura és el valor de la
funcié en certs punts escollits convenientment. El limit d’aquest calcul quan la base
d’aquests rectangles tendeix a 0 és igual a la integral definida d’aquesta funci6 en

aquest interval, és a dir, ’area que busquem.

Vegem-ho amb un exemple i alguns grafics. Volem calcular 'area limitada per la
funci6 f(z) = -3 (z - 6)(z — 1)(z +3) i l'eix X entre 2i 5, tal i com es mostra en la

grafica segiient:
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20

10

e

L’area que tanca la grafica entre els punts 21 5 (la part en blau) es pot aproximar per
la suma de I’drea d’alguns rectangles. Vegem en les grafiques segiients dos exemples
de formes d’aproximar ’area com a suma de rectangles. (Tot i que presentem només

dos exemples, hi ha altres maneres de definir els rectangles.)

En ambdés casos, com en altre, hem dividit l'interval [2,5] en 5 parts. Per a cada
part, hem construA™t un rectangle lalcaria del qual coincideix amb la imatge del
primer punt de la base en la primera grafica i amb la imatge del segon punt de la
base en el cas de la segona grafica.

D’aquesta manera, les bases de tots els rectangles sén iguals: % =0.6. Si ens fixem
en el primer rectangle verd, la seva algaria és f(2) = —%(2 -6)(2-1)(2+3) =101,
per tant, la seva area és 0.6 - 10 = 6. En canvi, si mirem el primer rectangle vermell,
lalgaria és f(2.6) = —%(2,6 -6)(2.6 -1)(2.6 +3) = 15.23 i, per tant, la seva area és
0.6-15.23=9.13

Si enlloc de 5 rectangles haguéssim dividit I'interval en més parts, obtindriem una

millor aproximacié de ’area que volem.
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—15

Aixi, en general, si volem calcular l'area d’una funci6 f(z) en un interval (a,b),
dividim aquest interval en n parts i siguin xg, x1, ..., Tn sOn els punts resultants, on
o = aixn =b. Aleshores, si construim els rectangles com en I’exemple dels rectangles

en verd, tenim
n
Az f (@) (zis1 — 27)
i=0

I, si ho fem com en l'exemple dels rectangles en vermell,

Az f(xiv1) - (Tiv1 — i)
i0

De fet, ’area que busquem és exactament igual a aquest limit:
n
A= lim > f(wi) - (wip1 - i)
(zir1-2:)—=0 ;2
és a dir, el limit quan la diferéncia entre una z; i la segiient tendeix a 0, és a dir,

quan els rectangles tenen una base tan petita com vulguem i, per tant, tenim infinits

rectangles.

Aquest limit s’escriu normalment en forma d’integral quan la funcié f(z) és positiva:
b n
[ r@de= dim S (@) (@i - w0)
a (zir1—7;)—0 i=0
on aib es denominen limits d’integracid. Aquesta expressio rep el nom d’integral

definida d’extrems a i b.

Regla de Barrow. Es pot comprovar que tant la integral definida com la indefinida
utilitzen practicament els mateixos simbols, amb la diferéncia dels limits d’integracio
que utilitza la integral definida. Aix0 no és casual, perqué la integral definida es pot
calcular a partir d’'una primitiva de la funcié. De fet, el calcul de la integral definida

es facilita a partir de la Regla de Barrow

S és el simbol de sumatori i 0

indica que s’han de sumar els
termes de dins del sumatori des de
i=0 finsai=n.
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Si f(z) és una funcié continua en [a,b] i F(z) és una primitiva

qualsevol de f(z),

[ #@ys = )~ F(a)

Fixem-nos que podem triar la primitiva que vulguem, pero la triarem habitualment
amb C = 0 perqué és més senzilla. Si en triéssim qualsevol altra, el resultat seria

exactament el mateix, ja que estarien restant la C' i es cancellaria.

Exemple. Regla de Barrow.

Calculem la integral

3.2
/ (22" + 3)dzx
1

Per a calcular aquesta integral, hem de buscar una primitiva (prendrem C' = 0)

i avaluar-la en els extrems:

3 2 312 2 70
f (22% + 3)dz = —x3+3x] :(—33+3-3)—(-13+3-1):—
1 3 1 \3 3 3

En el moment de la definici6 de la integral definida hem suposat a < b, perd també

podem considerar el cas b < a. Llavors tindrem
b a
[ f(z)dz = —f f(x)dz.
a b
Per tant, els limits d’integracié poden ser qualssevol.

Utilitzant la regla de Barrow, podem comprovar que les propietats de la integral

definida s6n molt semblants a les regles de calcul establertes per la integral indefinida.

. LbK~f(x)dx:K~/;bf(m)dx

o (U@ o= [ r@ars [ g

e Siguin a, b, c nombres arbitraris
b c b
[ f(z)dz = / f(z)dz + / f(z)dz
a a C

A partir de la definici6 de la integral definida, podem calcular I’drea sota una funcio6
(positiva) en un interval. Tot seguit aprofundirem en aquest tema, perd vegem-ne uns

primers exemples senzills.

Per una funcié F(x) escriurem 0

F(a)]}
per denotar que la funcié F(z)
s'avalua en b i en a i es resten els
resultats, o sigui que és equivalent
a F(b)-F(a).

L'origen del simbol integral és una @

S allargada, que indica que es
tracta d’'un sumatori, mentre que
I'origen del simbol diferencial, dz,
prové del fet que es tracta de
diferéncies de x (si es pren la inicial
de “diferéncia” juntament amb la z,
resulta, precisament, dz).
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Observem que, com que calculem
arees, el resultat final és en u2. on
u pot ser ser m, cm... depenent del
context.
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12.2. Aplicacions
12.2.1. Calcul d’arees

Ja hem vist que la integral definida ens permet calcular arees sota la corba definida
per f(z) si f(z) és positiva. Ara veurem els diferents casos en qué ens podem trobar.
Recordem sempre que ’area ha de ser un valor positiu (no pot ser mai negatiu, ja

que és una mesura).

Calcul area si f(z) > 0 en linterval [a,b]. Si f(x) és una funcié positiva en
linterval [a,b] ((és sempre per sobre de I'eix X), area que tanca aquesta funci6 i

leix X, dins de l'interval [a,b)], és igual a

A= fa " H(@)de

tal com es desprén de manera immediata de la definici6 d’integral definida.

Calcul d’area si f(z) <0 en Pinterval [a,b]. Si f(z) és una funcié negativa en
linterval [a,b] (és sempre per sota de l’eix X), l’area que tanca aquesta funcio i I'eix

X, dins de linterval [a,b], és igual a
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A:—[abf(x)dx

Exemple. Calcul d’area en f(z) <0 a [a,b].
Calculem Parea de la funci6 f(z) = 22° + 32% - 36z en I'interval [1, 3]:

Com que veiem que la funci6 és negativa en tot l'interval [1,3], 'area que

|

busquem és
3 zt 73 27
A:—f flz)dr=-]|2-—+3-—-36-—| =78
1 4 2 |

Veiem, doncs, que 'area és 78u’

En els dos casos an-

Calcul d’area si f(z) canvia de signe en ’interval [a,b].
teriors hem calculat ’area d’una funcio6 positiva o una funci6 negativa en tot l'interval

[a,b]. En general, per a trobar l'area que es forma entre 'eix X i qualsevol funcié

f(z), que pren valors positius i negatius entre els limits a i b, s’Than de trobar les

arrels de l’equacié f(z) = 0 que soén dins de l'interval [a,b] i separar U'interval [a,b]

en subintervals que tinguin per extrems aquestes arrels.

Aixi, si tenim, per exemple, 3 arrels x1, w2, 3 en linterval [a,b] tals x1 < z2 < z3,
I’area que busquem és

A= fazl f(z)dz fxlm f(z)dz Ljf(w)dm

Fixeu-vos que el valor absolut ens permet no haver d’estudiar si la funcio6 és per sobre

+

+

+

o per sota de l'eix X en cada un dels intervals.

Observem que si sabem que la 0

funcié en l'interval [a, b] és sempre
per sobre o sota de I'eix X perd no
sabem quin dels dos casos és,
podem calcular-ho com a
A= fb F(e)dz
a
i aixi obtindrem sempre un valor
positiu. Aixo ens serveix si la funcié
és sempre per sobre o per sota de

I'eix X.
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Exemple. Calcul d’area si f(z) és positiva i negativa en [a, b].

Calculem Parea de la funci6 f(z) = 22° + 322 - 36z en I'interval [-4, 3]:

Primer calculem les arrels de f(x) = 0 i veiem que s6n 0 i aproximadament
—5.06 1 3.56. Ens fixem que només z = 0 és dins de linterval [—4,3]. Aixi

doncs, ’area que busquem és

2

4 3 0
A =[O f@)dz+ [P f(z)da = 2-%+3-%-36-%]_4

3

n 2.£+3.w_-36~w—2]3—224+945—3185
4 3 2 |~ T .

Per tant, ’area val 318.5u°.

Calcul d’area entre dues corbes f(z) i g(z) en I’interval [a,b]. En aquest cas
podem aplicar els casos anteriors amb una sola funcié considerant la funcié diferéncia
f(z)-g(z). Exactament igual que hem fet abans, haurem de separar els casos segons
si la diferéncia és sempre positiva, sempre negativa o bé si canvia de signe dins de
l'interval [a,b] , i per tant haurem de separar l'interval [a,b] en els subintervals
corresponents. Per tant, hem de comengar buscant les arrels de f(z) — g(z) (o sigui
que hem de resoldre I'equacié f(z) — g(x) = 0) i veure si pertanyen a l'interval [a,b].
Cal adonar-se que parlem del signe de la diferéncia de les funcions, no de si les funcions

son per sobre o per sota de l'eix X.

El canvi de signe de la diferéncia de funcions es donara quan canvil la funcié de les

dues que és per sobre.
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L L

Calcul d’area entre dues corbes f(z) i g(z). En aquest cas, a diferéncia dels

anteriors, no ens limiten a l'interval, i per tant haurem d’estudiar els punts on es
tallen les dues funcions per a trobar els limits d’integraci6. Per tant, haurem de
resoldre I’equacié f(z) = g(z) i calcular I’area de cada regi6 limitada entre dos punts

de tall seguits.
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12.2.2. Calcul de volums

La interpretacié d’una integral com a suma d’infinits sumands infinitament petits ens

permet calcular arees i també volums.

Si f(z) és una funcié positiva en un interval [a,b], el calcul del volum de la figura Un cos o figura de revolucié és la
figura solida que resulta de fer
que s’obté en girar sobre l'eix X aquesta funcid, o sigui que la figura de revolucié vfha, una c:,lba p,an: (generatriu)
. . . . al voltant d'una recta (eix de
que té per generatriu la funcié f(x) es pot calcular a partir d’una integral. simet:ia; e

Volem calcular, per exemple, el volum del cos de revoluci6 que es genera en girar
una funcié positiva f(z) en un interval [a,b] sobre l'eix X, tal com mostra aquesta

grafica:
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Els plans perpendiculars a ’eix X donen lloc a seccions circulars del cos de revolucio.

En particular, el pla que passa pel punt = = b dona lloc a una secci6 circular de radi

f(@).

Per tant, ens podem mirar el cos com a format per “llesques” en forma de cilindre.

En particular, aquests cilindres tenen:

Base: 7 - [f(z)]?
Altura: dz

Volum: 7 - [f(z)]%dx

Per tant, si sumem tots aquests cilindres tindrem el volum buscat:

ve [T l@Pa=x [ )] e

Observem que ara estem calculant

volums, per tant el resultat sera en
3

u®.
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Exemple. Calcul del volum d’un cos de revoluci6.

En aquest segon cas la funci6 és f(z) = %x Si volem calcular el volum del con

generat a partir d’aquesta recta en l'interval [0,4] tenim

V=WL4[f(w)]2dx=WA4(%w)2dx: 7r~f—2:|4:?7r

Per tant, el volum del con proposat és 13—67r u.

A partir d’aquest segon exemple podem generalitzar el calcul del volum d’un con

d’altura h i radi de la base r. La generatriu f(x) ha de complir

f0)=0 f(h)=r
i, per tant, la funcio lineal generatriu sera f(z) = % Per a trobar-ne el volum, s’ha

d’integrar entre 0 a h:

2 3 2

h h 9 h 3
2 re Tr oz wr® h 1 o
ver [lu@ = [7(7) d’”:hz'g]ozhz's: 3

Finalment, ens podem trobar en el cas d’haver de calcular el volum d’una figura de
revoluci6 generada per 'area tancada per dues funcions, f(z) i g(z), en linterval
[a,b] on f(z), g(z) > 0. En aquest cas, n’hi ha prou de calcular el volum de la figura
de revoluci6 generada per f(z) i restar-li el volum de la figura de revoluci6é generada
per g(z). Afegim el valor absolut perqué no sabem a priori quina de les dues funcions

és per sobre. Aleshores,

ver| [T [onia x| [T [0 - (0@ dr
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Resum

Integracié de funcions '
Integral indefinida '
La integracié és I'operacié oposada a la derivacio:

’ si f(z) és la derivada de F'(x), llavors F(z) és una primitiva de f(z). ‘

Podem afirmar que tota funcié de la forma F(z) + C (on C és un nombre) també
és una primitiva de f(z). El conjunt de totes les primitives d’una funcié f(z) es

denomina integral indefinida o, simplement, integral de la funcié f(x).

Per a expressar la integracié d’una funcié, s’utilitza el simbol d’integral [

anteposat a la funcié integrand, i a continuacio el simbol dz, denominat diferencial
de z, que ens indica respecte de quina variable integrem. Per tant, 'expressi6 de la

integral indefinida d’una funcié f(z) és

[ f(z)dz

Taula integrals immediates ‘

Taula d’integrals immediates

f(z) f f(z)dz Exemples
k constant k-x+C f3da:z3x+6’
n+l 4
" sin# -1 * _+c /xgdm:x—+c
n+1 5 4
[ Vadz=<(va)'+c
1
- Inx+C
x
. a® - 3*
a” —+C \/‘3"Ld$:7+c
In(a) In(3)
/ etdr=e" +C
cos(x) sin(z) + C
sin(z) —cos(z) +C
! in(x) + C
—_— arcsin(x
V1-22
-1
—_ arccos(z) + C
V1-22
1
T2 arctan(z) + C
x
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Regles de calcul. ‘ El calcul de la primitiva d’una funcié qualsevol no és tan senzill

com el de la derivada, ja que les iniques regles immediates que es poden aplicar sén:

e La integral de la suma (o resta) de funcions és igual a la suma (o resta) de les

integrals de les funcions.

[ U@ 9@ o= [ f@drs [ g

e La integral del producte d’'un nombre per una funci6é és igual al producte del

nombre per la integral de la funcié.

fk.f(m)dm:hff(x)dx

e Sig(x)= f f(z)dz, aleshores g'(z) = f(x).

e Laregla dela cadena ((fog) = (f og)-g’) ens permet escriure

[ #a@)g' @)dz = 1(g(2)) +C

A partir de I'altima regla podem generalitzar la taula d’integrals immediates anterior

a les integrals, que s’anomenen sovint integrals quasiimmediates.

Integrals quasiimmediates

Exemples

Integral
n+l
[ U@ - Y o0

[sin()]”

+C
5

f[sin(x)]4 -cos(x)dx =

f'(=)
f(@)

dz =In|f(z)|+C

2x -3
/xidlen|m2—3x+12\+0
22 -3x+13

/ SO (2)de =’ 1 O

2130 224+30—
/€4z +3x 2~(8x+3)dz:e4"‘ +B1-2 |

W@
In(a)

+C

[ af @ f(x)dx =

dn? 4309 gia?+3-2
[5 TS (8¢ + 3)de = ———— + C
In(5)

f F(@) -sin(f(z))dz = —cos(f(x)) + C

f cos(z) sin(sin(z))dz = — cos(sin(z)) + C

f F(2) - cos(f(z))de = sin(f(z)) + C

f 6 - cos(6x — 2)dx = sin(6z - 2) + C

/() _
f Wdz = arctan(f(z)) + C

1

/ mdx = arctan(In(z)) + C

dz = arcsin(f(z)) + C

f f'(2)
1-(f(x))?

dx = arcsin(e”) + C

| ey

’ Meétode de substitucio. ‘ Meétode per a transformar una integral en una integral im-

mediata o quasiimmediata mitjancant un canvi de variable. Els passos a seguir sén:

1) Substituim z per u(t) i de per u'(t)dt:
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[ f@ae 8L [ o 0
2) Resolem la nova integral:
f Flu(®))d (¢)dt = G(t) + C
3) Aillem la variable ¢ de la igualtat « = u(t) i obtenim ¢ = u™" ().
4) Desfem el canvi i obtenim

[ f(z)dz = G(u_l(x)) +C

Meétode d’integracié per parts. ‘ Meétode per a transformar una integral en una inte-

gral immediata o quasiimmediata a partir de la regla de la derivacié del producte.
(f(2)-9(2)) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(z)

Si integrem a les dues bandes i ho reescrivim, obtenim

[ 1@ @)]do = ($2)-9)) = [ [£'(@)-g(2)]do

Integral definida '

La integral definida neix de la necessitat de calcular ’area tancada per una funci6 i

leix X en un cert interval. Aquesta area es pot aproximar sumant certs rectangles la
base dels quals sigui constant i l'altura el valor de la funcié en certs punts escollits
convenientment. El limit d’aquest calcul quan la base d’aquests rectangles tendeix a
0 és igual a la integral definida d’aquesta funcié en aquest interval, és a dir, ’area

que busquem.

El calcul de la integral definida es facilita a partir de la Regla de Barrow:

Si f(z) és una funcié continua en [a,b] i F(x) és una primitiva

qualsevol de f(z),

[ #@rs = ) - F(a)

Calcul d’arees

1) Calcul d’area entre f(z) i I’eix X si f(z) >0 en linterval [a,b].

A= fabf(:r)dx

2) Calcul d’area f(z) i I’eix X si f(z) <0 en l’interval [a,b].

A:—/(;bf(x)dm

De fet, podem unir els dos casos anteriors afegint un valor absolut:

b
f(z)dz
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3) Calcul d’area f(x) i’eix X si f(z) canvia de signe en P’interval [a, b]. Aixi,

si tenim, per exemple, 3 arrels x1, z2, x3 en 'interval [a,b] tals que z1 < z2 < T3,
I’area que busquem és

Lwl f(z)dz + ‘/mjf(a:)d;r

4) Calcul d’area entre dues corbes f(z) i g(z) en linterval [a,b]. Podem

A= +

[IQ f(z)dz

Z1

+ U“ F(2)de

T2

aplicar els casos anteriors amb una sola funci6 considerant la funcié diferéncia
f(z) — g(z). Igual que hem fet abans, haurem de separar els casos segons si la
diferéncia és sempre positiva, sempre negativa o bé si canvia de signe dins de
linterval [a,b], i en aquest cas haurem de separar I'interval [a, b] en subintervals

d’extrems els punts on la diferéncia de les funcions canvia de signe.

5) Calcul area entre dues corbes f(z) i g(z). En aquest cas, a diferéncia dels
anteriors, no ens limita l'interval, i per tant haurem d’estudiar els punts on es
tallen les dues funcions per a trobar els limits d’integracié. Per tant, haurem de
resoldre I’equacié f(x) = g(z) i calcular I’area de cada regi6 limitada entre dos

punts de tall seguits.

Calcul volums. | Si f(z) és una funci6é positiva en un interval [a,b], el calcul del
volum de la figura que s’obté en girar sobre l'eix X aquesta funcio, o sigui que la
figura de revolucié que té per generatriu la funcié f(z) es pot calcular a partir d'una

integral.

En conseqiiéncia, calcular el volum d’una figura de revolucié generada per l’area
tancada per dues funcions, f(x) i g(x), en l'interval [a, b], de manera que f(x), g(z) >

0.

ver| [T [Tt =x| [7 [0 - (@) a
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Exercicis resolts

1. Calculeu les integrals segiients:

(@) f coszx(zQ)dx
(b) /sin3(:v)cos2(:v)dx
(c) foGBId;r

Solucions

(a) Comencem fent un canvi de variable u = 2 i, per tant, du = 2zdx. Aixi, la nostra integral

ens queda
1
———du
f 2 cos? (u)

Ara només ens cal recordar que la funci6 que hem d’integrar és justament la derivada
de tan(u), i per tant ja sabem que el resultat de la integral és tan(u) + C, Si desfem el
canvi, tenim que el resultat de la integral és
tan(z?)
2
(b) Abans de comencar a resoldre la integral, utilitzem sin?(z) = 1 - cos?(z), per tant
I’integral ens queda

+C

f sin(z) cos?(z) (1 - cos?(z) )dx

Ara utilitzem el métode de substitucié prenent u = cos(z) i, per tant, du = —sin(x)dz.
Aixi, obtenim
3

5
fuz(u271)du: /-(u47u2)du: % - %+C
Si ara desfem el canvi, obtenim
cos®(z) cos(x) .
5 3

(¢) Per a resoldre aquesta integral, haurem d’aplicar la integracié per parts dues vegades.
Prenem u = z2 i, per tant, du = 2zdz i dv = e3®dz i v = S e3%dr = %e3z. Aixi, tenim

1 2
f 223 dy = a2 - 2 / ze?dx
3 3

Tornem a integrar per parts prenent u = i, per tant, du = dz i dv = e3%dz iv = f ey =
ée?’z. Aixi, tenim

c

1 1 1 1
/ ze3%dx = —ze3® - = f e3%dx = —ze® - 23 + C
3 3 3 9

Si ara unim els dos resultats, tenim que la integral que busquem és

1 2 2 1 2 2

—2?e37 - ZgedT 4 3T L 0= 637 [712 -—z+ —:I +C

3 9 27 3 9 27
2. Calculeu larea entre l'eix X i la funcié f(x) = —42° + 323 - 322 + 4z + 3 en interval
[-1,1].
Solucid

En primer lloc, sempre que puguem és bo fer la grafica de la funcié amb qué treballem i I’area
que volem calcular. En aquest cas tenim la grafica segiient:
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Veiem que tenim una arrel de f(z) = 0 dins de linterval [-1,1] i que tenim trossos de la
funci6 per sobre i per sota de l’eix X. Per tant, comencem buscant les arrels de f(z) =0 i
tenim que sén x = -0.5 (dins de interval) i aproximadament z = -1.264 i z = 1.1557 (fora
de Dinterval). Per tant, per a calcular 1’Area que volem, haurem de dividir I'interval en dos
subintervals: [-1,-0.5] i [-0.5,1]. I llavors l’area que busquem sera

-0.5 5 3 9 1 5 3 2
A = ‘fl [-4z° + 3z° - 3z +4:c+3]dx‘+‘fo [-42° + 3z° - 3z +4:c+3]dx‘
_ -0.5
226 34 -0.5 226 34 1
= —i+i—m3+212+3:p + —i+i—x3+2m2+3m
3 4 ~1 3 4 -0.5
el
59 . 315 187
To64 64 32
Per tant, ’area és %uQ.

3. Calculeu el volum de la figura de revolucié obtinguda en fer girar sobre 1’eix
X una circumferéncia de radi 2 d’equacié

:D2+y2:4

Solucioé

En primer lloc hem d’aillar la y de ’expressi6 de la circumferéncia. Fixeu-vos que, de fet, n’hi
ha prou d’aillar 2, ja que la integral que ens permet calcular el volum ens demana f(z)2.
Per tant, obtenim

y? =422

I podem calcular el volum a partir d’una integral

vV = ﬂ/_j(f(z))de:ﬂ[§(4—x2)dx:ﬂ(41—%3)]:

=7r(4~2—£—(4-(—2)— (_2)3))=32—ﬂ—u3
3 3 3

Per tant, el volum sera %ug’.

4. Calculeu ’drea tancada entre les grafiques de y=22-2z+11iy=x2+5.

Solucioé
En primer lloc, hem de calcular els punts en qué es tallen ambdues funcions per a trobar els
limits d’integracio:

$2—2x+1:;t+5<:>x2—3$—4:0<:>:v=4, z=-1

Els punts en qué es tallen ambdues funcions sén, per tant, (-1,4), (4,9). A més, la recta
sempre és major que la parabola en aquest interval. Per tant, I’area sera igual a la integral
definida de la recta entre ambdos punts menys la integral de la parabola entre ambdés punts:
4 5 4@, 23 322 4 125
[1x+5—(a: -2z+1)dz = ]:1 -z +3ac+4da:=—?+7+4a:]71 =%

Per tant, I’area és %5u2.
5. Trobeu l’equacié de la recta que passa per l’origen i delimita amb la grafica
de f(x) =23 dins del primer quadrant generant una area de 4u2.

Solucio
Com que busquem una recta que passa per l'origen aquesta de la de la forma y = ma.
La primera cosa que hem de calcular sén els limits d’integracid, que seran els punts de tall
entre f(x) =23 i la recta y = mx

mr=z3oz(m-12)=0=c=0 z=+/m
Per tant, necessitem que m > 0, i com que sabem que som en el primer quadrant, prenem
només la soluci6 = = \/m i aixi sabem

2 41Vm 2 2 2
2 4]

m
4:fv (ma - 2%)da = | m e = T m?_m’ _m
0 0 2 4
2

Per tant, 4 = e i llavors m = x4, perd descartem la solucié negativa i, per tant, tenim

y = 4x.

6. Calculeu ’area delimitada per la grafica de f(z) = \/z i I’eix X en Dinterval
[0,4].
Solucio
En aquest cas, la funci6 \/x és sempre positiva per tant, I’drea que busquem és
4 2 4 2 — 16
f Vzdr = 7\/x3:| =-V43 = —.
0 3 o 3 3

Per tant, I’area és %uQ.
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Exercicis per a practicar amb les solucions

7. Calculeu les integrals segilients:

@ [ (30" -2 4 do- ) do
) [o(@?+1)

(©) f x2x+1d$

@ [ Var—6ds

() [ 37 da

() / h%“dz

(&) [ sin(x) - cos(x)de

8. Utilitzeu el métode d’integraci6é per parts per a calcular les integrals segiients:

(a) /216_‘"”5196
(b) f(m+1)cos(2m)dx
(c) lena:da:

(d) f 22e®dx

9. Calculeu l’area que es forma entre les grafiques de les funcions f(z) = /7 i

g(z) =22 entre =01z =1.

10. Calculeu I’area de la regié delimitada per les paraboles y =22, y =2-22 i la

recta y = 4.

11. Trobeu el volum de la copa que engendra la regié compresa entre la grafica

f(z) =/x-11il’eix X en linterval [0,4].

Solucions
34 23 2
7. (a) -z - -z +22° -4z +c
4 3
(22 +1)"
8
1 2
5111(:1; +1)+C
2z - 6)3
7v<$3> ‘O
(e) —2-6_2“1+C
2
(Inz) .
2
(sinz)?
2
8. (a) —2ze™ -2 +C
cos(2x)

+C

C

+C

+C

! ) sin(2z) +

2?lnz  z?

(c) 5 _I+C

(d) ez(ac2—2ac+2)+6’

1

9. —u?
3

10. 8u?

4
11. —7mu
3
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