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9.1. La funcié exponencial

9.1.1. Definicié i exemple

La funcié exponencial de base a es defineix a partir de les poténcies de nombres.
En general, si a és un nombre positiu, la funcié exponencial de base a es defineix com

x
aa .

Exemple. Funci6 exponencial de base 3.
g(z) =3"
Aleshores,
9(0) =3 =1, 9(1) = 3" =3, 9(2) =3 = 9, o(-1) = 37 = 2, (5 ) - 3% -

Una de les funcions exponencials essencials és la que té com a base el nombre irracional
e, els primers decimals del qual s6n 2.71828182845904523 ... En aquest cas, la funcié
s’anomena simplement exponencial, sense especificar-ne la base, i s’escriu exp (z) o

simplement e”.

9.1.2. Grafica

Podem deduir la forma general de la grafica de qualsevol funcié exponencial a partir

d’un exemple concret.

Qué és una funcié exponencial? 9

Una funcié exponencial es defineix
a partir de les poténcies dels
nombres. La seva expressié és de la
forma a® , amb a > 0.

Dom(a®) =R ilm (a®) =R*. Sén
funcions sempre creixents per a

a > 1, decreixents per a a < 1. No
tenen ni maxims ni minims.
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En representar la grafica d’una taula d’una funcié exponencial, per exemple, g(z) = 3*

en el domini [-3,2], s’obté una grafica de punts amb aquest aspecte:

°
c0 oo ©°
-3 =25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

De la representacio anterior, no és complicat deduir que la grafica de la funci6é expo-

nencial de base 3 en el domini [-3,2] esdevé la segiient:

A partir de la grafica s’observa com qualsevol valor de la funcié és sempre positiu, que
indica que la funci6 sempre és positiva. A més, s’observa que la grafica passa pel punt
(0,1). Aquestes sén dues propietats de totes les funcions exponencials. La primera
perqué, sigui quin sigui ’exponent, la poténcia de base positiva sempre és positiva. La
segona perqué qualsevol nombre elevat a 0 és sempre 1. Aixi, en particular, la grafica

d’una funcié exponencial sempre queda per sobre de I'eix X.

9.1.3. Propietats

D’acord amb els fets observats anteriorment, es compleixen certes propietats per a

totes les funcions exponencials. Si escrivim y = a”, amb a > 0 aquestes propietats som:
e El domini de qualsevol funcié exponencial son tots els reals: R = (—oco, +00).

e La imatge de qualsevol funci6 exponencial de base a # 1 és R* = (0, +o0).

e La grafica d’una funci6 exponencial sempre passa pel punt (0,1).

e Sila base a és més gran que 1 (a>1):
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o Si x1 < x9, a” < a”?, és a dir, la funcié creix en augmentar la variable. En
definitiva, la funci6 és creixent. A més, el creixement és més gran com més gran

és la base.

o Com meés petit és el valor de la variable z, més s’acosta a 0 el valor de la imatge

y, tot i que no s’arriba a assolir mai aquest valor.

e Sila base a és menor que 1 (a <1):

o Si w1 < 2, a®' > a”?, és a dir, la funcié decreix en augmentar la variable. En
definitiva, la funci6 és decreixent. A més, el decreixement és més gran com més

petita és la base.

o Com més gran és el valor de la variable z, més s’acosta a 0 el valor de la imatge
y, tot i que no arriba a assolir a mai aquest valor.
e Silabase és 1 (a=1): la funci6 és constant, ja que 1* =1-...-1=1.

——
x

Aquestes propietats s’observen en les grafiques de qualsevol funci6é exponencial.

Identifiquem-les en les segiients:

La imatge de I’esquerra mostra les grafiques de 4*, 3%, 2% i (%)w Observem que, per
ser la base major que 1, son funcions creixents, amb un creixement més gran com més
gran és la base. A més, notem que, com més a I’esquerra de = = —1, per exemple, el
valor de les funcions s’aproxima molt rapidament a 0, pero sense assolir aquest valor.
La imatge de la dreta mostra les grafiques de (%)m, (%)w, (%)I i (%)I Observem
que, per ser la base menor que 1, son funcions decreixents, amb un decreixement més
gran com més petita és la base. A més, notem que, com més a la dreta de = = -1, per
exemple, el valor de les funcions s’aproxima molt rapidament a 0, perd sense assolir
aquest valor.
3

Finalment, observem com les grafiques de 4°, 3%, 27 i (§)m i les grafiques de (i)x,

(%)I, (%)z i (%)x son simeétriques respecte de l'eix Y. Aquest fet és degut a
() -
) -4
a

La funci6 exponencial és una de les funcions més importants per les seves aplicacions,
ja que és capag de descriure una gran varietat de fenomens, especialment els de
creixement. Pe aix0 és habitual que aquestes funcions també es denominin funcions
de creizement. En particular, s’apliquen a fets tan importants com el creixement d’una
poblacié de bacteris en un laboratori, el creixement demografic del nombre d’animals,

la manera com decreix la matéria radioactiva (creixement negatiu), la ra¢ amb la
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qual un obrer aprén un cert procés, o la velocitat amb qué una malaltia contagiosa
es dissemina amb el temps. Les funcions exponencials també sén ttils per a calcular
Iinterés obtingut en un compte bancari, ja que descriuen 'augment monetari a un

interés compost.

9.2. El logaritme
9.2.1. Definicié

El logaritme de base a, amb a > 0, d'un nombre real positiu z, es calcula de la
manera segiient:

log, x = log,(z) =y si x =a"
Per exemple, el logaritme de base 2 de 8 és igual a 3 perqué 23 = 8. Aleshores, podem
escriure

logy 8 =logy(8) = 3, perqué 2° =8

En general, doncs, s’escriu log,, per indicar precisament aquesta operacié: el logaritme

de base a.

Exemple. Logaritmes de bases
e Logaritme de base 3 de 81: log;(81) = 4 perque 3* = 81.
e Logaritme de base 5 de 25: logs(25) = 2 perqué 5% = 25.

e Logaritme de base 7 de 49: log,(49) = 2 perqué 72 = 49.

9.2.2. Propietats

Les propietats del logaritme deriven de les propietats de les poténcies, atesa la relacié
que hi ha entre les dues operacions. Aixi, per a un logaritme de base a, log,, es

compleixen les propietats segilients sigui quin sigui el valor de a > 0:
1) log,(a) =11ilog,(1)=0

2) El logaritme del producte és igual a la suma de logaritmes:

log, (x - y) =log, (z) +log,(y) per a z,y >0
ja que

aloga (z-y) _ _ aloga (z) aloga (y) _ aloga(w)ﬂoga(y)

Ty
3) El logaritme d’una poténcia és igual al producte de 'exponent pel logaritme de
la base:
log,, (xy) =y-log,(x) per a x >0

ja que
y .
o8 (@) _ Ly _ (aloga,(a:)) = gVloga ()

4) El logaritme d’un quocient és el logaritme del numerador menys el logaritme del

denominador:

L'origen del concepte de logaritme @

esta en un problema de matematica
aplicada: la necessitat de simplificar
la tasca dels calculadors,
excessivament complicada quan es
tractava de fer multiplicacions,
divisions i, fins i tot, poténcies o
extraccions d'arrels en problemes
relacionats inicialment amb
I’agrimensura i |'astronomia,
especialment quan s’havia d'aplicar
a la navegacié. Arquimedes ja tenia
una idea fonamental que generaria
els logaritmes. No va ser, pero, fins
a John Napier (s. XV) que
s'aprofitaria la idea llanA§ada per
Arquimedes. Els logaritmes van ser
de gran ajuda per al naixement de
la fisica matematica al final del
segle XV.




© FUOC e PID 00273975 246

Iniciacié a les matematiques per a ’enginyeria

tog, ( £) = 1oga () ~ 08, (4) per a 2,y > 0
Y
ja que

log, (5) = log, (z-y") = log,(x) +log, (v ) = log,(x) ~ log, ()

5) Es possible relacionar dos logaritmes de bases diferents, a i b, amb aquesta formula:

log, (z)

logy, (x) = oz, () peraz >0
a

ja que si denominem y = log, () i z = logy(z), aleshores = = a¥ = b*.
A més, com que b = a'°8?) podem escriure z = a¥ = b* = (alog“(b))z = q*1°8a(b)
Per tant,

logy () =y = 2 -1og,(b) = logy (¥) - log, (b)

d’on es dedueix la propietat enunciada.

9.3. La funci6 logaritmica
9.3.1. Definicié i exemples

La funci6 logaritmica de base a, amb a > 0ia # 1, és la funcié inversa de la funcié
exponencial de base a. Es a dir,
y=log,(z) si z=a

Com que la funcié es defineix a partir de les propietats del logaritme, també se

Y

I’anomena directament funcié logaritme.
Hi ha dos casos particulars en la notacié d’aquesta funcio:

e (Quan la base és el nombre irracional e, es parla de logaritme neperia i s’escriu In.

Es a dir, s’entén In = log, .

e (Quan la base és el nombre 10, es parla simplement de logaritme, sense especificar

la base, i es sol escriure simplement log. Es a dir, s’entén log = logy-

9.3.2. Grafica
Podem deduir la forma general de la grafica de qualsevol funcié logaritmica a partir

d’un exemple concret.

En representar graficament una taula d’una funcié logaritme, per exemple, la de base

2 en el domini (0, 8], s’obté una grafica de punts com aquesta:

3 P (&)
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2 (6] °
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1 @
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Qué és una funcié logaritmica? 9

Una funcié logaritmica de base a és
la funcié inversa d'una funcié
exponencial de base a. La seva
expressi6 és de la forma log, (z) ,
on a > 0. Dom (log,(z)) =R*% i
Im(log, (x)) = R. Sén funcions
sempre creixents pera a > 1 i
decreixents per a a < 1. No tenen ni
maxims ni minims.

John Napier (i d'aqui el qualificatiu@

neperiad) va néixer el 1550. Al 1614
va publicar el Mirifici
logarithmorum canonis descriptio,
on relaciona una progressié
geométrica amb una progressié
aritmética. La primera és la
progressié de les distancies
recorregudes amb velocitats
proporcionals a elles mateixes, i la
segona, la progressié de les
distancies recorregudes amb
velocitat constant, on aquestes
distancies s'on els “logaritmes” de
les primeres. L'obra comprén una
taula de logaritmes de sinus, amb
els angles que varien de minut en
minut. El 1619 va aparéixer una
segona obra, Mirifici logarithmorum
canonis constructio, on |'autor
explica com calcular els logaritmes.
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A partir d’aquesta grafica es pot deduir la grafica de la funcié. Aixi, en aquest cas, la

grafica de la funci6 logaritme de base 2 en el domini (0, 8] resulta

En la grafica s’observa que la funci6 es defineix tinicament per a valors positius, perd
la seva imatge abraca tots els valors reals. A més, observem que la grafica de la funcio
passa pel punt (1,0). Aixo passa en totes les funcions logaritmiques degut al fet que
el logaritme es defineix a partir de les poténcies dels nombres. En particular, notem

que la grafica d’una funci6 logaritmica sempre queda a la dreta de l'eix Y.

9.3.3. Propietats

D’acord amb els fets observats anteriorment, es compleixen certes propietats per a les
funcions logaritmiques. Si escrivim y = log, (z), amb a > 0 i a # 1, aquestes propietats

son:

e El domini de qualsevol funcié logaritmica de base a és igual a R* = (0, +o0), ja

que correspon a la imatge de la funcié exponencial de base a.

e La imatge de qualsevol funci6 logaritmica de base a és igual a tots els nombres

reals: R = (—o0,+00), ja que és el domini de la funcié exponencial de base a.
e La grafica de qualsevol funci6 logaritmica sempre passa pel punt (1,0).
e Sila base a és més gran que 1 (a>1):

o Si x1 < z2, llavors log, (z1) < log, (z2), és a dir, la funcié creix en augmentar
la variable. En definitiva, la funcié és creixent. A més, no hi ha limit per al
creixement de la funcié: quan el valor de variable z augmenta, la imatge y

també augmenta. Aquest creixement és més gran com més petita és la base.

o Com més a prop de 0 és la variable z, el valor de la imatge y és menor; per aixo

es diu que la funci6 log,(z) tendeix a —oo quan la z tendeix a 0.
e Sila base a és menor que 1 (a <1):

o Siz1 < x2, llavors log, (z1) > log, (x2), és a dir, la funcié decreix en augmentar
la variable. En definitiva, la funci6é és decreixent. A més, no hi ha limit per al
decreixement de la funcié. Aquest decreixement és més gran com més gran és

la base.

o Com més prop de 0 esta la variable z, major és el valor de la imatge y; per aix0

es diu que la funci6 log,(z) tendeix a +o0 quan la z tendeix a 0.
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Aquestes propietats s’observen en les grafiques de qualsevol funci6 logaritmica.

Identifiquem-les en les grafiques segiients:

log,(x)

In(x)

logyo(x)

logy ()

1 o d 2 3 4 5 6 7

log,(z)

o o logy(2)

La imatge de I'esquerra mostra les grafiques de les funcions log,(z), In(x), log(x),
logog (7). Recordem que In(z) és el logaritme neperia (de base e), i log(x) (sense
indicar la base) fa referéncia al logaritme de base 10. Observem que, soén funcions
creixents perqué la base és major que 1, amb un creixement més gran com més petita
és la base. A més, notem que com més a ’esquerra de, x = 1, per exemple, el valor de
les funcions decreix molt rapidament, sense limit concret.

La imatge de la dreta mostra les grafiques de les funcions logaritmiques de bases
1
10
decreixents perqué la base és menor que 1, amb un decreixement més gran com més

inverses a les anteriors, és a dir, de bases %, %, i %. Observem que so6n funcions
gran és la base. A més, notem que, com més a l'esquerra de, x = 1, per exemple, el
valor de les funcions creix rapidament, sense limit concret.
Finalment, observem que les grafiques log, (z) i logi (x) sén simeétriques respecte de
Peix X. Aix0 és aixi perqué

log () = ~log, (2)
Les funcions logaritmiques sén importants per a estudiar fenomens fisics, per exemple,

la descomposici6 radioactiva.

9.4. Relacio entre les grafiques exponencial i logaritmica

Hi ha una relaci6 estreta entre les grafiques d’una funcié exponencial i d'una funcié
logaritmica de la mateixa base, atesa la definici6 del logaritme a partir de les poténcies

de nombres. Les deduim a partir d’algun exemple concret.

Considerem, per exemple, les grafiques de la funcié logaritme neperia, In(z), i de la
funcié exponencial, ¢”, i comparem-les. Recordem que la grafica de qualsevol funcié
s’interpreta d’esquerra a dreta i s’ha d’analitzar amb precaucidé perqué sempre és

aproximada i és possible no interpretar-la correctament.
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. 4] In(z)

En representar les dues grafiques corresponents a In(z) i ¥ conjuntament, en el
domini [—4,4], per exemple, observem que ambdues funcions son simétriques respecte
de la recta y = z. Es a dir, que si es doblega el paper amb les dues funcions per la

recta y = x, ambdues corbes coincideixen després del plegat.

Aquest fet també passa si les funcions tenen la base menor que 1. Per exemple, les

funcions exponencial i logaritmica de base 3: (%)z ilogi(z) en el domini [—4,4]:
3

Tal com hem anticipat, es pot observar que les funcions sén també simétriques res-

pecte de la recta y = x.

Aquest fet no és solament aplicable a aquestes funcions. De manera general, es té que
si dues funcions qualssevol son inverses una de l'altra, les seves grafiques compleixen
aquesta propietat: son simétriques respecte de la recta y = x. Aix0 és facil d’explicar,
ja que la inversa d’una funci6 intercanvia els papers de la z i la y. Per tant, la funcio
inversa ha de tenir la mateixa forma que la funcié original, tret que els eixos X 1Y

s’han d’intercanviar.

9.5. Equacions exponencial i logaritmica

Equaci6é exponencial. Es una equacié amb funcions exponencials.

Resoldre aquest tipus d’equacions no és facil en general, i no hi ha cap féormula de
resoluci6 general. El que convé en aquests casos és agrupar al maxim i convenientment
les poténcies que aixi ho permetin per a intentar substituir 'equacié exponencial
per una equacié lineal o quadratica. Per aixo és fonamental identificar i aplicar les

propietats de les poténcies. A continuaci6 hi ha alguns exemples d’aixo.

Un primer exemple d’equaci6é exponencial de resolucié senzilla a causa de la igualtat

entre les bases podria ser aquest:

Qué és una equacié exponencial? 9

Es una equacié6 amb funcions
exponencials. Per a resoldre una
equacié exponencial, convé agrupar
al maxim les poténcies per a poder
substituir I'equacié exponencial per
una equacié lineal o quadratica. De
la mateixa manera, es poden
resoldre sistemes d’equacions
exponencials.
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Aixi mateix, la resolucié d’equacions exponencials pot ser més complexa, com és per

exemple la segiient:

Aixd es pot complicar més. Es el cas d’una equacié com aquesta:
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De la mateixa manera, també es poden resoldre sistemes d’equacions exponencials
convertint-los en sistemes d’equacions lineals en manipular convenientment les po-

téncies. Aquest n’és un exemple:

Exemple. Resolucié de sistema d’equacions exponencials.
5% = 5Y.625
2% . 2Y = 256
Reescrivim la primera equacié de manera convenient:
5°=5Y .5 = 5°7¥ = 5
Reescrivim també la segona equacié de manera convenient:
2%.9Y =28 = 97V = 98
El sistema original queda reduit a un sistema d’equacions lineals:
r—y=4
T+y=38
En resoldre aquest sistema, per exemple, per reduccié, s’obtenim la solucié
(z,y) = (6,2)

Finalment, comprovem que la soluci6é obtinguda satisfa el sistema original.

Equaci6 logaritmica. Es una equaci6é on apareixen funcions logaritmiques.

Resoldre aquest tipus d’equacions no és en general facil, i no hi ha cap formula gene-
ral de resolucié. El que convé en aquests casos és agrupar al maxim i convenientment
els logaritmes que ho permetin per a intentar substituir I’equacié logaritmica per
una equacio6 lineal o quadratica. Per a aix0, és fonamental identificar i aplicar les

propietats dels logaritmes. Vegem-ho amb la resolucié d’alguns exemples.

Un exemple a resoldre podria ser 'equacié segiient:

Qué és una equacié logaritmica? 9

Es una equacié6 amb funcions
logaritmiques. Per a resoldre una
equacié logaritmica, convé agrupar
al maxim els logaritmes per a poder
substituir I'equacié logaritmica per
una equacié lineal o quadratica. De
la mateixa manera, es poden
resoldre sistemes d’equacions
logaritmiques.
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També es poden resoldre sistemes d’equacions logaritmiques procedint de manera
similar, és a dir, intentant sempre agrupar els logaritmes que ho permetin per a
convertir les equacions inicials en equacions lineals o quadratiques. Un exemple a
resoldre de sistema d’equacions logaritmiques podria ser el segiient:ple a resoldre de

sistema d’equacions logaritmiques, podria ser el segiient:
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Resum

Funcions exponencials i logaritmiques '

’ Funcions exponencials ‘

Definicié. Una funcié exponencial de base a > 0 és la que es defineix a partir de les

poténcies dels nombres.

Expressié. y = a”, amb a > 0.

Una de les funcions exponencials més importants és la de base e = 2.71828182845904523.
La seva expressio és y = e”.

Propietats.

e Domini: R = (—0c0,+00)

Imatge: R = (0, +00)
e No tenen ni maxims ni minims.

e Passen pel punt (0,1).

Grafiques.
a>1 a<l
Funcié creixent Funcié decreixent
Quan z tendeix a —oo, la funci6 tendeix a 0. Quan z tendeix a —oo, la funcié tendeix a +oo.

Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a +oo. | Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a 0.

1 x
Les grafiques de a”® i (7) , per a a > 0 qualsevol, sén simétriques respecte de 1’eix Y.
a

Definicié. El logaritme de base a, amb a > 0, d’'un nombre real x és

log,(z) =y siz=a"

Propietats.

1) log,(a) =11log,(1) =0.
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2) El logaritme del producte és igual a la suma de logaritmes:

log, (z-y) =log,(z) +log,(y)

3) El logaritme d’una poténcia és igual al producte de 'exponent pel logaritme de

la base:
loga (:Ey) =y IOga('x)

4) El logaritme d’un quocient és el logaritme del numerador menys el logaritme del

denominador:
T
oz, () = 084 (2) ~ loza ()

5) Es possible relacionar dos logaritmes de diferents bases, a i b, amb aquesta formula:
log,, ()

logy (1) = 1o

’ Funcions logaritmiques

Definicié. La funci6 logaritmica de base a, amb a > 01i a # 1, és la funci6 inversa de

la funcié exponencial de base a.

Expressié. y = log, () si x = a.

Una de les funcions logaritmiques més importants és la de base e = 2.71828182845904523.
La seva expressio6 és y = In(z).

Quan la base de la funci6 logaritme és el nombre 10, s’expressa simplement y = log(z).
Propietats

e Domini: R* = (0, +00)

e Imatge: R = (—o0,+00)

e No tenen ni maxims ni minims.

e Passen pel punt (1,0).

Grafiques
a>1 a<l
Funci6 creixent Funci6 decreixent
Quan z tendeix a 0, la funcié tendeix a —oo. Quan z tendeix a 0, la funcié tendeix a +oo.
Quan z tendeix a +oo, la funcié tendeix a +oo. | Quan x tendeix a +oo, la funcié tendeix a —oo.

log,()

In(z)

logo(z)

log ()

Les grafiques de log, ilog1, per a a >0 qualsevol, sén simétriques respecte de ’eix X.
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Grafiques de les funcions exponencials i logaritmiques ‘
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'
Les grafiques de les funcions exponencials i logaritmiques de la mateixa base son
simeétriques respecte de la recta y = x.

Equacions exponencials i logaritmiques

Equacié exponencial. Es una equacié que inclou funcions exponencials. Per a re-
soldre una equacié exponencial, s’han d’agrupar al maxim i de manera convenient
les poténcies per tal de substituir ’equacié exponencial per una equacié lineal o

quadratica.

De la mateixa manera, es poden resoldre sistemes d’equacions exponencials convertint-

los en sistemes d’equacions lineals. Aix0 es fa manipulant convenientment les potén-

cies.
Ezemple d’equacio Ezemple de sistema
7"+ 7m+1 + 7z+2 =2793 5% = 5Y . 625
74777 472 . 7% = 2793 2%-2Y =256
2 5% = 5Y.625 = 5% = 5Y . 5% = 527V = 5%
7" (1+7+7%)=2793
2% .2Y = 256 = 27 . 2¥ = 28 = 9%tV = 98
7% .57 = 2793 per tant, es tracta de resoldre
71.:2793:49 z-y=4
57
r+y=8
7% =72 d’on resulten
d’on resulta r=61y=2
=2 que també verifiquen el sistema original.
que també verifica ’equaci6 original.

Equacié logaritmica. Es una equaci6 amb funcions logaritmiques. Per a resoldre
una equacié logaritmica, s’han d’agrupar al maxim i de manera convenient els loga-

ritmes per tal de substituir I’equacié logaritmica per una equacié lineal o quadratica.
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De la mateixa manera, es poden resoldre sistemes d’equacions logaritmiques convertint-

los en sistemes d’equacions lineals. Aixo es fa manipulant convenientment els logarit-

mes.
Ezemple d’equacio Ezemple de sistema
2log(z) —log(z —16) =2 T+y=65
log (:pz) —log(xz-16) =2 log(z) +log(y) = 3
22 log(x) +log(y) =3 = log(z - y) = 3 = log(1000)
log (m) =log(100) per tant, es tracta de resoldre
2
100 T+y=65
©-16 -y = 1000
% — 100z + 1600 = 0 d’on resulten
d’on resulten _ £=40iy=250béz=25iy =40
que també veriﬁxqzzr? 11’:q1=1:c0io original que també verifiquen el sistema original.
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Exercicis resolts
1. Trobeu una funcié exponencial del tipus f(z) = a® que compleixi f(6) = 64.

Soluci6:
S’ha de complir f(6) = a8 = 64. Sabem 26 = 64. Aleshores, una possibilitat és considerar a = 2.
Per tant, una funci6 exponencial que compleix la condici6é demanada és f(z) = 2%.

2. Determineu quines d’aquestes funcions son creixents i quines decreixents, i
ordeneu-les de major creixement a major decreixement. Justifiqueu la resposta.

f(x) =117 g(x) =13%, h(z) = 0.1%,¢(x) = 0.37
Solucio:

f(z) =117 i g(x) = 13% sbn creixents, perqué soéon funcions exponencials i la seva base és
major que 1.

h(z) =0.1" i t(z) = 0.3 sé6n decreixents, perqué sén funcions exponencials i la seva base
és menor que 1.

Per a ordenar aquestes funcions exponencials de major creixement a major decreixement, cal
tenir en compte que si la base és més gran que 1, el creixement de la funcié és més gran com
meés gran és la base. En canvi, si la base és menor que 1, el decreixement de la funci6 és més
gran com més petita és la base. Per tant, ’ordre ha de ser aquest:

g(w) = 137, f(x) = 11%,¢(z) = 0.37 i h(z) = 0.1

3. Calculeu aquests logaritmes sense usar la calculadora:
(a) logy(32)
(b) logy(81)
(c) logs (5°)
(d) log; (V243)
Soluci6:

Per a trobar el valor d’aquests logaritmes, cal fer tres coses.
En primer lloc, conéixer el valor d’algunes poténcies basiques, per exemple:
32=2581=92i243=3°
En segon lloc, aplicar la suma de logaritmes per al logaritme d’un producte, en particular
log, (z") =log,(z-...-x) =log,(z) +...log,(z) = n-log,(z)
N
n vegades

n vegades
Finalment, recordar que log,(a) = 1.
D’acord amb aixo, es té:

(a) logy(32) =logy(2°) =5-logy(2) =5-1=5
(b) logg(81) = logg(9?) = 2-logg(9) =2-1 =2
(c) logg(5%) =3-logs(5) =3-1=3
)

(d) logs (\/%) =logs (243%) =logy (35)% =logs (3%) = g -logz(3) = g 1= g

4. Trobeu una funcié logaritmica del tipus f(z) = log,(z) logs(z) que compleixi
£(125) = 3.

Solucio:
S’ha de complir £(125) = log, (125) = log, (5%) = 3. Per la definici6 i propietats de la funci6
logaritme, resulta
3 =log, (5%) = 3-log,(5) = 1 =log,(5)
que només és possible si a = 5. Per tant, la funci6 logaritmica a considerar és f(x) = logs(x).

5. Determineu quines d’aquestes funcions son creixents i quines decreixents, i
ordeneu-les de major creixement a major decreixement. Justifiqueu la resposta.

f(z) =logg(z), g9(z) =logy.o(x), h(z) =log3(z), t(x) = logy 1 (x)
Soluci6:
f(z) = logz(x) i h(x) = log3(x) son creixents, perqué sén funcions logarftmiques i la
seva la seva base és major que 1.
g(z) =logy o(x) i t(x) =logy 1 (x) son decreixents, perqué séon funcions logaritmiques i la
seva base és menor que 1.

Per a ordenar aquestes funcions logaritmiques de major creixement a major decreixement,
cal tenir en compte que si la base és més gran que 1, el creixement de la funcié és més gran
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com més petita és la base. En canvi, si la base és menor que 1, el decreixement de la funci6
és més gran com més gran és la base. Per tant, I’ordre ha de ser aquest:

f(z) =logs(x), h(z) =logi3(x), t(x) =logg 1 () i g(z) = logg 2 (x)
6. Trobeu el valor de z que compleix aquestes igualtats:
(a) logy(z) =4
(b) log_(27) ==z
(c) log1(4) =z

(d) logs (\/E) =

Solucié:

Per a resoldre aquestes igualtats, cal aplicar la definicié del logaritme, és a dir,
y =log,(z) si z=a?

D’acord amb aquesta definici, tenim:

(a) 4 =logy(x) si x = 4* = 256 = = = 256

(b) log,(27) =z si27=2"=>2=3

N W

1\* 1
= i = - = — = = — 1 - 92
(c) log%(4)718147(2) 5 T 2, jaque 4 =2

3
() log3(\/§):5si\/_:3%=\/33a:r:33:27

7. Resoleu aquestes equacions:

e 3%7_5.3" =36

o 2log(10x) —log(12 - 4z) = 2

Solucié:

La primera equaci6 es pot resoldre de forma quasi directa, observant que es pot interpretar
com una equacié de segon grau d’incognita 3%. El segon cas és una mica més complex.
Per poder-la resoldre com una equacié de segon grau convé, en primer lloc, manipular les

expressions que contenen els logaritmes per poder-los eliminar i resoldre ’equacié com una
de segon grau. Aixi doncs, observem que ’equaci6é a resoldre es pot reescriure com:

log(10022) - log(12 - 4z) = log(10?)

32% _5.3% =36 10g(100m2)—10g(12—4m) :log(102)
Per la propietat d’una poténcia d’una potén- | Per la propietat del quoacient de logaritmes,
cia, reescrivim 10022
2 g S log(10?)
(3*)°-5-3" =36 12 -4z
Agrupem de manera convenient: Per tant, )
100z
T\2 £ ox _ — =100
(3%)*-5-3"-36=0 12— 4z
Prenem t = 3” i substituim en l’equacio: Simplifiquem:
2
t2-5t-36=0 T
Es tracta d’una equaci6 de segon grau. Podem 12-4z
. P . . Operem:
resoldre-la aplicant la férmula, i obtenim les 2
. z°=12-4x
solucions
t=-4,t=9 I ordenem termes:
Desfem el canvi per a trobar els valors de x: 2® +42-12=0
3% =t = -4 = -22 no és possible per ser -22 un | Resolem aplicant la formula per equacions de
valor negatiu. segon grau i obtenim les solucions
3% =t =9 =232 = z = 2. Substituim = = 2 .
en ’equaci6é original i comprovem que si n’és z=-6iz=2
solucio:
3%2-5.32=81-45=36

En el primer cas, esta clar que les solucions obtingudes sén solucié de ’equacié de I’enunciat.
En el segon cas, en substituir les possibles solucions a ’equacié de ’enunciat, resulta que
només x = 2 compleix la igualtat, per tant només x = 2 és soluci6é de la segona equacié.

8. Resoleu aquestes equacions:

e In(z)+In(z-1)=0
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e log(z)-log (:t2) =log(7)

Solucio:

In(z) +In(z-1)=0

log(z) - log (:):2) =log(7)

Apliquem la propietat del producte de logarit-
mes:
In(z-(z-1))=0

Apliquem I’exponencial i tenim en compte que
el =1:

z-(x-1)=1
Operem:

2?2 -x-1=0
Resolem ’equacio de segon gau i obtenim

1+ \/3
xTr =
2
Finalment, comprovem si les solucions obtin-
gudes satisfan I’equacié original.

Apliquem la propietat del quocient de potén-
cies:

log (%) =1log(7)

Per tant, es tracta de resoldre

T
ﬁ = 7
Ordenem termes:
22 -z =0
I operem:
z-(Tx-1)=0
d’on resulta 1
rz=0,z=—
7

Finalment, comprovem les possibles solucions
en ’equacié original: x = 0 no és possible; en

canvi, si que n’és solucio el valor x = %
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Exercicis per a practicar amb les solucions
9. Trobeu les funcions inverses de f(z) = e3? i g(x) = In(4x + 3).

10. Resoleu les equacions segiients:

(a) 2171 — 26

1
b 5z+3 - =
(b) 577 =

(c) 3% —4.3%"1 = 27

(d) logs (42) =2

(e) logg(z+1) +logg (9-(z+1))=2
(£) 3logy(x) - 2log, (x) = 2

11. Una substancia es desintegra seguint la funcid
D(t) =100-275

on D és la quantitat (en grams) de substancia que hi ha al cap de ¢ anys. Quina
quantitat de substancia hi haura d’aqui a 15 anys?

12. Per a predir el creixement de la poblacié d’una ciutat, s’utilitza la funcio
P(t) = Py - 203t
on P, representa la poblacié inicial i ¢ representa el temps (en anys). Si la poblaci6

actual de la ciutat és de 50.000 habitants, quant de temps (en anys) haura de
passar per tal que la poblacio es dupliqui?

Solucions:
9. f_l(:r)=ln(:t:%)
(@)= 2
10. (a) z=7
(b) z2=-4
(¢c)z=1,xz=2
25
(d) == -
(e) z=2
(f) z=2

11. 12.5 grams.
12. Prop de 23.1 anys.
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