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Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Introduccién

Las matematicas son una de las herramientas imprescindibles para cursar cualquier
grado cientifico. De hecho, tan importante es el contenido matematico como la forma
de trabajarla en cada uno de los campos en los que se aplica. Asi, pues, es necesa-
rio comprender la metodologia y conocer los contenidos basicos para enfrentarse a

cualquier asignatura matematica de un determinado grado.

Las matematicas construyen un lenguaje propio que permite definir rigurosamente
los conceptos y resultados que se presentan. De este modo, pueden expresarse muchos
problemas de una manera sencilla que facilita no tan solo la resolucién sino también
la comprension. Conocer este lenguaje es imprescindible para poder conocer técnicas

y conceptos matematicos avanzados.

En este curso se proporcionan procedimientos y conceptos basicos de algebra lineal
y analisis matematico (muchas veces ya tratados en secundaria y bachillerato) que
es preciso dominar antes de abordar los problemas habituales que tiene que resol-
ver diariamente un ingeniero. Estos contenidos se presentaran introduciendo toda la
terminologia matematica necesaria para ir familiarizandonos con la notacién mateméa-

tica.

Al final de cada tema se incluye un resumen, una lista de ejercicios resueltos paso a
paso, y una lista de ejercicios para practicar con las soluciones. Los ejemplos que hay
en la explicacién de cada tema los encontraréis intercalados en la explicacién dentro

de zonas de color gris.

Utilizaremos estas cajitas para @

explicar algiin hecho histérico
relacionado con las matematicas.
Por ejemplo, el texto matematico
maés antiguo descubierto hasta
ahora es el papiro de Moscii, un
manuscrito fechado entre el afio
2000 y el 1800 a. C.

Este tipo de cajitas responden a 9

algunas preguntas clave de los
diferentes temas del curso. Por
ejemplo, ;jsabias que en las
matematicas hay un simbolo para
afirmar la existencia y otro para
denotar la expresién para
cualquiera? Pues si, normalmente
se utiliza el simbolo 3 para indicar
que un valor, funcién, etc. existe, y
el simbolo V para indicar que es
cierto para cualquier valor, funcién,
etc.

Utilizaremos este tipo de cajitas 0

para remarcar aspectos o conceptos
matematicos relevantes o clave. Por
ejemplo: jesperamos que disfrutes
del curso y aprendas mucho!
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Objetivos

Para esta asignatura, se plantean cuatro objetivos generales:

(a) Adquirir la terminologia, los conceptos y los procedimientos fundamentales del

algebra y el andlisis matematico.

(b) Posibilitar el uso practico de los contenidos mateméaticos estudiados.

(¢c) Familiarizarse con el lenguaje matematico y el razonamiento abstracto, dos

rasgos caracteristicos de las matematicas.

(d) Saber aplicar los conceptos y procedimientos estudiados en el planteamiento y

el anélisis de problemas practicos.

En cuanto a los contenidos matematicos que se pretenden trabajar en este curso

introductorio, los objetivos son:

10.

. Comnocer la teoria basica de los conjuntos de ntimeros reales.

. Resolver ecuaciones e inecuaciones.

. Aprender a manipular polinomios.

. Conocer y manipular matrices y calcular determinantes de matrices.

. Resolver sistemas de ecuaciones lineales de dos y tres variables, en particular por

el método de Gauss.

. Comprender el concepto de funcién real de variable real.

. Conocer las caracteristicas de las funciones elementales: polindmicas, trigonomé-

tricas (senos, cosenos, tangente), exponenciales y logaritmicas.

. Comprender el concepto de limite, sus propiedades y su aplicacién en el estudio

de la continuidad de funciones.

. Comprender el concepto de derivada y su interpretacion geométrica. Conocer sus

propiedades y saber calcular derivadas a partir de sus reglas de calculo.

Calcular primitivas de las principales familias de funciones.
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1. Nuameros

Indice
1.1. Nimeros naturales .....oiiiieiiiiiiiiiieieieiiiiiineiens 11
1.1.1. Definicion ... 11
1.1.2. Operaciones ......ouuuiiuiiuiiiiniiiiiiiii i 12
1.1.3. Moultiplos y divisores ...........ooviiiiiiiiiiiiiiiiin, 13
1.2, NUMeros enteros .....c.oiviiieieieiiiieierereronsineennns 16
1.2.1. Definicién y ejemplos .........cooiiiiiiiiiiiiiiiii .. 16
1.2.2. OPeraciones ......uuuetennini it raieieernneeens 18
1.3. Nuameros racionales ......ooiiiiiiiiieiiiiiiiiiiiiinnnnn 20
1.3.1. Numeros fraccionarios ..............ooooviiiiiiio... 20
1.3.2. Definicion ... 23
1.3.3. Operaciones ........ooviiiiiiiiiiiii i 24
1.3.4. Forma decimal.........cooiiiiiiiiiii 27
1.4. Nimerosreales .....c.ciiiiiieieiiiiiiiieiereinninnennns 29
1.4.1. Potencias .....o.ouiiiiiiiiii i 29
1.4.2. Numeros irracionales ...........ccooiviiiiiiiniiiinn.. 33
1.4.3. Definicion ... 35
1.4.4. OPEracCiones .....uuuuettnnii ettt i rnneeens 37
1.5. EXpresiones NUMEriCas «..vvveierierrreetororonosorosonans 39
1.5.1. Larecta numérica .........coovviiiiiiiiiiiiiiiii., 39
1.5.2. Notacion cientifica ..o 41
1.5.3. Igualdades notables...............ooiiiiiiiiiiiiiiiian 43

1.1. Nuameros naturales

1.1.1. Definicién

Los ntimeros naturales son los que nos permiten contar objetos. La lista de los
nimeros naturales se inicia con el 1 y no tiene fin: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Fijémonos en

que esta lista no incluye el 0.

Desde hace algunos siglos los nimeros naturales suelen representarse con las cifras
decimales del 0 al 9. Estas cifras son de origen hindid y se introdujeron en Europa
mediante textos arabes. Uno de los motivos determinantes para usar estas cifras en
vez de otras representaciones es la facilidad para calcular las operaciones basicas que

ofrecen: suma, resta, multiplicacién y divisién.

; ! Fee I

78 e SR i e s 1

[ 3 el £ |

PRV SE T 7 et
“J-: G Ll GETETE T TR T % |

Fragmento de una pagina del
Codex Virgilanus (siglo x) donde
pueden observarse las

nueve cifras en orden inverso.
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1.1.2. Operaciones

Es una operacion que se representa con el signo + (se lee “mas”) interpuesto
entre los dos niimeros que se suman. Para indicar el resultado, se anade el signo =y,
finalmente, el resultado de la suma. Por ejemplo, 12 + 19 = 31.

Los ntimeros que se suman se denominan sumandos, y el resultado de la operacién
recibe el nombre de suma. En el ejemplo, el 12 y el 19 son los sumandos, y el 31 es

la suma.

‘ Resta (o diferencia o sustraccion) ‘ Es una operacion que se representa con el signo —

(se lee “menos”) interpuesto entre los dos numeros que se quieren restar. Por ejemplo,
14-6=8.

El namero anterior al signo — se denomina minuendo, el nimero que sigue al signo
— se denomina sustraendo y el resultado del resto se denomina diferencia. En el
ejemplo, el 14 es el minuendo, el 6 es el sustraendo y el 8 es la diferencia. La suma
y la resta son operaciones opuestas. Este hecho permite afirmar que en una resta la

diferencia maés el sustraendo es igual al minuendo. En el ejemplo vemos que 8+6 = 14.

Multiplicacién (o producto) ‘ Es una operacion que se basa en la suma: la suma de

varios sumandos iguales se transforma en una multiplicaciéon del sumando por el
numero de veces que este se suma. El signo que se usa es - o bien x (se lee “por”).
Nosotros optaremos por el primero de los dos signos. Por ejemplo: 6 +6+6+6 +6 =
5-6 = 30 es decir, la suma de 5 veces 6 es igual a 5 por 6.

Los niimeros multiplicados se denominan factores, o el resultado de la multiplicacién
se denomina producto. En el ejemplo, los factores son 5 y 6, mientras que el producto

es 30.

Division | El signo que se usa es : o bien /. Este signo se lee “entre”.

El namero dividido se denomina dividendo, el naimero que divide se denomina divi-
sor y el resultado se denomina cociente. Asi, por ejemplo, en la divisién 15:3 = 5,
el 15 se denomina dividendo, el 3 divisor, y el 5 cociente.

Esta operacion es opuesta al producto, y esto nos permite encontrar el resultado de
cualquier division. Por ejemplo, para conocer el cociente de 72 entre 8, tiene que
encontrarse el nimero que, multiplicado por el divisor, proporciona el dividendo, es
decir: 87 = 72. Evidentemente, el namero buscado es 9, porqué 8-9 = 72. Asi, pues,

72:8=09.

Observaciones para la resta y la division. Hemos de tener en cuenta que la
resta y la divisiéon de nameros naturales no siempre pueden hacerse con dos nimeros

naturales cualesquiera.

El primer problema lo encontramos cuando queremos restar de un ntimero otro mayor
o igual. En este caso la resta no puede dar como resultado un nimero natural: te-
nemos que definir otro tipo de nimeros, los ntmeros enteros (tema que veremos a

continuacién), para que esta operacién sea posible.
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Igualmente, el cociente entre dos nimeros naturales tampoco es siempre un nimero
natural. Por ejemplo, 13 : 5 no puede ser igual a un nimero natural porque no hay
ningln nimero que multiplicado por 5 dé 13. En este caso, puede descomponerse la
division anterior de la manera siguiente: 13 = 5-2+ 3, donde el 3, llamado residuo, es

menor que el divisor 5. Por lo tanto, la regla general para la division se enuncia asi:
dividendo = divisor- cociente + residuo (forma abreviada: D =d - q + r)

donde D es el dividendo, d el divisor, c el cociente y r el residuo. Siempre que el

residuo sea 0, se dice que la divisién es exacta.

Orden de operaciones. A veces se nos presenta un grupo de operaciones con

nimeros naturales, que se denomina expresiéon numeérica. Por ejemplo:
4.5-(5-3+8:2)

Para encontrar el resultado de esta expresion, tiene que seguirse el orden de operaci-

ones siguiente:

1) Operaciones que se encuentran en el interior de los paréntesis: del mas externo al

mas interno.
2) Multiplicaciones y divisiones: las divisiones siempre antes que las multiplicaciones.

3) Sumas y restas: primero las restas y después las sumas.

Ejemplo. Orden de las operaciones.
Resolvamos el ejemplo propuesto
4-5-(5-3+8:2)=4-5-(5-31+4) =4-5-{(15+4)=4-5-{19]=20~-19=1

Observemos la importancia de los paréntesis con el mismo ejemplo sin parén-

tesis:

4-5-5-3+8:2=[4-5]-[5-3}+4/=[20]-[15+4=9

1.1.8. Mailtiplos y divisores

Un niamero es multiplo de otro si puede obtenerse multiplicaAndolo por otro nimero

natural.

Cuando una divisiéon entre dos nimeros naturales es exacta, por ejemplo, 15 : 3 = 5,
se dice que 15 es divisible entre 3 (o por 3). En este caso, también se dice que 3 es

un divisor de 15. Una notacién habitual en esta situacion es 3|15.

Por lo tanto, puede observarse que los conceptos de miltiplo, divisor y divisibilidad
estan estrechamente relacionados. Si un nimero es miltiplo de otro, también puede
afirmarse que el primero es divisible por el segundo. Igualmente, el segundo tiene que
ser un divisor del primero. Es decir, si a es miltiplo de b, entonces b es divisor de a

y a es divisible por b.

El orden de las operaciones es: 0

primero los paréntesis, a
continuacién las divisiones y las
multiplicaciones y, por dltimo, las
restas y las sumas.
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Ejemplo. Miltiplos y divisores.
36 es miltiplo de 2, 3, 6, 12 y 18. Y, por lo tanto, podemos decir que 2, 3, 6,
12 y 18 son divisores de 36. Ademaés, 36 es divisible por 2, 3, 6, 12 y 18.

Propiedades

e Cualquier niimero natural es divisor (y miltiplo) de si mismo: ala por cualquier

nimero a. Es la propiedad reflexiva.

e Si un nimero es divisor de otro y este es divisor de un tercero, entonces el primer
ntimero también es divisor del tercero (pasa lo mismo en el caso de ser miiltiplo),

es decir, si a|b y b|c entonces tendremos seguro que alc. Es la propiedad transitiva.

e Si un nimero es divisor de otro y este lo es del primero, entonces ambos niimeros
son el mismo ntimero (lo mismo puede decirse en el caso de ser miltiplo), es decir,

si a|b y bla entonces, a la fuerza, a = b. Esta es la propiedad antisimétrica.

Criterios de divisibilidad. El concepto de divisibilidad nos permite establecer
algunos criterios para detectar si un nimero es divisible por otro sin tener que calcular

la division. Algunos de estos criterios son los siguientes:

Divisible | Criterio de divisibilidad Ejemplos
por
2 La ultima cifra es par. 548 es divisible por 2, puesto que 8
lo es.
3 La suma de sus cifras es divisible | 18.231 es divisible por 3, puesto que
por 3. 1+8+2+3+1=1510 es.
4 El nimero formado por las dos | 828 es divisible por 4, puesto que,
altimas cifras es divisible por 4. | 28 lo es.
5 La ultima cifra es 0 o 5. 325 es divisible por 5, puesto que 5
lo es.
9 La suma de sus cifras es divisible | 94.833 es divisible por 9, puesto que
por 9. 9+4+8+3+3=271oes.
10 La ultima cifra es 0. 100 es divisible por 10, puesto que
acaba en 0.
11 La diferencia entre la suma de | 12.111 es divisible por 11, puesto
las cifras de las posiciones pares | que la diferencia entre 1 +1+1=3
v la suma de las cifras de las po- | y es 0.
siciones impares es miltiplo de
11.

Nuameros primos.

Se dice que un nimero natural es un nadmero primo cuando

los tnicos divisores que tiene son el mismo nimero y el 1. En contrapartida, llamamos
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numeros compuestos a los que no son primos. Observemos que 1 es un nimero

que no es primo ni compuesto.

Procedimiento | Para saber si un ntmero es primo, tiene que dividirse entre todos y

cada uno de los niimeros primos menores que el nimero en cuestién, empezando por

el 2. Si ninguno de estos nimeros no es divisor suyo, entonces el nimero es primo.

Factorizaciéon. Factorizar un nimero es descomponerlo en factores primos. Esto
significa expresarlo como producto de sus divisores primos, que podemos detectar

con los criterios de divisibilidad.

’ Pasos para la factorizaciéon

1) Dividimos nuestro valor por el nimero primo més pequeiio que sea divisor. Este

serd el nimero primo factor.

2) Hacemos la divisién y nos quedamos con el cociente. Repetimos el proceso esta vez
con el cociente tantas veces como sean necesarias hasta obtener el 1 de cociente.

Ya tenemos todos los factores primos.

3) Comprobamos que el niimero inicial es igual al producto de todos los ndmeros

primos que hemos obtenido.

Maximo comin divisor (MCD). El méaximo comin divisor de dos (o mas) ni-

meros naturales es el ntimero que cumple estos dos requisitos:
e Es un divisor comiin de ambos (o de todos los) ntimeros.
e Es el mayor de estos divisores.

Uno de los métodos para encontrar el MCD entre dos niimeros consta de estos dos

pasos:
1) Se descomponen los dos (0 més) niimeros en factores primos.

2) Se multiplican los nimeros primos comunes a ambas (o todas) descomposiciones

usando el de menor exponente, y el resultado es el MCD.

Ejemplo. Calculo del maximo comin divisor.
Calculamos el maximo comin divisor de 36 y 30. Para hacerlo, podemos es-

cribir una lista de todos los divisores de 36 y otra con los de 30:

divisores de 36: 12 | 18 | 36

divisores de 30: 15 | 30

Podemos comprobar que de todos los divisores comunes (en lila) el mayor es
el 6. Por lo tanto, MCD(30, 36) = 6.

Otra manera de hacerlo es descomponer los dos ntimeros en factores primos:
36 = 1-22-3%, mientras que 30 = 1-2-3-5. Los primos comunes son 1, 2y 3 y
su exponente tiene que ser 1, porque es el menor. Por tanto, MCD(36,30) =

1-2-3=6.

La criba de Eratdstenes es un @

algoritmo que sirve para buscar
todos los nlimeros primos hasta un
niimero determinado N. Este
método consiste en escribir todos
los niimeros naturales menores que
N y, empezando con el primer
nimero primo, borrar todos sus
miultiplos. Se siguen borrando todos
los miltiplos del segundo niimero
primo hasta V'N.

Ejemplo
36
36|12
362
36|2
182
913
3|3
1
36=1:2-2-3.3=

|
(% ond

Ejemplo de factorizacién
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Con la definicion de MCD, decimos que dos niimeros son coprimos o primos entre

si si su MCD vale 1 (o si no tienen factores primos comunes).

Minimo comiin multiplo (MCM). El minimo comtn miltiplo de dos (o mas)

nimeros es un nimero que:
e Es un maltiplo de cada uno de estos dos (0 mas) niimeros.

e Es el menor de estos miltiplos.

Un método para encontrar el MCM de dos (o més) nimeros consiste en hacer lo

siguiente:
1) Se descomponen los dos (0 mas) niimeros en factores primos.

2) Se multiplican los nimeros primos de las descomposiciones que sean comunes a
los dos (o0 més) niimeros utilizando los de exponente mas grande, y también los

que no son comunes con el exponente correspondiente.

Ejemplo: calculo del minimo comin miltiplo.
Calculamos el minimo comin miltiplo de los nimeros 4 y 10. Empezamos

escribiendo la lista de miltiplos de estos dos niimeros:

maultiplos de 4: 4 8 12 | 16 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40

miltiplos de 10: | 10 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Hemos destacado (en verde) los miltiplos comunes de ambos. Vemos que el

menor de estos miltiplos comunes es el 20.

Otra manera de hacerlo es descomponer los niimeros 4 y 10 en ntimeros primos:
4=1.2? y 10 =1-2-5. Vemos que los primeros comunes son el 1 y el 2, este
dltimo elevado al cuadrado porque es el de exponente mayor. En cuanto a los

primeros no comunes, sélo hay el 5. Asi, pues, mcm(4,10) =1- 22 .5 = 20.

1.2. Numeros enteros

1.2.1. Definiciéon y ejemplos

Los ntimeros enteros permiten contar, entre otras muchas cosas, tanto aquello que
se tiene como aquello que se debe. Mas genéricamente, los nimeros enteros permiten
representar las situaciones en las cuales los objetos contados se pueden dividir en
dos grupos, uno de formado por los objetos que se cuentan a partir de un punto en
adelante y el otro formado por los que se cuentan a partir de este mismo punto hacia

atras. Asi, podemos clasificar los nimeros enteros en tres grupos:

e Enteros positivos. Son los que permiten contar aquello que se tiene. Cuentan

a partir de un punto en adelante. Se pueden asociar a los nimeros naturales.

>2
4 4+ 5 Wiltbobdas twyls
§——1> [enobervefigleys
<+ 30 chen/Sofuriier
§——1g DitFemeinerond
~+ 44 [bonnd masauf
=+ 22 ~—ifFDaoiff mis
— 1 b s b3 fen Gefons

L
iy
¢
|
i

LR AT A
']
[T -

bas ift meee
bmﬁ?ﬁbﬁmﬁ'}uﬁb?}'-mhu Llun

Los simbolos + y - aparecieron
impresos por primera vez en
Aritmética Mercantil, de
Johannes Widmann, publicada
en Leipzig en 1489. El autor
utilizé estos simbolos para
referirse a ganancias y pérdidas

en problemas comerciales.

@
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De hecho, se pueden escribir tal como se escriben los nimeros naturales o bien

precedidos del signo +.

e Enteros negativos. Son los que permiten contar lo que se debe. Cuentan a partir
de un punto atras. Los enteros negativos se escriben utilizando un nimero natural
precedido de un signo —. Asi, un entero negativo podria ser —6, que se lee “menos
677

e El cero. Es un entero ni positivo ni negativo.

Signos de desigualdad. Dados dos numeros enteros diferentes cualesquiera, uno
de ellos siempre es mas grande que el otro. Este hecho tan sencillo se puede expresar

mediante los signos de desigualdad (< y >):

e El signo > se lee “mayor que”, e indica que el nimero que estd a la izquierda del

signo es mas grande que el que estad a la derecha.

La expresion 6 > 4 indica que el 6 es mas grande que el 4.

e El signo < se lee “menor que” e indica que el que estd a la izquierda del signo es

mas pequeiio que el que esta a la derecha.

La expresiéon 1 < 17 indica que el 1 es menor que el 17.

Tenemos que tener en cuenta que se pueden encadenar varios signos < o > en la
misma expresion. Ahora bien, s6lo pueden aparecer signos < o > del mismo tipo. Por
ejemplo, es correcto escribir 5 < 7 < 8. En cambio, es incorrecto escribir 8 > 1 < 2

(aunque ambas partes de la expresion sean correctas por separado).

Con esta herramienta, se pueden ordenar todos los niimeros enteros teniendo en cuenta

que:

e (Cualquier niimero positivo siempre es mas grande que cualquier nimero negativo.

+3€ es méas grande que -9€; es decir, se tiene méas dinero con 3€ que debiendo

9€. Asi, pues, +3 > -9 (o bien, -9 < +3).

e El 0 es més grande que cualquier niimero negativo y menor que cualquier nimero

positivo.

No tener ningtn euro (0€) es tener mas que deber treinta (-30€) pero es tener

menos que cuatro euros (+4€). Asi, pues, —30 < 0 < 4 (o bien, 4 > 0 > —30).

e Entre dos enteros negativos, el mas grande es aquel que, sin signo (el nimero sin

signo lo denominamos valor absoluto), es el menor.
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Valor Absoluto. El valor absoluto de un niimero entero es igual al mismo nimero
entero sin su signo. Es decir, para encontrar el valor absoluto de un nimero entero,
basta con sacarle el signo y convertirlo en un nimero natural. Asi, por ejemplo, el
valor absoluto del +6 es igual a 6, el valor absoluto de —23 es igual a 23 y el valor

absoluto de 0 es 0.

Para expresar el valor absoluto de un nimero, se usan dos pequefios segmentos ver-
ticales colocados a ambos lados del nimero. Asi, el valor absoluto de +6 es |+ 6| = 6,

el valor absoluto de —23 es | — 23| = 23 y el valor absoluto de 0 es |0] = 0.

1.2.2. Operaciones

Las operaciones entre niimeros enteros son las mismas que entre los niimeros naturales
y cumplen, ademés, las mismas propiedades. Ahora bien, tienen ciertas reglas de
calculo especificas por la distinciéon que hay entre enteros positivos y enteros negativos.
En todo caso, la denominacién de operaciones y elementos que forman parte de cada

operacién se mantiene.

Suma | Las reglas para sumar niimeros enteros son las siguientes:

e Para sumar dos nimeros que tienen el mismo signo, se suman sus valores absolutos

y al resultado se afiade el signo comin.

+17 + (+12) = +29

—10+ (—6) = —16

e Para sumar dos nimeros con signo diferente, se tienen que restar sus valores
absolutos, el mas grande del mas pequeno. Finalmente, se tiene que anadir el

signo del nimero que tiene el valor absoluto mass grande.

+13+(-11) = +2 (el valor absoluto de +13 es mas grande que el valor absoluto
de —11, 11; por tanto, el signo es +)
+6 + (=11) = =5 (el valor absoluto de —11 es més gran que el valor absoluto

de +6; por tanto, el signo es —)

Resta | La diferencia de dos nimeros enteros es igual a la suma del minuendo con el

opuesto del sustraendo.

Siempre significan lo mismo los 9

signos + y - ? Los signos + y -
pueden expresar tanto una
operacién como el signo de un
nimero (positive o negativo). Cada
vez que se detecta un signo de este
tipo en una expresién numérica, se
tiene que distinguir cual es su
sentido.
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14— (+3) =14+ (-3) =11

-12 - (+16) = -12 + (-16) = -28
Un ejemplo algo mas largo con sumas y restas es:
-5+ (-8)—(-13)+(-2) - (+4) + (+6) =-5-8+13-2-4+6=0

Una manera rapida de obtener el resultado final es:

e Se eliminan todos los paréntesis (substituimos por un + si tenemos dos
signos consecutivos iguales y por un - si los tenemos diferentes).

e Se suman todos los nimeros positivos; por otro lado, se suman todos los

negativos.

e Se hace la suma de estos dos valores teniendo en cuenta que tienen signos

diferentes.

Multiplicacion | Para hacer una multiplicacién con dos niimeros enteros, en primer

lugar se obtiene el producto de sus valores absolutos y después se establece el signo

del resultado. Con este fin, s6lo hay que recordar la regla de signos siguiente:

e Si ambos nimeros tienen el mismo signo, su producto es positivo.

e Si los dos niimeros tienen signo diferente, su producto es negativo.

Tenemos que tener en cuenta que dentro de una expresiéon numeérica no puede haber
dos signos consecutivos. Si estuvieran, seria conveniente usar paréntesis para obtener

una expresion correcta.

Las mismas reglas del producto son validas para la divisién cambiando el
signo de multiplicar por el de dividir.

En caso de que la division sea exacta, se dice, igual que con los nimeros naturales,
que el dividendo es un multiplo del divisor. Las reglas y propiedades de miltiplos y

divisores son también las mismas utilizando el valor absoluto de los niimeros.

El -3 es un divisor del 12 (-3|12) porque |12| : |-3| = 4 es una divisiéon exacta.

Las operaciones y el orden. Es importante conocer la influencia que ejercen
las operaciones en el orden de los nimeros enteros. En otras palabras, dados dos
ntmeros enteros cualesquiera, jcomo influye la operacién (suma, resta, multiplicacion

o divisién) con otro nimero en su ordenacion? Se distinguen dos casos:

iComo afectan las operaciones al 9

orden de los niameros enteros? Al
sumar o restar un mismo niimero a
dos niimeros enteros, los resultados
mantienen la misma relacién de
orden que los dos niimeros
originales; en cambio, al multiplicar
o dividir dos niimeros por un mismo
nimero entero, los resultados
mantienen la misma relacién de
orden sélo si este Gltimo nimero es
positivo; si no, se gira la relacién.
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Suma y resta | Si se suma o resta un mismo nimero en los dos lados de una desi-

gualdad, la desigualdad se mantiene. También se puede decir que la suma y el resto

mantienen el orden de los enteros.

Ejemplo. La orden y la suma y resta.

Tenemos —4 < 8. Sumando 3 a ambos lados de la desigualdad, tenemos —4+3 <
8 + 3, de donde resulta —1 < 11, por lo cual se mantiene la desigualdad. Asi,
pues, los resultados mantienen el mismo orden que los nimeros iniciales.

Si ahora restamos 4 a ambos lados de la desigualdad, —4 -4 < 8 —4, obtenemos

—8 <4 con lo cual también se mantiene la desigualdad.

Multiplicacién y divisién | En cambio, cuando se multiplican o se dividen ambos lados

de una desigualdad por un mismo nimero, no pasa siempre lo mismo.

e Se mantiene el mismo orden si el nimero por el cual se multiplican o dividen es

positivo.

e Se invierte el orden si el nimero por el cual se multiplican o dividen es negativo.

Ejemplo. El orden y la multiplicacion y division.
Multiplicamos por +3 en ambos lados de esta desigualdad:

-5<3
Entonces el resultado es —5-3 < 3- 3, es decir, —15 < 9. El orden del resultado
continta siendo el mismo.
En cambio, si se multiplica por un nimero negativo, por ejemplo, —4, el resul-
tado es =5 (—4) >3- (-4), es decir, 20 > -12.
En este caso, el orden es exactamente el contrario, como se puede observar,
puesto que se ha cambiado el signo < por el signo >.
Ahora probémoslo con la division: —15 < 30. Si se dividen ambos costados
entre 5, —15:5 < 30 : 5 se obtiene —3 < 6, en cambio, si —36 < —30 se dividen
ambos lados entre =2 —36 : (-2) > —30 : (-2) se obtiene 18 > 15, como se

podia prever.

1.3. Nuameros racionales

1.3.1. Numeros fraccionarios

Siempre que se suman, restan o multiplican dos nimeros enteros, el resultado es un

nimero entero. Pero, en cambio, esto no sucede cuando los nimeros se dividen.
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Si dividimos 12 entre 4, 12/4, el resultado es un nimero entero, el 3.

Si dividimos 1 entre 2, 1/2, el resultado no es un nimero entero.

En este dltimo caso surge la cuestion del significado de esta tltima expresion, 1/2, y

otras similares.

Este tipo de expresiones conforman los nimeros fraccionarios y se pueden asociar,

por ejemplo, al reparto de objetos entre varias personas.

Ejemplo. Numeros fraccionarios y la reparticiéon de objetos.

Si se quieren repartir 8 pasteles iguales entre 2 personas, cada una de ellas
obtendra 4 pasteles, puesto que 8:2 = 4.

Ahora bien, si se quiere repartir 1 pastel entre 2 personas, no hay ningtn
nimero entero que pueda representar el resultado de esta operacion. En este
caso, a cada persona no le corresponde méas que una parte o fraccion del pastel,
en concreto, la mitad del pastel.

El nimero que expresa este reparto es simplemente la forma de la divisién con

la barra, es decir, 1/2. Este nimero es un nimero fraccionario.

Un namero fraccionario (fraccién o quebrado) se expresa en forma de cociente
de ntimeros enteros con una barra entre ambos nimeros, que puede ser horizontal o
inclinada. Un ejemplo de fraccion puede ser 1—52 o también 12/5. En este caso, el 5 se
llama denominador (marca en cuintas partes tenemos que partir la unidad) y el
12 numerador (indica cuantas partes se consideran). Tal como se puede observar,
pues, los elementos de un nimero fraccionario se denominan de manera especifica y

diferenciada de la denominacion de los elementos de una division entera.

Cualquier ntimero entero se puede convertir en un ntmero fraccionario. Con este
fin, la fraccién tiene que tener el numerador igual al niimero entero en cuestion y
el denominador tiene que ser 1. Asi, pues, por ejemplo, 8 = % También, -3 = _TS
Este hecho nos muestra como los ntimeros enteros son un subconjunto de los niimeros
fraccionarios o, dicho de otro modo, cualquier niimero entero es también un nimero

fraccionario.

Signo. Tanto el numerador como el denominador de una fracciéon pueden ser posi-
tivos o negativos. Utilizando la regla de los signos para dividir ntimeros enteros, se
puede deducir el signo final de una fracciéon. Una fracciéon es positiva si numerador y
denominador tienen el mismo signo, y una fracciéon es negativa si numerador y deno-

minador tienen signo diferente.

iCoémo leemos una fraccion? Con el 9

nombre del nimero del numerador,
seguido del plural del nimero en el
denominador (si el numerador es 1,
se utiliza el singular). Asi, por
ejemplo, 12/5 se lee “doce quintos”,
1/7 es “un séptimo”, 3/11 es “tres
undécimos”, etc. Ahora bien, a
veces, si el denominador es muy
grande, se utiliza simplemente la
expresién “partido por”, o bien,
“entre”, entre el numerador y el
denominador. Asi, 12/25 es “doce
partido por veinticinco” o “doce
entre veinticinco”.
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+4 4 -6 6 . "
— == —— = — son fracciones positivas
+7 7 -11 11

-4 -4 +6 -6 . .
= —— = — son fracciones negativas
+7 T -1 11

Normalmente, el signo de la fraccién se antepone al numerador, mientras que el de-
nominador no va precedido de ningin signo, pero también se puede situar antepuesto

a la linea fraccionaria, a la misma altura:

Fracciones equivalentes. Resulta facil observar que hay fracciones diferentes que
representan el mismo nimero. Por ejemplo, la fraccion % representa el mismo valor
que la fraccion %. La comprobacién de este hecho es que si se reparte un pastel
equitativamente entre dos personas, a cada una le correspondera la mitad del pastel,
es decir, % Si se reparten equitativamente 2 pasteles entre 4 personas, a cada una le
corresponderd, evidentemente, la misma cantidad de pastel que en el caso anterior;
ahora bien, en este caso, su porcion es igual a %. Queda claro, pues, que % = %. Cuando

dos fracciones expresan el mismo nimero, se dice que son fracciones equivalentes.

son fracciones equivalentes, es decir, todas expresan el mismo valor.

La manera mas sencilla de encontrar una fracciéon equivalente a otra consiste en mul-
tiplicar tanto el numerador como el denominador de esta por un mismo nimero. Por
ejemplo, para construir una fracciéon equivalente a %, se puede multiplicar numerador
y denominador por 3, con lo cual se obtiene %; de este modo, se puede asegurar que
ambas fracciones son equivalentes, es decir, 1—51 = % Evidentemente, si se dividen
el numerador y el denominador de una fracciéon por el mismo nimero, también se

obtiene una fraccién equivalente.

Hay una prueba sencilla que permite saber cuando dos fracciones son equivalentes. Se
trata de multiplicar el numerador de una por el denominador de la otra, y viceversa.

A veces, este proceso se denomina, para abreviar, multiplicar en cruz:
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Ejemplo. Comprobacién de fracciones equivalentes.

iX£—>10-6=60
10° " 15— 4-15=60

4 6
Por tanto, 10 y T son fracciones equivalentes, y en cambio

2 X 7T —6-7=42
6 11— 2-11=22
no son fracciones equivalentes porque 42 # 22 (el simbolo # es el signo de

desigualdad, y se sitia entre dos expresiones con resultados diferentes.)

Fraccion irreducible. El hecho que muchas fracciones puedan representar el mis-
mo ndmero complica mucho la manipulacién. Para evitarlo, se suele destacar una
fraccion del conjunto de todas las fracciones que son equivalentes entre ellas, la deno-
minada fraccién irreducible. Una fraccion irreducible se caracteriza por el hecho
que numerador y denominador son primos entre ellos, esto es, son nimeros cuyo MCD

es 1.

8 4
— 10 es una fraccion irreductible, ya que el MCD(8,16) = 8. En cambio, 3

es una fraccion irreducible porque el MCD(4,9) = 1.

El proceso de bisqueda de la fraccion irreducible equivalente a otra se denomina sim-
plificacién de la fraccion. Dada una fraccién cualquiera, siempre se puede encontrar
una fraccién irreducible que sea equivalente. El método maés sencillo para hacerlo con-

siste en dividir el numerador y el denominador entre su MCD.

18
Para convertir la fraccion T en una fracciéon irreducible, hay que dividir nu-

merador y denominador entre el MCD(18,12) = 6. La fracci6n resultante es

1.3.2. Definicién

Un ntmero racional es aquel que se puede expresar como una fracciéon, o como
cualquier fraccion de las equivalentes a esta. Un mismo nimero racional se puede

expresar de diferentes maneras (fracciones).

No es posible que dos fracciones 0

irreducibles diferentes sean
equivalentes. Este hecho permite
seleccionar, de entre todas las
fracciones equivalentes entre si, la
fraccién irreducible representante
de todas.
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. . . 1 .
El nimero racional que se expresa como la fraccion irreducible 3 también se

.2 . 7
puede expresar con la fraccién 5 o con la fracciéon T En estos casos, las

fracciones son diferentes, pero el ntimero racional representado es el mismo.

La mejor manera de expresar un nimero racional es mediante una fraccion irreducible
porque esta siempre serd la méas sencilla. En el ejemplo, la mejor manera de representar

el nimero racional anterior es 3’ porque es una fraccion irreducible.

A veces, los términos nidmero racional, nimero fraccionario, fraccion o quebrado se
suelen usar indistintamente, aunque sean conceptos ligeramente diferentes, para indi-
car el concepto de niimero racional tal como se acaba de definir. Se suelen usar estos

dltimos, fraccion y quebrado con preferencia, puesto que son los mas breves.
1.3.3. Operaciones
es una operaciéon que expresa la reunion de las partes expresadas por los

nimeros sumados, y establece un nimero fraccionario que expresa esta reuniéon. Para

calcularlo, diferenciamos dos casos, segin si el denominador es comin o no.

- - - 1 3
Fracciones con el mismo denominador | La suma de r con r se puede representar

con la reunién de estos dos fragments coloreados:

Es facil determinar que el resultado de la suma es %. Este hecho se puede genera-
lizar de la manera siguiente: la suma de dos nimeros con el mismo denominador
es igual a una fraccién el numerador de la cual es la suma de numeradores y el

denominador de la cual es el mismo denominador comin. En el ejemplo:

+ - =

3 1+3 4
6 6 6

| =

Fracciones con diferente denominador | En este caso se tiene que sustituir cada

una por otra fraccion equivalente con el mismo denominador. A continuacién,
se suman las dos fracciones resultantes tal como se ha explicado en el apartado

anterior.
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Ejemplo. Suma de fracciones.
3 5 . . .
Para hacer la suma — + —, se tiene que buscar una fraccion equivalente a

18 12
cada una de ellas que tenga el mismo denominador:

5 10 15 20 _

12 24 36 48

en este caso encontramos que las fracciones % y % comparten el denomina-

dor. De este modo, la suma se puede hacer facilmente asi:

3 5 6 15 21

4e = [ —
18 12 36 36 36

Ahora bien, este método puede llegar a ser realmente costoso porque se podria

tardar mucho tiempo a encontrar dos fracciones con el mismo denominador.

Hay dos métodos que permiten hacer lo mismo de manera mas répida:

1) La multiplicaciéon de denominadores. Consiste en multiplicar el numera-
dor y el denominador de las dos fracciones que se suman por el denominador
de la otra. Asi se consigue que las fracciones resultantes tengan el mismo de-
nominador y sean equivalentes a las originales.

En el ejemplo anterior,

3,5 312 518 36 90 1%

18 12 18-12 12-18 216 216 216
2) El calculo del MCM de los denominadores. Este método se basa en el
calculo del MCM de los denominadores para encontrar el nuevo denominador

comtn. Los pasos a seguir son:

a) Calcular el MCM de los denominadores involucrados en la suma. Este
resultado serd el denominador comin. En el ejemplo, MCM(12,18) = 36.
b) Multiplicar el numerador de cada fraccién por el resultado de dividir el
MCM entre el denominador de la fraccion respectiva. Asi, en el ejemplo,
el numerador de la fraccion 1%7 que es 3, se tiene que multiplicar por el
resultado de 36 : 18 = 2; del mismo modo, el numerador de la fraccién 1—52,
que es 5, se tiene que multiplicar por el resultado de 36 : 12 = 3. Las frac-
ciones resultantes son equivalentes a las anteriores y tienen el denominador
comun:
3 6 5 15

183 12 36
¢) Finalmente, hay que sumar las fracciones con el mismo denominador en-

contradas en el apartado anterior. En el ejemplo,

3 5 6 15 21

_—t — = — 4+ — = —

18 12 36 36 36
Se puede observar que en general el primer método tiene la desventaja de ofrecer
resultados con ntimeros elevados, aunque evidentemente se pueden simplificar (es-

to siempre es recomendable cuando se manipulan fracciones), pero a menudo es
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maés rapido. El segundo método ofrece la ventaja que el resultado se presenta de
manera mas simplificada. Esto es méas facil de observar si la suma involucra varias
fracciones. Por lo tanto, si no hay demasiadas sumas y los nimeros son pequeiios,
es posible utilizar el primer método, pero si hay tres o mas, es recomendable seguir

el método del calculo del MCM.

Resta | Es la operacién opuesta a la suma, igual que pasa entre los niimeros enteros.

El resto de fracciones se reduce a la suma con la fraccién opuesta.

()

00| Ut
|
oo | no

Mutliplicacion | El resultado de multiplicar dos fracciones es una fraccién el nume-

rador de la cual es el producto de los numeradores y el denominador de la cual es el

producto de los denominadores.

La multiplicaciéon permite calcular la fraccién de un ntmero (parte que se coge
de un nimero). Por ejemplo, para encontrar el triple de 39 se hace la multiplicacién
siguiente: 3 -39 = 117. Del mismo modo, para calcular una fracciéon de un ntmero se
tiene que multiplicar la fraccion por el namero. Asi, tres cuartos de 120 es igual a
3.120 = 90.

La divisién de fracciones es el producto de una fracciéon por la inversa de

la otra. La divisiéon de dos fracciones se puede indicar de dos maneras:

| <eot o

—_
=

En el segundo caso, conviene la barra de division respecto de las barras de fraccion
para no dejar lugar a dudas sobre cual es el numerador y cuél el denominador. El
resultado de la divisién de dos fracciones es igual al producto de la fraccién que esta

en el numerador, multiplicada por la inversa de la fraccién del denominador.

11 22

7 21

72
11 3

W N

En muchos casos, las fracciones 0

que tienen por denominador 100 se
expresan en forma de porcentaje
con el simbolo %, denominado
tanto por ciento. Asi, la fraccién
23/100 se puede indicar también
como 23%, y se lee “23 por ciento”.
El calculo de tantos por ciento se
reduce al calculo con fracciones.

iCual es el orden en que se han de 9

hacer las operaciones elementales
entre fracciones? En una expresién
en la que se encadenan diferentes
operaciones entre fracciones,
primero se han de resolver los
paréntesis, después la divisién y la
multiplicacién y, finalmente, la
resta y la suma.
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Otra regla facil de recordar para hacer una division es esta: se multiplican en cruz
numeradores con denominadores y los resultados también se sitian en cruz. En el

caso anterior:

7. 2-11 22
1 3.7 21

2
37511

A partir de la division de ntimeros, se puede expresar el inverso de un ntmero
racional de otra forma: como 1 dividido entre el ntimero. Asi, por ejemplo, el inverso

17
de4/7esZ:Z
7

1.3.4. Forma decimal

La forma decimal de una fraccién es una expresién numérica que estd formada
por una parte entera, a la izquierda del punto, y una parte decimal o sencillamente
decimales, a la derecha del punto. Para obtener la forma decimal de una fraccioén, se
tiene que dividir el numerador entre el denominador, como en la divisién entera, pero
sin pararse hasta que el resto sea cero, anadiendo los decimales correspondientes. Por

12 12
ejemplo, la forma decimal de 5 es 2.4, es decir, 5 = 2.4 (y se lee “2 coma 47).

Tipos de formas decimales:

e La forma decimal se denomina estricta si la division del numerador entre el

12
denominador tiene un nimero de decimales finito. Por ejemplo: i 2.4.

e La forma decimal se denomina periédica en caso contrario. Por ejemplo:

W=

0.333333333... = 0.3. El sombrero que ponemos sobre el 3 indica el periodo (los
decimales que se repiten infinitas veces). Se puede observar que la cifra o cifras que
se repiten llevan el simbolo peridédico en la parte superior. Diferenciamos también
dos tipos de nimeros perioddicos: si el periodo empieza justo después de la coma,
hablamos de nimero decimal periédico puro (O.ﬁ’)); en cambio, si empieza des-
pués de un grupo de cifras decimales que no se repiten, hablamos de un decimal
peridédico mixto (0.15’2). Es evidente que el grupo de nimeros repetidos puede
ser superior a uno. Por ejemplo:
5627

—— =0.56838383... = 0.5683
9900

Podemos transformar la forma decimal de un ntmero en la forma fraccionaria:

e Sila forma decimal es exacta, se tiene que eliminar la coma del ntimero decimal.
El niimero resultante sera el numerador de la fracciéon. El denominador tiene que
ser un nimero cuya primera cifra sea un 1, y con tantos ceros como decimales

tiene el namero decimal. Por ejemplo, la forma fraccionaria de 3.465 es %.

e Sila forma decimal es periddica, se tienen que seguir estos pasos:

o El numerador es igual a la diferencia entre el nimero en cuestion, sin coma ni
simbolo periédico (con lo cual se transforma en un niimero entero), y el mismo

nimero, sin coma ni cifras debajo del simbolo periédico.

En las formas decimales se puede 0

separar la parte entera de la
decimal por un punto, una coma o
un apoéstrofe. Nosotros utilizaremos
el punto, la misma notacién que se
usa en el mundo anglosajén y en la
mayoria de calculadoras.
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o El denominador tiene que ser un entero con tantos 9 como cifras debajo del
simbolo periédico, y tantos 0 como cifras de la seccién decimal que no estan
dentro del simbolo periédico. Por lo tanto, la fraccién que corresponde al ni-

mero periddico es

23452 - 234 23218
990 © 990

23.452 =

Aproximaciones. Para aproximar un nimero, distinguimos entre el redondeo y el
truncamiento.

El redondeo de un nimero hasta una cifra determinada, la llamada cifra de redondeo,
consiste en escribir el nimero decimal més cercano al nimero dado, de forma que sé6lo
tenga cifras decimales hasta la de redondeo. Por ejemplo, el redondeo de % con dos
decimales consiste en encontrar el nimero decimal mas cercano a % que tenga solo
dos decimales. En este caso, es facil darse cuenta que es 0.33. Para expresar que % es
aproximadamente igual a 0.33, se utiliza el simbolo ~, que se lee “aproximadamente
igual™ % ~ 0.33. En todo caso, no hay que abusar del uso de este simbolo.

Estas son las reglas para redondear un nimero hasta una cifra determinada:

e Sila cifra siguiente a la del redondeo es inferior a 5, se eliminan todas las cifras de-
cimales posteriores a esta cifra. Asi, por ejemplo, si se quiere redondear el nimero

32.543613 a dos decimales, podemos decir que 32.543613 ~ 32.54.

e Si la cifra siguiente a la del redondeo es superior a 4, se eliminan todas las cifras
decimales posteriores a la cifra de redondeo, y se suma una unidad a la cifra de
redondeo. Asi, por ejemplo, si se quiere redondear el nimero 32.5436134 a tres

decimales queda 32.544.

e Sila cifra de redondeo es 9, se acttia del mismo modo que en una suma de niimeros
decimales cuando se suma 1 a una cifra 9. Por ejemplo, si se quiere redondear el
nimero 2.749623 a tres decimales, como que la cifra del cuarto decimal es 6, mas
grande que 4, se tiene que sumar una unidad a la tercera cifra decimal, 9, y por lo
tanto el nimero redondeado sera igual a 2.750. Fijaos que, a pesar de que 2.75 es

el mismo que 2.750, el 0 nos indica que es una aproximacién y no el valor exacto.

Podemos considerar también el truncamiento (aunque no es tan habitual). El trun-
camiento es la reduccién del nimero de digitos a la derecha del punto decimal, en la
cual se descartan los menos significativos. Por ejemplo, el truncamiento del nimero

2.56147215 a 4 decimales es 2.5614.

Ordenacion. La manera maés sencilla de ordenar dos ntimeros racionales es escribir

la expresion decimal, que muestra de manera inmediata cudl de los dos es mas grande.

Observamos que los ntimeros racionales tienen una propiedad importante: entre dos
ntimeros racionales diferentes siempre podemos encontrar otro (de hecho, se pueden
encontrar muchisimos). Para encontrar un nimero que esté entre dos otros ntimeros

cualesquiera, sélo hay que sumarlos y dividir el resultado entre 2.

Cuando hacemos operaciones con 0

fracciones siempre es mejor trabajar
con las fracciones que con las
formas decimales aproximadas,
porque asi obtenemos el valor
exacto de la operacién.
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) 3 ; 9 .
El nimero - es menor que el nimero 5 entonces es facil comprobar que
3 9
175 51

475 = 0 se encuentra entre los dos nimeros, es decir,

51
L=<
40

> W
ol ©

1.4. Numeros reales

Todos los nimeros que hemos visto hasta ahora forman parte del conjunto de nimeros

reales que definiremos en este apartado.

1.4.1. Potencias

Cuando se tiene una expresién con un grupo de multiplicaciones con los mismos
factores, para abreviarla se puede usar una potencia. Por ejemplo:

TTTTT=T
———

5
Se puede observar que la potencia estd formada por dos nimeros:

e La base de la potencia, que es el nimero que se multiplica varias veces. En el

ejemplo, la base es 7.

e El exponente de la potencia, que indica el ntimero de veces que se repite la base

en la multiplicacién. En el ejemplo, el exponente es 5.

Para designar una potencia, se usa la expresiéon “elevado a”. En el ejemplo, 75 se lee
“siete elevado a cinco”, o incluso “siete elevado a la quinta potencia”. Hay dos casos
particulares: si el exponente es 2, se utiliza la expresion “al cuadrado” (por ejemplo,
82 se lee “ocho al cuadrado”), y si el exponente es 3, se utiliza la expresion “al cubo”

(por ejemplo, 53 se lee “cinco al cubo”).

Igual que en los nimeros naturales, el uso de potencias en los nimeros enteros es
una manera de abreviar un producto reiterado de un mismo nimero. Por ejemplo:
(-3) - (-3) - (-3) - (-3) = (-3)™. Ahora bien, en este caso es imprescindible poner
los paréntesis porque el exponente afecta tanto al nimero como al signo. En caso
contrario, no se estaria indicando la misma operacién, es decir, -3%=-3.3.3. 3; por
lo tanto, el exponente s6lo afecta al nimero y no al signo. Para establecer el signo de
la potencia de un ntimero entero, se tienen que tener en cuenta el signo del nimero y

la potencia:

e Si el signo del nimero es positivo, el nimero resultante sera positivo. Por ejemplo,
(+2)% = 23
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e Si el signo del nimero es negativo, el nimero resultante:

o serd positivo si el exponente es par. Por ejemplo, (—2)4 = 24, ya que el producto
de 4 veces un nimero negativo es positivo.
o serd negativo si el exponente es impar. Por ejemplo, (—2)5 = —25, ya que el

producto de 5 veces un nimero negativo es negativo.

La potencia de una fraccién es igual a otra fracciéon con los mismos numerador y

denominador, pero elevados al exponente de la potencia. Asi, por ejemplo:
7\ 7
G) -5
Ademas, se puede definir una potencia con exponente negativo, que es igual al inverso

de la misma potencia con exponente positivo. Por ejemplo:

Raices. Del mismo modo que la diferencia es la operacion opuesta a la suma, y
la division es la operacién opuesta a la multiplicacion, la radicacién es la operaciéon

opuesta a la potenciacién. Los tipos més importantes de radicacién son:

e La raiz cuadrada. Se trata de la operacion opuesta a elevar al cuadrado. Se usa
el signo VaRL signo radical, con el niimero en el interior. Por ejemplo, como 5 al
cuadrado es 25, entonces, la raiz cuadrada de 25 es igual a 5,

5°=25 —\/25=5
y se lee “la raiz cuadrada de 25 es 5” (o simplemente “la raiz de 25”). Del mismo
modo,

70 =49 —V49=7
El ntimero que esta en el interior del signo radical se denomina radicando, y el

resultado se denomina a veces raiz.

e La raiz cabica. Es la operacion opuesta a “elevar al cubo”. Se usa el signo a
con el niimero en el interior. En este caso, se dice que el 3 (que esta en la parte
superior del signo) es el indice de la raiz. (Observamos que en el caso de la
raiz cuadrada no tenemos el indice.) Por ejemplo, como 5 al cubo es igual a 125,
entonces la raiz cibica de 125 tiene que ser igual a 5:

5% =125 — V/125=5
y se lee “la raiz ciibica de 125 es 5”. Del mismo modo,
2° =8 — V/8=2

e Otras raices. De manera similar a la raiz ctibica, se pueden hacer raices de dife-
rentes indices. Asi, por ejemplo:
La raiz de indice 4, la raiz cuarta, de 625 es 5 (\4/@ =5), ya que 5% = 625.
La raiz de indice 5, la raiz quinta, de 32 es 2 (/32 = 2), ya que 2° = 32.

En el caso de los ntimeros negativos, se tiene que tener en cuenta que no es posible

calcular la raiz de indice par. Por ejemplo, la expresion \/—4 es incorrecta porque no
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hay ningin nimero entero cuyo cuadrado sea -4; en general, no hay ningtin nimero
cuyo cuadrado sea un nimero negativo. En el caso de los nimeros fraccionarios, su

raiz se calcula:

16 4 (4)2 16
— == a que -] =—.
2% 5 YA 5] " 25

En todo caso, la raiz de una fraccién siempre se puede expresar como una fracciéon de

raices. Por ejemplo:

Toda raiz se puede expresar también como una potencia con exponente un nimero

fraccionario igual al inverso del indice. Por ejemplo:

V16=167  otambiéen V27 =275
De este modo, se puede expresar conjuntamente la raiz de una potencia. Por ejemplo:
272 = 27%. Es decir, la raiz de una potencia es igual a una potencia el exponente de
la cual es una fraccién de numerador igual al de la potencia y de denominador igual

al indice de la raiz. Otro ejemplo:
V(E) ()
81) \s1

Propiedades potencias y raices. Para simplificar los calculos con potencias y
raices (recordamos que una raiz se puede expresar en forma de potencia de exponente

fraccionario), es 1util usar estas propiedades:

e Potencia de exponente 1. El resultado de una potencia de exponente 1 es igual

ala base

5' =50 bien (-3)' = -3

e Producto de potencias de la misma base. Para multiplicar potencias con la

misma base, basta con sumar los exponentes dejando la base sin modificaciones

aP . q? = gPe

3%.32-3%2_-3% vaque3*.32=(3-3-3-3)-(3-3)=3-3-3-3-3-3=3°.

(&) (@) -3
81 81 “\s1 “\s1

e Cociente de potencias de la misma base. Para dividir potencias con la

misma base, basta con restar los exponentes dejando la base sin modificaciones.

af :a?=aP™?
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= yaque T = (77777 1) (777 T) =TT =72

(8)?(8)?_(8)3‘?_(8)2
81/ "\81 “\s1 “\s1

e Potencia de exponente 0. Cualquier potencia (con base diferente del 0) de

exponente 0 resulta siempre igual a 1 m .

9021,yaqu693_3:93:93:1

e Potencia de una potencia. El resultado de elevar una potencia cualquiera a

otro exponente es igual a una potencia que tiene por base la base de la potencia,

y el exponente de la cual es el producto de exponentes .

(54)3 _ 54-3 — 512, ya que (54)3 _ 54 ) 54 . 54 _ 54+4+4 _ 512.

3
(64)§ 2_(64)5'3_(64)‘2
729 “\729 “\729)

e Producto de potencias con el mismo exponente. El resultado de multiplicar
varias potencias con el mismo exponente es igual a una potencia la base de la

cual es el producto de bases y el exponente de la cual es el exponente comin.

al - = (a-b)P|.

83.5%=(8-5)3=40%, ya que 8%-5°=8-.8-8-5-5-5=(8-5)-(8-5)-(8:5) =
(8-5)3 = 40°

(8)3 (25)2_(8 25)2_(200)2
81 4) “\81 4/) \324

e Cociente de potencias con el mismo exponente. El resultado de dividir dos

potencias con el mismo exponente es igual a una potencia cuya base es el cociente

de bases y cuyo exponente es el exponente comin. |a” : b = (a : b)P|.

12°:3% = (12:3)% = 4% ya que 12°: 3% = (12-12-12-12-12) : (3-3-3-3-3) ==
(4-3-4-3-4-3.4-3.4-3):(3-3-3-3.3)=4-4.4-4.4=45

(&) (&) - (&%) - (=)
81) "\a) “\s81 4/ \2025
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Se tiene que tener en cuenta que estas propiedades son correctas siempre que a, b, p, q
sean nimeros racionales correctos para la operaciéon que se tiene que hacer. Por ejem-
plo, en el caso de la potencia de exponente 0, la base no puede ser 0; en el caso de los
exponentes, sabemos que no pueden tener el denominador par si la base es negativa

(porque no existe la raiz de indice par de un niimero negativo).

1.4.2. Numeros irracionales

Después de estudiar los ntimeros racionales nos podemos preguntar si hay nimeros
que no son racionales. Recordamos que un nimero racional se tiene que poder expresar
en forma de fraccién de ntmeros enteros o, lo que es lo mismo, en forma de nimero
decimal exacto o periddico. Pero hay ntmeros que no se pueden expresar de este
modo, puesto que por muchos decimales que se calculen, no aparecen repeticiones

constantes de cifras. Por ejemplo:.

V2 = 1.41421356237309504880168872420969808 . . .
V/3 = 1.73205080756887729352744634150587237 . . .

Este tipo de niimeros se denominan niimeros irracionales.

Dicho de otro modo, los ntimeros irracionales son aquellos que no se pueden expresar
en forma de una fraccién de nimeros enteros, es decir, son aquellos que no son racio-
nales (de hecho, el nombre irracional ya hace referencia a esta caracteristica de no ser

racional).

No es facil demostrar que un ntimero, como /2 o /3, es irracional, ya que nadie
puede asegurar que en cifras decimales mas avanzadas no se pueda encontrar la parte
periodica del ntimero, y tampoco es sencillo demostrar que un ntimero no se puede
expresar como una fracciéon de niimeros enteros.

Veamos como se haria para comprobar que /2 es un néimero irracional.

Demostracién: TLa prueba de que /2 es irracional se hace por reducciéon al
absurdo, es decir, supongamos que V2 es un namero racional y veremos que esta
suposicion es absurda.

Asi, pues, comencemos suponiendo que este nimero es racional: dicho de otra forma,
que se puede expresar como una fraccion irreducible /2 = % de manera que a, b son
nimeros naturales y tales que MCD(a,b) = 1.

Si hacemos el cuadrado de la igualdad, tenemos que 2 = ‘;—; y si se multiplican los
dos lados de esta igualdad por b?, obtenemos que 2- b2 = a?.

Si ahora descomponemos el ntimero 2 - b, obtendremos como minimo un 2 (si no
maés). Por tanto, como que a? tiene que ser igual a 2- b2, también la descomposicién
de a? tendra como minimo un 2. En otras palabras, tiene que existir un ntimero a’ de
manera que a = 2-a’. Por tanto, a? = (2-a’)% =4-a’?.

Recopilemos estas dos informaciones: 2-b% = a® =4-a/? y por tanto 2-b% = 4.a'?,
simplificando, b2 = 2-a'?.

De forma similar a como lo acabamos de hacer para a, podemos decir que hay un
namero b’ que cumple b = 2-b’. Asi, pues, de la misma forma que antes, b2 = (2-b')2 =
4.2,

Por tanto, podemos llegar a la conclusion que, por una parte, a =2-a’ y, por otra,
b=2-b" entonces, a y b tienen un divisor comin: el 2. Pero este hecho no es posible:
habiamos afirmado que a y b tenian que ser primos entre ellos, el MCD(a,b) = 1.

En definitiva, es absurdo suponer que /2 = %, siendo a y b primos entre ellos, ya

que esta suposicion nos lleva a la conclusion que a y b nunca pueden ser primos entre

No es lo mismo decir que el 0

producto de potencias es igual a la
potencia de la suma, que la suma
de potencias es igual a la potencia
del producto (esto dltimo es falso).
Es decir, no es cierto que:

aP + a9 = P4

iQué es una demostracion por 9

reduccién al absurdo? Se empieza
asumiendo como una verdad lo
contrario de lo que se quiere
demostrar y se acaba llegando a
una contradiccién porque lo que se
ha asumido no es cierto.
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ellos. Este hecho demuestra que v/2 no puede ser un ntmero racional. Por tanto, tiene

que ser un numero irracional. 1

Se podria generalizar este hecho a cualquier raiz cuadrada de un namero primo, es
decir, se podria demostrar de manera parecida que todo niimero de la forma ,/p, con

p un namero natural primo, es irracional.

La mayor parte de las raices (de cualquier indice) de cualquier namero racional son
nimeros irracionales, pero no todos los nimeros irracionales son raices porque hay
una multitud de nimeros irracionales que tampoco se pueden expresar como una raiz

de un namero racional.

Entre estos nimeros hay el denominado pi, que proviene de la letra del alfabeto griego
que lo representa, m. El nimero 7 indica cuantas veces més grande es la longitud de
la circunferencia (277, donde r es el radio de la circunferencia) en relaciéon con su
didmetro, y su forma decimal es:

m = 3.1415926535897932384626433832795028841972...

Otro namero irracional muy importante es el denominado ntimero e, cuyo valor es:

e = 2.7182818284590452353602874713526624...

Se puede observar que los nimeros irracionales conocidos, aparte de las raices, se
designan con una letra (con una expresion alfabética, el nombre del descubridor o
el nombre que la comunidad cientifica decida); esto es asi porque estos nimeros no
se pueden expresar de manera exacta de ninguna otra manera conocida: ni mediante

una expresion decimal (ni fraccionaria) ni como rafz.

Otros ejemplos:

e Seccién aurea o divina proporcion (¢). Es el ntimero conocido desde la an-
tigiiedad para expresar diferentes relaciones entre elementos de ciertas figuras
geométricas. Por ejemplo, la relacién entre la diagonal de un pentagono regular y
uno de sus lados es igual a la seccién durea. La arquitectura griega esta llena de
templos que parecen tener relaciéon con la secciéon aurea: el cociente entre el lado
més largo y el més corto de la base se suele acercar muchisimo a este nimero.
Numéricamente, la razén aurea se puede calcular de manera sencilla: ¢ = 1+T\/5

e Constante de Brun. Es la suma de los inversos de los nimeros primos de las
formas p y p + 2 (llamados primos gemelos). Se trata de encontrar esta suma:

B:(1+1)+(1+1)+(i+i)+(i+i)...
3 5 5 7 11 13 17 19
En 1919 Brun demostré que la suma de todos los primos gemelos es un nimero,

aunque no se puede asegurar con total certeza que sea un ntimero irracional.

e Constante de Catalan (apellido del matematico belga del siglo XIX Eu-
géne Catalan). Es la suma o resta alternada de la inversa de todos los nameros

impares elevados al cuadrado:

L~ g - -

G
Leonardo da Vinci, en el dibujo E/
hombre de Vitrubi, que representa
un hombre dentro de un circulo y
un cuadrado, ha querido
representar la seccién aurea: el
cociente entre la altura total del
hombre (b) y la altura hasta el
ombligo (a) es, aproximadamente la
razén aurea, un namero irracional.
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Hay matematicos que se han dedicado a buscar el maximo nimero de cifras decimales
posibles de algunos de estos ntimeros irracionales con la ayuda de ordenadores y

programas potentes.

Estos son algunos de los ntmeros irracionales mas famosos con sus primeros digi-
tos decimales (en muchos casos no se ha demostrado atn que se trata de nimeros

irracionales, aunque se intuye que si):

Fuente: http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html. Datos del 2010.

En la préctica, se suele utilizar una aproximacién decimal (por redondeo) de cualquier
nimero irracional, con el nimero suficiente de decimales segtin la situacion real en la

que estemos.

1.4.3. Definicién

Todos los ntimeros, racionales o irracionales, forman parte del denominado conjunto
de ntimeros reales. El nimero % es un nimero real que es racional, mientras que el

nimero 7 es un nimero real que es irracional.

El conjunto de todos los ntimeros reales se simboliza con R. Ademas, cada uno de los

conjuntos numéricos estudiados también se designa con un simbolo:

N designa el conjunto de nimeros naturales.
7 designa el conjunto de niimeros enteros.

Q designa el conjunto de nimeros racionales.


http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html
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R \ Q designa el conjunto de nimeros irracionales.

Los diferentes conjuntos de nimeros (naturales, enteros, racionales y reales) mantie-
nen relaciones de inclusién segin lo que hemos visto: el conjunto de los nimeros
naturales es incluido en el conjunto de los niimeros enteros; este, a su vez, es incluido
en el conjunto de nimeros racionales; finalmente, este es incluido en el conjunto de

ntimeros reales.

Para senalar relaciones de inclusion, se usa el simbolo c, que indica que el conjunto
que se sitta a la izquierda es incluido en el conjunto que se sitiia a la derecha. Asi,

pues:

NcZcQcR

Gréficamente:

Racionalizacién. No es usual dejar una fraccion con raices en el denominador. Por
eso, es habitual eliminarlas siempre que sea posible. Este proceso se denomina racio-
nalizacién de la fraccién. Para conseguirlo, es muy comiin multiplicar numerador y

denominador por alguna expresién que permita eliminar las raices del denominador.

Ejemplo. Racionalizacion.

1L _1v3 V3 V3
=

VBT VEE(VBY

En muchos casos, también podemos encontrar una suma o resta de raices en el deno-
minador. En estos casos, se tiene que multiplicar el denominador y el numerador por

la operacion opuesta del denominador (el conjugado del denominador).

Ejemplo. Racionalizacion.

4 4(vB+vB)  4(VB+VB)
NV T v R B A &

Esto es asi porque (\/§— \/5) . (\/§+ \/E_)) = (\/§)2 = (\/5)2 =3-5=-2.
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1.4.4. Operaciones

Las operaciones béasicas entre nimeros reales son la suma y la multiplicaciéon. La resta
v la divisiéon se definen a partir de la suma y de la multiplicacién. Con esta finalidad,

hay que definir unos elementos especiales:

e El elemento neutro de la suma es el 0, cuya propiedad principal es: si a es un

nimero real, a+0=0+a = a.

e El elemento neutro de la multiplicacién es el 1, cuya propiedad principal es:

si @ es un numero real, a-1=1-a =a.

A partir de estos elementos, se pueden definir:

I
©

e El opuesto de un nimero real a, que es —a y que cumple: a+(—a) = (-a) +a

e El inverso de un niimero real a (excepto el 0), que es % vy que cumple: a - % =
1

E~a:1.

A partir de estos elementos, se pueden definir:

e La resta de dos nameros, que es igual a la suma con el opuesto. Es decir, si a, b

son ntimeros reales, a — b = a + (-b).

e La divisién de dos niimeros, que es igual a la multiplicacién con el inverso. Es

decir, si a, b son nimeros reales, y b+ 0, ¥ =a- %

e La potenciaciéon de nameros reales, que es, siempre que sea posible, si a es un

ntimero real, n y m son nimeros enteros (todos diferentes de cero):

Propiedades de las operaciones. Las propiedades de la suma de niimeros
reales (que también se cumplen para nimeros naturales, enteros y racionales) son las

siguientes:

e Propiedad conmutativa. El orden de los sumandos en una suma de dos o méas

nimeros no altera el resultado: a +b=b+a

T+(-2)=-2+(+7)=5

3 2 2 ( 3) 1
——+===+|-=]=-=
6 6 6 6 6

e Propiedad asociativa. El resultado de una expresion con dos o mas sumas de
nimeros enteros no depende del orden como se agrupan las diferentes sumas:

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)
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e Elemento neutro de la suma de nimeros igual a 0 es aquel que, sumado a
cualquier otro, no lo modifica: a + 0 = 0+ a = a. Los niimeros naturales no tienen,

puesto que 0 no es un nimero natural.

e Elemento opuesto de un niimero es otro nimero que, sumado al anterior, es
igual al elemento neutro de la suma, es decir, igual a 0. Observamos que, para
calcular el opuesto de un nimero, Gnicamente se tiene que cambiar su signo; el
elemento opuesto de a es —a, y cample: a+(-a) = (-a) +a = 0. Todo niimero tiene
un dnico opuesto y los dos niimeros tienen el mismo valor absoluto. Los nimeros

naturales no tienen opuesto, puesto que en este conjunto no tenemos nimeros

negativos.

Igualmente, también tenemos las propiedades del producto de ntimeros reales (esto
quiere decir que también se cumplen para ntimeros naturales, enteros y racionales),

que son las siguientes:

e Propiedad conmutativa. El orden de los factores de un producto de dos o méas

ntimeros racionales no altera el resultado: a-b=5b-a

e Propiedad asociativa. El producto de méas de dos factores no depende del orden

como se hacen las multiplicaciones: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)
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e Propiedad distributiva del producto respecto de la suma. El producto de
un numero por la suma de dos nimeros es igual a la suma de los productos del
primer ntimero por cada uno de los otros dos:

a-(b+c)=(b+c)-a=a-b+a-c

5. (4+(-3)) = —5-4+ (=5) - (-3)

2 (1 4) 2 1 2 4 18
oozt = —
3 \56 7 3 5 3 7

e Elemento neutro del producto. Es aquel que, multiplicado por cualquier otro,

no lo modifica. El elemento neutro de la multiplicaciéon del 1 es: a-1=1-a = a.

e El inverso de un namero. Es el nimero que cumple que el producto de ambos
es igual al elemento neutro del producto, es decir, es igual a 1. El inverso del
nimero a es %, y cumple: a - é = é -a = 1. Los nimeros naturales y enteros no

tienen inverso; en cambio, todo niamero real, excepto el 0, tiene un inverso. Por

ejemplo, el inverso de % es 3, ya que % 5 =1

1.5. Expresiones numéricas

1.5.1. La recta numérica

Una de las maneras habituales de representar los niimeros es en una recta, que recibe
el nombre de recta numérica.

Empezamos con los ntimeros enteros, que por sus caracteristicas se representan como
infinitos puntos equidistantes (puntos que estan a la misma distancia) en una recta.

Estas caracteristicas son:

e No hay ningiin ntimero entero que sea el primero ni tampoco el ultimo. Es decir,
dado un ntmero entero cualquiera, siempre se puede encontrar un nimero que
es menor y otro niimero que es mayor. Este hecho no se cumple con los niimeros

naturales, con los cuales el menor siempre es 1.

e Un namero entero y el siguiente siempre se diferencian por una unidad. (Esta

caracteristica es comtn con los nimeros naturales.)

e Los niimeros enteros se pueden listar ordenados de izquierda a derecha y, eviden-
temente, esta lista siempre es incompleta.

=T, -6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7...

Asi, pues, una representacion posible de los niimeros enteros puede ser esta:
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También es posible representar nimeros enteros no consecutivos, aunque la diferencia

entre uno y el siguiente siempre tiene que ser habitualmente la misma.

El 0 no hace falta que esté en el centro de la representacion; incluso puede no estar

entre los ntimeros representados.

En cuanto a los nimeros racionales, recordemos que entre dos nimeros racionales
diferentes siempre podemos encontrar otro. Esta circunstancia permite prever que
los niimeros racionales pueden cubrir muchos mas puntos de la recta en la cual se
representan, y siempre podremos ampliar una seccién cualquiera de esta recta porque

siempre encontraremos mas ntimeros racionales.

Los ntimeros reales (igual que los anteriores) estan ordenados de menor a mayor. Asi,
se pueden representar los ntmeros reales en una recta, que denominaremos recta
real. El hecho de que haya muchos més ntimeros irracionales que racionales da una
idea de los “vacios” que hay en la representaciéon de los nimeros racionales en una
recta. Esto no pasa con los nimeros reales: la recta real estd completamente llena de
nimeros reales; es decir, cada punto de la recta se corresponde con un nimero real.

| [ |
5% 55 55 5% 55 562 SE [ S8 O7
1.2
| | | | | | I/,I/_I, |

I I I I I I I I I I
45 48 5 52 54 55[ -

+2
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Intervalos. Un intervalo es el conjunto de todos los nimeros mas pequeios (o
iguales) que un nimero dado y mas grandes (o iguales) que otro. Estos dos nimeros
son los extremos del intervalo. Por ejemplo, los nimeros comprendidos entre el —5
y el 6 forman un intervalo, los extremos del cual son el =5 y el 6. Este intervalo se

puede representar en la recta real de este modo:

En cada intervalo se tiene que indicar si alguno de los extremos esta incluido en el
intervalo en cuestién: si un extremo pertenece al intervalo, se denomina intervalo
cerrado por este extremo (y se denota con un corchete); si un extremo no pertenece
al intervalo, se denomina intervalo abierto por este extremo (y se denota con un
paréntesis). Por ejemplo, el intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha,
de extremos —5 y 6, se escribe (—5,6], y su representacion es la siguiente (el punto
lleno indica que este valor pertenece al intervalo, un punto blanco indica que el valor

no pertenece):

A veces, se tiene que representar un intervalo que tiene un extremo pero no el otro;
se usa el simbolo oo (con signo + o -), que se lee “infinito”. Por ejemplo, todos los
nimeros reales hasta el 5, el 5 incluido, conforman el intervalo (—oo, 5]; todos los
ndimeros mayores que —3, el —3 no incluido, se representan con el intervalo (-3, +00).

La flecha indica todos los valores hasta —oco 0 +00 respectivamente.

-+

1.5.2. Notacién cientifica

Muchas ciencias requieren nimeros muy grandes o inusualmente pequefios. La astro-

nomia, por ejemplo, necesita trabajar con nimeros grandes porque las distancias con

que trabaja son inmensas; en cambio, la fisica de particulas, como investiga entes
diminutos, utiliza nimeros muy pequeiios.

Para evitar nimeros como, por ejemplo:
1403400000000000000000000000000000000000000, o bién,
0.000000000000000000000000000000000874,

se requiere una notacién mas compacta y eficiente: la notacién cientifica.

Los ntimeros anteriores se escribirfan con notacién cientifica de la manera siguiente:

1.4034-10*
8.74-107*
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Se puede observar que la expresion se descompone en dos partes:

(1) Un ndimero decimal cuyo el valor absoluto es mas grande que 1 o igual, y menor

que 10, denominado mantisa.

(2) Una potencia de diez, denominada simplemente exponente.

El producto de ambos niimeros tiene que coincidir con el nimero en cuestion. Se
puede observar que esta manera de escribir un nimero simplifica la escritura, y la

informacion de cuantos 0 se tienen que poner se encuentra en el exponente. Asi, pues:

e Para expresar un nimero que esta en notacion decimal en notacion cientifica, se

tiene que encontrar la primera cifra diferente de cero por la izquierda del nimero.

o La mantisa es igual a un nimero la cifra de las unidades del cual es precisa-
mente esta cifra diferente de cero y las siguientes del cual forman su seccién

decimal (evitando escribir ceros innecesarios).

La mantisa del namero 0.000000000000323 es 3.23 y la mantisa del nimero
180200000000000 es 1.802.

o El exponente de la potencia de 10 es igual al nimero de cifras del nimero
menos uno si el nimero no tiene decimales (el nimero es muy grande). En
cambio, si se trata de un niimero con decimales (el ntimero es muy pequeiio),
el exponente es negativo y es igual, en valor absoluto, al nimero de ceros del

nimero.

180200000000000 = 1.802 - 10'* 0 bién 0.000000000000323 = 3.23 - 1073

En todo caso, el exponente cumple las reglas habituales de potenciacion.
e El paso de la notacion cientifica a la usual sigue las indicaciones siguientes:

o Si el exponente es negativo, se tiene que desplazar la coma decimal de la
mantisa hacia la izquierda tantas posiciones como indique el nimero del ex-
ponente (sin signo), afiadiendo tantos 0 como sea necesario. Por ejemplo,

1.032-107Y = 0.000000001 032.
—_——

9 posiciones
o Si el exponente es positivo, se tiene que desplazar la coma decimal de la mantisa
hacia la derecha tantas posiciones como indique el exponente, afiadiendo los 0
que hagan falta.

Por ejemplo: 5.201 - 101 = 520100000000.
———

11 posiciones



© FUOC o PID 00273914 43 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

1.5.3. Igualdades notables

Algunos célculos acostumbran a aparecer recurrentemente en varios contextos ma-
tematicos. Este es un buen motivo para conocer cudl es su desarrollo y las posibles
equivalencias con otras expresiones mas ttiles o simples. Normalmente, estas expre-
siones acostumbran a enunciarse en forma de producto de otras expresiones, y por eso
se conocen como igualdades notables. Algunos de estos productos notables y sus
resultados son los siguientes (también se da la expresion con la cual se acostumbra a

denominarlos):

e Productos de 2 expresiones:

(a+ b)2 =a’+2-a-b+b” el cuadrado de una suma
2 2 2 . .
(a=b)"=a""-2-a-b+b la diferencia de cuadrados

(a+b)-(a-b) = a®-b® suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados

(a—b)~(a?’+c12-b+a-l22+b3):a4—b4

(a—b)~(a4+a3-b+a2~b2+a~b3+b4):as—b5

(a+b+c)?=a’+b7+c*+2-a-b+2-a-c+2-b-c

e Producto de 3 expresiones:

(a+b)-(a+b)-(a+b)=(a+b)*=a’+3-a® b+3-a-b°+b> cubo de una suma

(a-b)-(a=b)-(a—b)=(a-b)*=a’-3-a®> b+3-a-b—b> cubo de una diferencia

Siguiendo las propiedades mencionadas con anterioridad, se pueden demostrar todas

estas igualdades. Veamos algunos ejemplos:

El cuadrado de la suma: (a+b)> = a®+2-a-b+ b

Demostracion: Desarrollemos (a + b)2 = (a +b) - (a + b). Para ello se aplica la
propiedad distributiva dos veces, con lo cual:
(a+b)-(a+b)=(a+b)-a+(a+b)-b=a’+a-b+b-a+b?

Por la propiedad conmutativa del producto b-a = a-b, de forma que b-a+a-b=2-a-b.
Por lo tanto, la expresion anterior es igual a a® + 2-a- b+ b?, tal como se ha dicho al

principio. 1

El cuadrado de la diferencia se encuentra de manera similar, teniendo en cuenta que

se trata de una resta.

La suma por la diferencia: (a +b) - (a —b) = a® — b

Demostraciéon: En este caso, también se tiene que aplicar dos veces la propiedad
distributiva:
(a+b)-(a-b)=(a+b)-a—(a+b)-b=a?+b-a-a-b-b?=a®-b2

tal como se decia al principio. I
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Resumen

Los ntimeros naturales '

’ Los nimeros naturales son aquellos que sirven para contar: 1, 2, 3, ...

El orden de prioridad de las operaciones es:

(1°) Paréntesis.
(2°) Divisién entera.
(3°) Producto.

(4°) Sumas y restas.

jlmportante!

e La resta tiene que salir positiva para que esté bien definida.
e La division:

Puede ser exacta. Por ejemplo, 15 : 3 = 5; en este caso decimos que 15 es

miltiplo de 3, y que 3 es divisor de 15.

Puede ser no exacta. Por ejemplo, 17 : 3 no da exacto; en este caso denomina-
mos
7 = 3 - 5 + 2

S~ S~ ~—— S~
dividendo divisor cociente residuo

Un ntmero se llama primo cuando no tiene ningin otro divisor que no sea el 1 y él
mismo. Por ejemplo, 11 es primo, pero 12 no lo es. Decimos que 12 es un niamero

compuesto.

Cualquier nimero natural se puede escribir como producto de nimeros primos, que es

lo que denominamos descomposicion en factores primos. Por ejemplo, 24 = 23.3.

La descomposicién en factores primos se puede usar para calcular el minimo comutn
miltiplo (MCM) y el maximo comin disor (MCD). Por ejemplo, calculemos

la descomposicién de 24 y 90 y tenemos que 24 = 23.3 y90=2- 32.5.

e Para calcular el MCM, tenemos que coger los factores primos no comunes y
después los comunes a los dos nimeros con el exponente més grande de los dos.

mem (24, 90) = 2% - 32 . 5 = 360.
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e Para calcular el MCD, tenemos que coger solo los factores primos comunes a los

dos ntimeros con el exponente menor.

MCD(24,90) = 2-3 = 6.

Dos niimeros se llaman coprimos o primos entre ellos si su MCD vale 1 (de manera

equivalente, si no tienen factores primos comunes).

Los ntmeros enteros '

Se trata de una generalizacion de los nimeros naturales, incluidos el 0 y los nega-

tivos (que precedemos con el signo —, mientras que podemos preceder los positivos

del signo + o no ponerles ningtin signo).

El valor absoluto de un nimero entero es el mismo nimero sin signo. Por ejemplo,

| —4]= 4] = 4.

Las divisiones y productos se calculan como si fueran niimeros naturales pero teniendo

en cuenta la regla de los signos siguiente:

e Silos dos niimeros que multiplicamos o dividimos tienen el mismo signo, el resul-

tado tendra signo positivo. Por ejemplo, 2-3 =6,y (-4) - (1) = 4.

e Si los dos nimeros que multiplicamos o dividimos tienen signos diferentes, el

resultado tendra signo negativo. Por ejemplo, (-2)-3=-6,y 4-(-1) = -4.

Ordenacion de numeros enteros

Signos

> significa mayor que: 58 > 12

< significa menor que: -3 < 12

Caracterizacion

e Cualquier nimero positivo siempre es mayor que cualquier niimero negativo.
o Tl 0 es mayor que cualquier nimero negativo y menor que cualquier niimero positivo.

e Entre dos enteros negativos, el mayor es aquel que es menor sin signo.

Operaciones y desigualdades

e Suma o resta de un mismo nmerg con dos nimeros: se mantiene la misma relacién
de orden que en los dos ntimeros originales.

e Multiplicacién o divisién de dos nimeros por un mismo nimero entero: se man-
tiene la misma relacion de orden solo si este tltimo nimero es positivo, y la invierte
sl es negativo.
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Los ntimeros racionales '

Dos o mas fracciones son eguivalentes si
representan la misma parte. Por ejemplo, la
fraccion 1/2 representa el mismo nimero
que la fraccion 2/4.

P

Todas las fracciones equivalentes entre si representan el mismo niimero racional, y la mejor representacion
de este nlimero es la fraccion irreducible.

Una fraccion irreducible es aquella cuyo
numerador y denominador son primos

Los numeros fraccionarios o entresi.
fracciones permiten representar las La manera de encontrarla, llamada
situaciones en las que se obtiene o simplificacion, consiste en dividir

numerador y denominador de la fraccion

o de a parl 2 et 1 L
fedieund patideniabjcta original por el MCD de ambos.

Forma decimal de un ntimero racional

La forma decimal de un nimero racional est4 formada por una parte entera, a la izquierda
del punto, y una parte decimal, a la derecha del punto.

e La forma decimal se denomina estricta si tiene una cantidad finita de decimales.

e La forma decimal se denomina perioédica en caso contrario. En este caso, las cifras
que se repiten se indican mediante el simbolo periodico (sombrero) en la parte superior

12 5627 —
— =24 —— =0.5683838383 ... =0.5683
5 9900

De la forma fraccionaria a la forma decimal

12
Se tiene que dividir el numerador por el denominador: = =24

De la forma decimal a la forma fraccionaria

3465
e Sila forma decimal es estricta: 3.465 = ——.
1000

e Sila forma decimal es periddica:

~ 23452-234 2321
23.452 = 345 3 = 3218
990 990
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Las operaciones con niimeros fraccionarios

La suma

Denominadores iguales

Se suman los numeradores y se mantiene el mismo denomina-
dor:
3 2 3+2 5

4 4 4

4

Denominadores diferentes

Se buscan fracciones equivalentes con el mismo denominador
(normalmente, el MCM de los dos denominadores) y se suman
siguiendo el procedimiento anterior:

2 15
o2
9 18

5

6

4 19
18 18

Métodos para encontrar el mismo denominador

Multiplicar los

denominadores

t

-9
-9

2-6 45
+— =
9-6 54

12 57
54 54

[N
O N
=]

Calcular el MCM
de los denomina-

dores 5+2 _ 5-3+2-2 15+4 19
6 9 1 18 18 18
MCM(6,9)=18
18/6=3
18/9=2
La resta
Suma con el opuesto:

4 2 4 (—2)

—_Z 4=

7T 3 7 3

La multiplicacion

Se multipliquen los numeradores entre ellos para obtener el nuevo numerador,
y los denominadores entre ellos para obtener el nueve denominador:

2 (—2) _2-(-2) -4
3 \7/)7 3.7 "2
2 2 125 250
La fraccion de un namero | dos tercios de 125 es 3 <125 = 3 . =S = =
. 3 . 7
El inverso de un naimero 7 es el inverso de 3
La division
Es el producto del numerador por el inverso del denominador
1.3,5.36_36_18
5746 45 4.5 20
Potencias y raices I
Potencia y raiz son dos operaciones inversas.
. operaciones inversas B
Potencia Raiz
Exponente Indice
1
7 S_7.7.7-343 @ ——M S \/343=7
N
base base
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Para unificar las dos operaciones, se introduce la potencia de exponente fraccionario:

Caracteristicas de las raices segin los tipos de nimeros

Potencies Raices
Numeros naturales | Base y exponente son ni- | Indice y base son nameros
meros naturales naturales

) Base y exponente son nt- | Indice y base son ntmeros
Nuameros enteros meros enteros enteros

Si el indice es par, la base
tiene que ser positiva

Base y exponente son nimeros racionales

Nimeros racionales | fdjce y exponente son inversos

La base tiene que ser positiva si el denominador del
exponente es par

Propiedades de las potencias y las raices. Suponemos a, b, p, ¢ niimeros raci-

onales.

e La potencia de exponente 1 es igual a la base: al = a.

e El producto de potencias con la misma base es la potencia con la misma base y

"
la suma de exponentes: a” -a™ = a" """,

e El cociente de potencias con la misma base es la potencia con la misma base y la

n—-m

resta de exponentes: 2:1 =a
e La potencia de exponente 0 (con base diferente de 0) vale 1: a®=1.

e La potencia de una potencia resulta ser una potencia con la misma base y producto

de exponentes: (aP)? = aP?.

e El producto de potencias con el mismo exponente es una potencia con el mismo

exponente y el producto de las bases: a” - b* = (a-b)? .

e El cociente de potencias con el mismo exponente es una potencia con el mismo

a a
exponente y el cociente de las bases: i (5)

Los ntmeros reales '

Los naimeros reales incluyen los nimeros racionales, que a la vez incluyen los

numeros enteros, los cuales incluyen los niimeros naturales:

NcZcQcR.

Los nameros irracionales (R \ Q) son todos aquellos niimeros reales que no son

nimeros racionales, es decir, que no se pueden expresar como una fraccién de enteros.



© FUOC o PID 00273914 49 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Notacién cientifica. Consiste en escribir un nimero como producto de un decimal
con una Gnica cifra no decimal cuyo valor absoluto es mayor o igual a 1 y menor que

10 (mantisa), y una potencia de 10 (ezponente):

Exponente

!
1.352 +10 36

Mantisa
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Ejercicios resueltos

1. Simplifica la expresién siguiente:
25-8-77 .5
35.252.(-5)3.493
Solucién

Para simplificar cualquier expresion, se tienen que aplicar las propiedades de las potencias, con
el fin de agrupar las potencias con la misma base, y simplificar posteriormente las potencias
repetidas tanto en el numerador como en el denominador.

El procedimiento es:
1) Descomponer cada uno de los factores tanto del numerador como del denominador.

2) Ordenar los factores y agrupar los que tienen la base comun:

25 = 5.5=52
8 = 2.2.2=28
7 = 71
5 = 5-1
3 = 3.1

49 = 7.7=72

3) Simplificar los factores comunes al numerador y al denominador:

25.8-77-5% 52.23.77. 54 52.923.77.54

35.252.(-5)3.493  35.(52)2.53.(72)3  35.54.53.76

257756 23.7
-2 ' v __ =_93.7.375.571,
35.57.76 35.5

2. Simplifica la expresion siguiente:

Solucion

Para simplificar una expresion con raices y potencias, se tienen que descomponer los nimeros
de la base y aplicar las propiedades de las potencias para llegar a la expresiéon méas sencilla
posible.

Los pasos que seguimos son:
1) Descomponer la base.
2) Transformar las raices en potencias de fracciones.

3) Operar los exponentes siguiendo las propiedades de las potencias:

We AE-6)0 ) -0

3. Racionaliza la expresion siguiente:

4
V3-5

Solucion

Racionalizar una fraccién consiste en eliminar las raices del denominador para obtener una
fraccion equivalente:

Empezaremos multiplicando el numerador y el denominador por el conjugado del denomina-
dor /3 + /5, y utilizaremos (V3 +/5) - (v3-/5) = (v3)? - (v5)" =3-5 = —2. Con todo
esto tenemos:

4 4-(v3+5) 4-(V3+VB) 4-(V3+V5)

VRV POV v Pvy S e e A ACR0)
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4. Racionaliza la expresiéon siguiente:

V142

Solucion

Empezamos por eliminar la raiz cibica del denominador multiplicando numerador y deno-

minador por ( Y 1+ \/5)2

5-(Vieva) s (VieR)

Vi (Viva)y eV

Ahora procedemos como en el ejemplo anterior multiplicando y dividiendo por el conjugado
del denominador y, aplicando la igualdad notable de una suma por una diferencia, obtenemos:

5.(31+\/§)2.(1—\/§) 5-(31+\/§)2-(1—\/§) . 2
(1+v2)-(1-v3) 1-2 :_5'( 1+ﬁ) (1-v2)
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Ejercicios para practicar con las soluciones

5. Simplifica las expresiones siguientes expresando como una sola potencia, raiz,
etc. segiin cada expresion:

(a) 2\/2v/z

(b) 72.3%.V/72.33

o VG
(d) 2v3+yV5 - 423+ 6y\/5
(e) V2- V1. ¥22

R

V180 + /45 - \/405
3-V5
6. Racionaliza las expresiones siguientes:
(a) 3V5+7V2

VE+V2
4++5

6V3
5-3V3
5+3V3

(g)

(b)

()

Soluciones

B~

T

ot
—
~

73.3%

—
=3

‘\l

)

)

) 51

d) -3zv3+7yV/5
)
)
)

)

—~ o~

5
23

~—~

(-3)75
0

—~
]

1+4+/10
3

43 +/15
18

(e) 15v/3-26
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2. Ecuaciones

Indice
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2. 1.1, Definicion ......couveiiim e 53
2.1.2. ElemMentos . ....uuiuttiuetine ittt 55
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2.2.1. DefiniciOn ... e 58
2.2.2. SOIUCIONES ...t 59
2.2.3. Ecuaciones equivalentes ...............ooiiiiiiiiiin 59
2.2.4. Proceso de resolucion...............ooiiiiiiiiiiiiiia 60
2.3. Ecuaciones de primer grado.........ccoiiiiiiiiiiaa... 63
2.3.1. DefiniciOn .......oiuiiiiiiii e 63
2.3.2. Soluciones ... 64
2.3.3. Proceso de resolucion ..........oeviiiiiiiiiiiiiiiii e 64

2.4. Ecuaciones de segundo grado .......ccoviiiiiiieieennnns 67

2.4.1. DefiniciOn ......ooiiiiiiiii e 67
2.4.2. Proceso de resolucion.............c.cooiiiiiiiiiiiiiiiia 68
2.4.3. SOIUCIONES . .viint it 71
2.4.4. Ecuaciones cuadraticas .............oooiiiiiiiio 72
2.5. INecuaciones ......ociiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieianeennns 74
2.5 1. Deflnicion ......cooveiiiimiiii i 74
2.5.2. SOIUCIONES .. vtittt i 74
2.5.3. Proceso de resolucion..............ooiiiiiiiiiiiiiiia 75

2.1. Expresiones algebraicas

2.1.1. Definicién

Por expresion algebraica se entiende cualquier combinacion de letras y nimeros £Qué es una expresion algebraica? Q
Por expresién algebraica se entiende
relacionados entre si por signos de operaciones. Asi, si bien una expresion numérica cualquier combinacién de niimeros,
letras y signos de operacién. Las
viene dada por nimeros y signos de operacién entre si, una expresiéon algebraica letras de una expresién algebraica
se tienen que tratar como si fueran
también contiene letras, que operan entre si o con otros nimeros. niimeros, y por eso se pueden

sumar, restar, multiplicar y dividir,
siguiendo las mismas reglas que los
nimeros. Las expresiones
algebraicas permiten expresar
operaciones entre cantidades

a—23-c+5-d-7-a- y desconocidas sustituyendo el valor
desconocido por una letra concreta.

Ejemplo. Expresion algebraica.

Las letras de una expresion algebraica se tienen que tratar como si fueran nimeros:
se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir, y cumplen, como veremos, las mismas

propiedades que las operaciones entre nimeros.
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Las expresiones algebraicas se pueden usar en problemas reales, en los cuales se des-
conoce el valor de algin elemento. Asi, por ejemplo, si una persona va a comprar y
adquiere 3 kg de limones a 1.09 € el kilogramo, y 2 kg de patatas a 0.78 € el kilogramo,

para calcular el valor de la compra se tiene que hacer:

3:-1.09+2-0.78

Ahora bien, si no se conoce el precio del kilogramo de limones ni tampoco el precio
del kilogramo de patatas, puede asociarse a cada valor una letra (relacionada con
el nombre siempre que sea posible). Asi, si por ejemplo usamos ! para el precio del
kilogramo de limones, y p para el precio del kilogramo de patatas, el valor de la

compra anterior vendria dado por la siguiente expresion:
3:-1+2-p

Esta expresion algebraica permite calcular el valor total de la compra cuando se
conozcan los precios por kilogramo de los limones y de las patatas, sustituyendo las

dos letras por sus valores reales.

En las expresiones algebraicas, al multiplicar un nimero por una letra normalmente
no se pone el signo de multiplicacidén, sino que se mantiene la letra seguida del nimero,
y con esta notaciéon se sobreentiende que se trata de un producto. De acuerdo con

esta convencion, la expresion algebraica anterior también puede escribirse asi:

20+ 3p

Las letras de una expresién algebraica también pueden sustituirse por ntimeros con-
cretos. Por ejemplo, en la expresién algebraica 4z — 2y + 6 puede sustituirse la letra
z por el valor 3, y la letra y por el valor 4. En este caso, la expresion algebraica se

transforma en

4- 3 -2- 4 +6
—— ——
x

Entonces, se dice que el valor numérico de la eipresi(’)n algebraica 4x — 2y + 6, cuando
la z vale 3 e y vale 4, es igual a 4-3 —2-4 + 6, es decir, es 10. En definitiva, el
valor numérico de una expresién algebraica se halla sustituyendo las letras
por nimeros concretos, operando y obteniendo el resultado. Es evidente que el valor
numérico de una expresion algebraica depende de los valores concretos que reciben

las letras.

Ejemplo. Valores numéricos de una expresion algebraica
Dada la expresion algebraica

dx -2y + 6

Siz=5ey=2,su valor numérico es igual a 4-5-2-2+6 =22
Six = -3 ey =—1, su valor numérico es igual a 4-(-3) —2-(-1) +6=—4

Si x = -2 e y = 5, su valor numérico es igual a 4-(-2) —2-5+6 = —-12
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2.1.2. Elementos

Una expresion algebraica puede escribirse a partir de varias sumas (recordemos que iCuales son los elementos bésicos y 9
las propiedades de las expresiones

las restas son sumas con el opuesto) de ciertos productos mixtos (o, incluso, divisiones, algebraicas? Los sumandos de una
expresion algebraica estan formados

aunque, de momento, no se usaran divisiones con denominadores que contengan letras) por letras y niimeros. Cada uno de
los sumandos se denomina término

de niimeros y letras. Cada uno de estos sumandos se denomina término. y las letras se denominan variables.

Una expresién algebraica puede
convertirse en otra de equivalente
aplicando las propiedades de las
operaciones entre letras y niimeros,
que son las mismas que las
propiedades de las operaciones
entre niimeros reales.

Ejemplo. Términos de una expresion algebraica.

Dada la expresion algebraica:

a—3c+ 2d - bax

identificamos:
Términos (hay 4): a,—3c¢,2d y —baz
Variables: a,c, d, x.

Recordemos que entre variables o entre ntimeros y variables es preferible obviar

los signos de multiplicar - o x.

Propiedades de la suma y el producto. Las propiedades de la suma y el pro-
ducto de nimeros y letras son las propiedades ya conocidas de las operaciones entre

nimeros reales.

e Elemento neutro de la suma. Es el 0 porque, sumado a cualquier otra letra o

nimero, no lo modifica: a+0=0+a = a.

e Elemento neutro del producto. Es el 1 porque, multiplicado por cualquier

otra letra o nimero, no lo modifica: a-1=1-a = a.

e Elemento opuesto de a. Es —a porque, sumados, el resultado es el elemento

neutro de la suma: a + (—a) = (-a) +a = 0.

e Inverso de a. Es % (siendo a # 0) porque su producto es el elemento neutro del
1

producto: a - L_1.,-1.
a a

e La resta. Es la operacioén que consiste en sumar el opuesto: a — b =a + (=b).

e La divisi6én. Es la operacién que consiste a multiplicar por el inverso: % =a- %

siendo b # 0.

e Propiedad conmutativa de la suma. La suma de dos elementos no depende

del orden en el que se realiza: a +b = b+ a.

e Propiedad asociativa de la suma. La suma de tres elementos no depende del

orden en el que se hagan las diferentes sumas: a+b+c=(a+b) +c=a+ (b+c).

e Propiedad conmutativa del producto. El producto de dos elementos no de-

pende del orden en el que se realice: a-b="b-a.
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e Propiedad asociativa del producto. El producto de tres elementos no depende

del orden en el que se hagan los diferentes productos: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

e Propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Un producto de
un elemento por una suma puede descomponerse como la suma de los productos

del elemento por cada uno de los sumandos: a-(b+c)=(b+c)-a=a-b+a-c.

2.1.3. Manipulacién

Con el fin de simplificar una expresion algebraica de cierta longitud, tienen que apli-
carse las propiedades de la suma, resta, multiplicacién y divisién. La simplificaciéon
consiste en convertir la expresion original en otra que sea equivalente, pero con el
minimo numero de términos posible. Aunque la manera de simplificar no es tnica
(las propiedades pueden aplicarse en otro orden), el resultado final es generalmente

muy parecido.

Veamos como utilizar las diferentes propiedades en la misma expresioén con el objetivo

de simplificarla. Consideremos la expresion algebraica

a—4b—-3a+5a—-b

1) Se resuelve la suma —3a + 5a utilizando la propiedad distributiva:

-3a+5a=(-3+5)-a=2a
Por tanto,

a—4b-3a+5a-b=a—-4b+2a-b

2) Por la propiedad conmutativa, podemos agrupar los términos con a y los términos

con b
a—4b+2a-b=a+2a—-4b-b
3) Por la propiedad del elemento neutro del producto, a =1-a

a—-4b+2a-b=1la+2a—-4b-1b

4) Por la propiedad distributiva aplicada dos veces, una a los términos con a y la

otra a los términos con b,

la+2a—-4b-1b=(1+2)-a+(-4-1)-b

y simplificando algo mas,

la +2a—4b—1b=3a - 5b

Ejemplo. Simplificaciéon

a—4b — 3a + 5a — b es equivalente a 3a — 5b.

iEn qué consiste simplificar una 9

expresién algebraica? La
simplificacién de una expresién
algebraica consiste en su reduccién
al minimo nimero de términos
posible utilizando las propiedades
de las operaciones que intervienen
en ella. Aunque las propiedades
pueden aplicarse en orden diferente,
el resultado final tiene que ser el
mismo.
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Esta tltima expresion, al ser mas breve que la anterior, facilita la manipulacion. Por

eso, es recomendable simplificar toda expresién algebraica, del mismo modo que se

simplifica una fraccién hasta obtener la fraccion irreducible o se encuentra el resultado

de una expresion numérica.

2.1.4.

Propiedades

Una igualdad entre expresiones numeéricas esta formada por dos expresiones nu-

meéricas, denominadas miembros de la igualdad, y un signo de igualdad (=) interpuesto

entre ambas. Las igualdades pueden ser ciertas o falsas.

Una igualdad numérica es cierta si el resultado del miembro de la izquierda
es igual al resultado del miembro de la derecha. Por ejemplo:
3:4-5=38-15-2-1

puesto que tanto el resultado de la derecha como el de la izquierda es 7. En este

caso, se dice que ambas expresiones numéricas son iguales.

Una igualdad numérica es falsa si el resultado del miembro de la izquierda
no es igual al resultado del miembro de la derecha. Por ejemplo, esta igualdad es

falsa:

4.(-2)+8=3-7-11

porque el resultado de la izquierda es 0, mientras que el resultado de la derecha

es —74.

De manera parecida a una igualdad numérica, una igualdad entre expresiones

algebraicas esta formada por dos expresiones algebraicas, denominadas miembros

de la igualdad, y un signo de igualdad (=) interpuesto entre ambas. Las igualdades

algebraicas también pueden ser ciertas o falsas.

Una igualdad algebraica es cierta si la expresion algebraica del miembro de
la izquierda puede convertirse en el de la derecha aplicando las propiedades de las
operaciones descritas anteriormente. Por ejemplo:

a—4b—-2a+5a—-b=4a-5b

es una igualdad cierta porque a —4b —2a + 5a — b se puede transformar en 4a — 5b

usando las propiedades de las operaciones.

Una igualdad algebraica es falsa si la expresion algebraica del miembro de la

izquierda no puede convertirse en el de la derecha. Por ejemplo:

3a+2=3a

es una igualdad falsa porque 3a + 2 no puede nunca ser 3a.

Ahora bien, hay igualdades algebraicas que no son ni ciertas ni falsas. Por ejemplo:

i Qué son las igualdades entre
expresiones numéricas y entre
expresiones algebraicas? Una
igualdad entre expresiones
numeéricas estad formada por dos
expresiones numeéricas y un signo
de igualdad interpuesto entre
ambas, las cuales pueden ser ciertas
o falsas. Una igualdad entre
expresiones algebraicas esta
formada por dos expresiones
numeéricas y un signo de igualdad
interpuesto entre ambas, las cuales
pueden ser ciertas o falsas, pero
también pueden ser ni ciertas ni
falsas.

o
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2a-5b—-4=3x+y

En este caso, no puede afirmarse que la expresion de la derecha pueda transformarse
en la de la izquierda, ni tampoco que esto sea imposible. Este tipo de igualdades son
las que pueden denominarse propiamente ecuaciones; hablamos de ellas en el préximo

apartado.

2.2. Ecuaciones
2.2.1. Definicién

Una igualdad entre expresiones algebraicas también puede denominarse ecuacién. En

este caso, las letras se llaman incégnitas.

Ejemplo. Ecuaciones.

4da-b+c = 3a-6b+7

20 +2y+8 = 2x+7

En el primer caso, las incégnitas son a,b y c. En el segundo caso, son z e y.

Cada uno de los sumandos de cada uno de los miembros se denomina término. El
nimero que multiplica cada término se llama coeficiente. Un término que no contiene

ninguna incégnita se denomina término numérico o término independiente.

Cada término de una ecuacion puede tener varias incognitas que se multiplican. El
nimero de incognitas que se multiplican es el grado del término. Se dice que el

grado de una ecuacién es el maximo grado de los términos que forman la ecuacién.

Ejemplo. Grado de un término y grado de una ecuacion.
Dada la ecuacién

3xy — 2a + 5x2y2 =z +1la’z

El término 11a’x tiene 3 incognitas que se multiplican, una x y dos a. Por

tanto, su grado es 3.

El grado de la ecuacion es 4, ya que el término con mas incognitas es 5x2y2,

y tiene 4 (dos z y dos y).

Las incégnitas de cada miembro de una ecuacién pueden sustituirse por valores nu-
méricos concretos. Por ejemplo, en la ecuaciéon 2x + 4y — 5 = 4= — 5y puede sustituirse

la z por 1, y la y por 5 obteniendo

2.1 +4- 5 -5=4-1 -5- 5
N—— N—— —— N——

i Qué es una ecuacién y qué es una 9

solucién de una ecuacién? Una
igualdad entre expresiones
algebraicas también puede llamarse
ecuacién. Las igualdades entre
expresiones algebraicas mas
interesantes son aquellas en las que
no se puede establecer a priori su
certeza o falsedad. La solucién de
una ecuacién corresponde a
aquellos niimeros que,
sustituyéndolos en las incégnitas,
permiten transformar la ecuacién
en una igualdad numeérica cierta.
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De este modo, la ecuacién se transforma en una igualdad entre expresiones numeéri-
cas. En este caso, la igualdad numeérica resultante es falsa porque el miembro de la

izquierda es 17, mientras que el de la derecha es —21.

Este proceso se denomina sustituciéon de las incégnitas de una ecuacién por
numeros y, como se ha visto, da lugar a una igualdad numérica. Esta igualdad

numeérica resultante puede ser:

e Falsa, como en el dltimo ejemplo.

e C(Cierta. Por ejemplo, si sustituimos en la misma ecuacién 2 en el caso de la z, y
1 en el caso de la y, obtendremos 2:-2+4-1-5=4-2-5-1, y ambos miembros

resultan iguales a 3.

En casos como este iltimo, cuando se trata de una igualdad numérica cierta y se halla
el valor que hace cierta la igualdad, se dice que se ha encontrado una solucién de

la ecuacion.

Una solucién de la ecuaciéon 2z + 4y — 5 = 4x — 5y se compone del cambio de la = por
2, y de la y por 1. Dicho de otro modo, x =2 e y = 1 es una solucién de la ecuaciéon
anterior porque hace cierta la igualdad. De ahi que digamos que una solucién de una

ecuacion tiene que otorgar un valor a cada una de sus incognitas.

2.2.2. Soluciones

La solucién de una ecuacioén se define como cada uno de los valores de las variables
para las que se cumple la igualdad. Se dice “cada uno de los valores” porque una

ecuacién puede tener mas de una solucién.

Ejemplo. Soluciones de una ecuacion.
Dada la ecuaciéon

2z +4y -5 =4x - dy

z=2ey=1es unasolucién, yaque 2-2+4-1-5=4-2-5-1.
—_——— ——
3 3

z =11 e y =3 es una solucién, ya que 2-11+4-3-5=4-11-5-3.

29 29

2.2.3. Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones que tienen exactamente las mismas soluciones se denominan ecuaci-

ones equivalentes. Asi, las ecuaciones

Tr—3=6x—-4 y 1ldx-6=12x-8

iQué son las ecuaciones
quivalentes y cémo p

hallarse? Dos (o mas) ecuaciones
son equivalentes si tienen las

mismas soluciones. A pesar de que

no siempre es sencillo determinar si
dos ecuaciones son equivalentes,
para encontrar una ecuacién
equivalente a otra, solo hay que
sumar, restar, multiplicar o dividir
ambos miembros de esta ecuacién
por un mismo niimero. Esta
manipulacién de una ecuacién
permite encontrar las soluciones.

o
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son equivalentes, ya que la tGnica solucién en ambos casos es

Veamoslo:

e Para la primera ecuacion 7-(-1) -3 = 6-(—1) —4, el resultado en ambos miembros

es —10.

e Para la segunda ecuaciéon 14 - (-1) = 6 = 12 (-1) — 8, el resultado en ambos

miembros es —20.

Por tanto, x = —1 resuelve ambas ecuaciones, lo que confirma que son ecuaciones

equivalentes.

No siempre resulta facil encontrar un procedimiento para determinar si dos ecuaciones
son equivalentes. En todo caso, es interesante saber como puede transformarse una
ecuacidn para obtener otra que sea equivalente, porque es una de las manipulaciones

que permiten hallar soluciones de una ecuacion.

Estos son los procedimientos usuales:

e Sumando o restando el mismo numero en ambos miembros. Por ejemplo, si de la

ecuacién
Tr—-—3=6x—-4
se resta 2 a ambos lados, la ecuacion resultante es
Tx—3-2=6x—4-2

Y, operando, se obtiene 7x — 5 = 6z — 6. La soluciéon en ambos casos es z = —1.
Visto esto, se puede afirmar que 7z -3 =6x -4y 7Tz — 5 = 6z — 6 son ecuaciones

equivalentes.

o Multiplicando o dividiendo ambos miembros por el mismo nimero. Por ejemplo,

si los miembros de la ecuacién
Tr—-3=6x—-4
se multiplican por 3, se obtiene
3-(7z-3)=3-(6x-4)

es decir 21x—-9 = 18z —12. Ambas ecuaciones tienen por solucién x = —1. Por tanto,

se concluye que 7x —3 =6z —4 y 21x — 9 = 18x — 12 son ecuaciones equivalentes.

2.2.4. Proceso de resolucién

Antes de empezar a resolver una ecuacion, tiene que simplificarse al maximo. Por sim-
plificar una ecuacion se entiende el hecho de reducir cada miembro a una expresion

con un Gnico término numeérico y agrupar los términos con la misma variable.

i Qué conviene hacer antes de
resolver una ecuaciéon? Antes de
resolver una ecuacién, conviene
simplificarla al maximo agrupando
en cada miembro de la ecuacién los
términos con la misma variable que
intervienen en ella. Si la ecuacién
contiene denominadores, es muy
recomendable también buscar una
ecuacién equivalente que no los
tenga.

o
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Ejemplo. Simplificar una ecuacién.

dr+3-2x-1=10+6zx-2-x
Hay que simplificar ambos miembros uniendo los elementos dependientes de
x, por un lado, y los términos numéricos, por el otro. Asi, se convierte en la
ecuacion equivalente:

2r+2 =8+ bz

En los casos en que la ecuacion contiene ntimeros fraccionarios, conviene (a pesar de
que no es imprescindible) transformar la ecuacion en otra equivalente que no contenga
denominadores.
Por ejemplo, para eliminar los denominadores de la ecuaciéon

3z 2 1

Y-
5 3 3

se puede seguir este procedimiento:

1) Se busca el MCM de los denominadores. En el caso del ejemplo, MCM(5,3) = 15.

2) Se escribe el mismo denominador en todos los términos, se divide el MCM entre
el denominador que tienen (si no tienen denominador, significa que es igual a 1)
y se multiplica el resultado por el numerador.

En el ejemplo, la ecuacién anterior se escribiria

9z 10 60x 5 . 9x—-10 60x-5
— — — = — — — vy, de manera equivalente, = .
15 15 15 15 15 15

3) Se elimina el denominador de ambos miembros (multiplicandolos por el valor de
este mismo denominador). De este modo, queda una ecuacién equivalente sin
denominadores.

En el ejemplo, se multiplican los dos miembros por 15:

9z - 10 60z -5
. =15-
15 15

15

de donde resulta
9z —10 =60z -5

siendo esta tltima una ecuacion sin denominadores.
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Ejemplo. Simplificar una ecuacién con nimeros fraccionarios.
Para simplificar la ecuaciéon

3x
5

W N
Il
I
8
|
|

calculamos el MCM de los denominadores, hallamos los numeradores asociados
y obtenemos la ecuacién equivalente
9z -10 60z -5
5 15

de donde resulta la ecuacién equivalente sin denominadores

9z — 10 = 60x — 5

Por resolucién de una ecuacién se entiende el proceso de encontrar las solucio-
nes de una ecuacién. Este proceso consiste en manipular la ecuacién para conseguir
las incognitas y los valores numéricos por separado. De manera equivalente, puede

hablarse del proceso de aislar la incognita de la ecuacion.

El proceso de aislamiento, base de la resolucion de cualquier ecuacién, consta de tres
pasos principales: agrupar los términos numeéricos, agrupar los términos del mismo
grado y eliminar adecuadamente los coeficientes de las incognitas. La manera de pro-

ceder en este dltimo caso dependera del grado de estos términos.

Veamos un ejemplo con una ecuacién de primer grado. Queremos resolver la ecuaciéon

de primer grado

20 —4 =14 - 4x

Procederemos asi:

1) Se agrupan los términos numéricos:
2 —4-(-4) =14 -4z - (-4)
Se simplifica y se obtiene
20 =18 - 4x

2) Se agrupan los términos del mismo grado, en este caso solo de grado 1:

2z — (—4z) = 18 — 4z — (—4z)
Se simplifica:
6z =18

3) Se eliminan adecuadamente los coeficientes de las incognitas, en este caso solo

una, la x:

simplificando

iEn qué consiste resolver una
ecuacion? Consiste en buscar todas
sus soluciones. La dificultad en la
resolucién depende de muchos
factores, entre los cuales estan el
nimero de incégnitas y el grado de
la ecuacién. A veces, solo es posible
encontrar una aproximacién de
alguna de las soluciones; en este
caso se dice que se ha encontrado
una solucién numérica de la

ecuacién.

o

i Qué significa aislar una incégnita
de una ecuacion? El proceso por el
que una incégnita de una ecuacién
queda en solitario en uno de los
miembros se denomina aislar la
incégnita de la ecuacién. Este
proceso es la base de la resolucién
de toda ecuacién.

o
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Asi conseguimos aislar la incognita y, a la vez, después de aislar la incognita, conclui-

mos que la solucién de la ecuacién es x = 3.

La bisqueda de las soluciones de una ecuacién, o directamente la resolucién de una
ecuacion, suele ser un problema matematico no siempre facil de abordar. En todo caso,
hay cierto tipo de ecuaciones, con unas caracteristicas muy concretas, que tienen una
resolucién relativamente sencilla y metodica. Las caracteristicas que determinan la

dificultad en la resolucién de una ecuacién son:

e El ndmero de incdgnitas de la ecuacidon. Cuanto mas pequeiio es el nimero de
incognitas, mas sencilla resulta su resoluciéon. Asi, la més usual tiene 1, 2 o, como
méximo, 3 incognitas. De todos modos, si no se dice explicitamente lo contrario,

se suele reservar el término ecuacidn para las ecuaciones con una sola incognita.

e El grado de la ecuacidn, es decir, el méaximo grado de los términos que forman la
ecuacion. Por lo general, puede decirse que cuanto més pequeiio es el grado de

una ecuacion, méas sencillo seré resolverla.

La complejidad de una ecuacién puede impedir la resolucién exacta. En estos ca-
sos puede intentarse una resolucién numérica, es decir, una resolucién con valores

aproximados.

. .3 . .
Por ejemplo, la ecuacién z° — 3z + 2 = £ — 5 no es una ecuacién sencilla de resolver
de manera exacta. Una solucién numérica de esta ecuacién puede ser x = —2.5891, ya

que, sustituyendo en la ecuacién, se obtiene

(~2.5891)° — 3 (—2.5801) + 2 = (~2.5891) — 5 — —7.5886 ~ —7.5891

Es decir, los resultados estan muy préximos. Por eso, se trata de una solucién numé-

rica.

La investigacién de soluciones numéricas de una ecuaciéon es uno de los problemas
mateméaticos que ha experimentado un mayor progreso gracias a la incorporacién
cada vez méas generalizada de ordenadores potentes que permiten realizar una gran

cantidad de calculos en poco tiempo.

2.3. Ecuaciones de primer grado
2.3.1. Definiciéon

Se dice que una ecuacién es de primer grado, o lineal, con una incégnita
cuando se trata de una ecuacién con una unica incoégnita que aparece una vez por

elemento como maximo, es decir, siempre con exponente 1.

Ejemplo. Ecuacion de primer grado con una incognita.

3r—2=5x+6

iQué es una ecuacion de primer 9

grado con una incégnita? Es una
ecuacién con una inica incégnita
que aparece con exponente 1. Una
ecuacién de primer grado tiene en
general una Gnica solucién, que es
un niimero real. Toda ecuacién de
primer grado con una incégnita
puede expresarse en su forma
normal ax + b =0, con

MCD(a,b) = 1.
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2.3.2. Soluciones
En cuanto al tipo de solucién, si hay, puede ser un nimero natural, entero, racional

o real.

Ejemplo. Soluciones de una ecuaciéon de primer grado con una incognita.

z = —1 es la solucién de la ecuacion 1 — x = 2x + 4 porque

1-(-1)=2-(-1)+4

2 —2+4
3 ., .
aw = 1 es la solucion de la ecuaciéon 2 — 3z = z — 1 porque
9_3.2.3_4
4 4
=0V

En cuanto al nimeros de soluciones, una ecuacién lineal con una incégnita puede:

e No tener ninguna solucién. Por ejemplo,

5x—T7=>5x+12

no tiene solucién, puesto que al simplificarla obtenemos la ecuacién equivalente
Oz =19 y no hay ningin nimero real que, multiplicado por 0, dé 19. Estos casos

son igualdades algebraicas falsas.
e Tener solucion. En este caso pueden darse dos posibilidades:

o Cualquier niimero es una solucién de la ecuaciéon. Por ejemplo, la ecuaciéon

5z -3 =5z -3
tiene como solucién cualquier nimero (tiene infinitas soluciones), ya que al sim-
plificarla obtenemos la ecuacion equivalente Oz = 0, y todo nimero real multipli-

cado por cero es cero. En estos casos se trata de igualdades algebraicas ciertas.

o Hay una tnica solucién. Por ejemplo, la ecuaciéon

2e—-1=3x+4

solo tiene una solucion, que es x = -5, ya que la ecuacién dada es equivalente a

la ecuacion —1 — 4 = 3z — 2.

La mayor parte de ecuaciones de primer grado y, esta claro, las més interesantes, son
de este tltimo tipo. La resolucién de una ecuacién de primer grado se habra logrado

cuando se encuentre esta tinica solucion.

2.3.3. Proceso de resoluciéon

La resolucién de una ecuacién de primer grado consta de varios pasos. Estos pasos se

dan con el objetivo de convertir la ecuacién inicial en una ecuacién equivalente pero

i Cuales son los pasos de la
resolucién de una ecuacién de
primer grado? Son
fundamentalmente tres: agrupar
términos numéricos, agrupar
términos de grado 1 y eliminar el
coeficiente de la incégnita.

o
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maés sencilla de resolver. Si este proceso se repite, al final se obtendra una ecuacion
de resolucién inmediata. Dado que todas las ecuaciones son equivalentes, la solucién

obtenida en el dltimo paso también lo serd de la ecuacién planteada inicialmente.

Los pasos que han de seguirse en este proceso pueden resumirse en tres, que ejempli-
ficamos con la resolucién de la ecuacion

20 +2=8+5z

Paso 1| Agrupamos todos los términos numéricos que aparecen. Normalmente,
se suelen agrupar en el miembro de la derecha. De este modo, solo quedara un

término numeérico en la ecuacion. El procedimiento es sencillo.

Se tiene que restar de ambos miembros el término o términos numéricos de la

izquierda, de forma que la ecuacién resultante sea equivalente de la inicial.

De acuerdo con el ejemplo, el término numérico de la izquierda es 2. Asi, pues, se

trata de restarlo en ambos miembros

2¢ +2-2=8+5x-2

Una vez simplificada, se transforma en una ecuacién maéas sencilla que la inicial,
porque el miembro de la izquierda no tiene término numérico, sin dejar de ser (y

esto es fundamental) una ecuaciéon equivalente a 2x + 2 = 8 + 5.

Paso 2 | Agrupamos los términos con incégnita. Habitualmente, se agrupan los
términos con incognita en el miembro de la izquierda. El proceso es similar al que

agrupa el término numérico.

Se tiene que restar a ambos lados el término o términos de grado 1 del miembro

de la derecha. De este modo, se obtiene una ecuacién equivalente méas sencilla.

En el ejemplo, el término de grado 1 del miembro de la derecha es 5x. Por lo tanto,

se trata de restarlo de ambos miembros:

2rx—5x =6 + 5xr—Hx
que, simplificado, queda
-3x=06

En este paso se puede averiguar si la ecuacion tiene o no solucién.

e Si el coeficiente de la incognita es el mismo en los dos miembros

o No hay solucion si el término numérico no es 0.

Por ejemplo, la ecuaciéon

3z =3z -2
quedaria, después de seguir este paso, 0 = —2, que es una igualdad falsa y,
por lo tanto, la ecuacion no tiene solucion.

o Cualquier niumero es solucidn de la ecuacion si el término numérico es 0.

Por ejemplo, en la ecuacién

8xr = 8x

Paso 1
Este primer paso es conocido por la
expresién “pasar el término
numérico al otro miembro,
cambiado de signo”. Esto es asi
porque parece que esta es la
transformacién que se hace:

2z +2 =8+ 5zx-2
Esta afirmacién es falsa, pero es
una buena manera de recordar y
acelerar este paso. Es conveniente,
pues, no olvidar el auténtico
proceso que tiene lugar.

/)

Paso 2
Este paso es conocido por la
expresién “pasar el término de
grado 1 al otro miembro, cambiado
de signo”. Esto es asi porque este
es aparentemente el proceso que se
sigue:

2z -6x =6+5x
Esta afirmacién es falsa, pero es
una buena manera de recordar y
acelerar este paso. Es conveniente,
pues, no olvidar el auténtico
proceso que tiene lugar.

/)
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es sencillo darse cuenta de que cualquier nimero que sustituya la x es solucién

de la ecuacién porque se trata de una igualdad algebraica cierta.

e FEn caso contrario, la ecuacidn tiene una unica solucion. Lo veremos en el caso

del ejemplo estudiado.

Paso 3| Tenemos que “eliminar” los coeficientes de la incégnita para que esta

quede sola, es decir, aislada en el miembro de la izquierda. El procedimiento es

también sencillo.

Se trata de dividir ambos miembros de la ecuacién entre el coeficiente que

multiplica el término de grado 1 del miembro de la izquierda.

En el ejemplo considerado, el coeficiente de grado 1 del miembro de la izquierda

es —3. Si dividimos ambos miembros entre este nimero el resultado es

-3x 6

de donde resulta z = —2.

Es evidente, pues, que la solucién de la ecuacion planteada inicialmente es —2,
porque las ecuaciones intermedias que se han ido obteniendo son todas equivalen-

tes.

Ejemplo. Resolver una ecuacién de ler grado con una incégnita.

20+ 2 =8+ b5z
Trabajamos con ecuaciones,
20 = 6+5z
-3z = 6

hasta tener la incognita aislada que, en principio, es la solucion:

T==2

La comprobacién de la solucién (acciéon que se recomienda realizar siempre) es muy
sencilla. Solo hay que sustituir la x de la ecuacién inicial por el valor encontrado, que
en principio es la solucion.
En este caso, x = -2

4-(-2)+3-2-(-2)-1=10+6-(-2) -2 - (-2)

En los dos miembros el resultado es el mismo.

De acuerdo con lo que hemos dicho, y tal como acabamos de comprobar, el proceso
de resolucion de una ecuacién de primer grado consiste fundamentalmente en aislar la
incognita en uno de los miembros de la ecuacion para que en el otro miembro aparezca
la solucién de la ecuacion.

Foérmula de resoluciéon La solucién de una ecuacién de primer grado puede ob-
tenerse a partir de una féormula, que se deduce de los pasos descritos en el apartado
anterior. Para ello, en primer lugar, la ecuacién que se ha de resolver tiene que con-

vertirse en una ecuacién equivalente en la que el miembro de la derecha sea 0.

Paso 3
Este altimo paso es conocido por la
expresién “pasar el coeficiente de la
incégnita al otro miembro, con la
operacién contraria”. Esto es asi
porque este es aparentemente el
proceso que se sigue:

3 x=—
Esta afirmacién es falsa, pero es
una buena manera de recordar y
acelerar este paso. Es conveniente,
pues, no olvidar el auténtico
proceso que tiene lugar.

/)

iExiste una férmula para hallar la
solucién de una ecuacién de primer
grado? La manera mas sencilla de
encontrar la solucién de una
ecuacién de primer grado es
transformarla en una ecuacién del
tipo axz +b =0, con a # 0.
Entonces, la féormula de la solucién
de esta ecuacién es = = %4

o
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La generalizaciéon de este procedimiento recibe el nombre de la forma normal de la

ecuacién de primer grado con una incognita, y puede escribirse siempre de este modo:

a-z+b=0
donde z es la incoégnita y a # 0 y b son valores reales conocidos.

En particular, a es el coeficiente de la incégnita (que no puede ser 0 porque si no ya
no serfa una ecuacion de primer grado) y b es el término numeérico independiente. De
este modo, la solucién general de una ecuacion de este tipo es

-b

T =
a

Ejemplo. Deduccién de la forma normal y la solucién general de una ecuacion
de primer grado.
La ecuacién
dr—-3=2x+5
es equivalente a la ecuacion en forma normal
2x-8=0

8
Entonces, la solucién es x = 5= 4.

Ejemplo. Soluciones generales de una ecuaciéon de primer grado.

La solucion de la ecuacion 3x —5=0 es x

Il
W | ot

La soluciéon de la ecuacion 2z +5=0es x

La soluciéon de la ecuacion -3z — 3 =0esx= rs

2.4. Ecuaciones de segundo grado
2.4.1. Definicién

Diremos que una ecuacién es de segundo grado con una incégnita cuando
tratamos una ecuacién con una sola incognita que contenga términos de segundo

grado, es decir, cuando la incognita esté elevada al cuadrado.

Ejemplo. Ecuaciones de segundo grado con una incégnita.

3ac2+6ac—4 = 2x+5

22 —4x+5 = 3x°-5r+4

iCoémo se expresa, de manera
general, una ecuacién de segundo
grado con una incognita? Se puede
expresar de manera normal. La
forma normal de cualquier ecuacién
de segundo grado se halla
transformando la ecuacién original
en una ecuacidén equivalente del
tipo az? +br+c= 0, con
MCD(a,b,c) = 1.

o
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Para hallar la solucion de una ecuaciéon de segundo grado, tiene que expresarse de
forma normal, es decir, tiene que encontrarse la forma equivalente en la que el

miembro de la derecha es igual a 0. De manera general, se escribe

2
ax” +br+c=0
donde z es la incognita y a # 0, b y ¢ son valores reales conocidos.

En particular, a es el coeficiente del término de segundo grado (que no puede ser
0 porque si no ya no serfa una ecuaciéon de segundo grado), b es el coeficiente del

término de primer grado y es ¢ el término numérico (o independiente).

A pesar de que no es imprescindible, es conveniente que el coeficiente de grado 2 sea
positivo. Si se llega a una forma normal en la que el término de segundo grado, es
decir, de Jc2, es negativo y se quiere positivo, solo tienen que multiplicarse ambos

miembros de la ecuacion por —1.

Para que la forma normal esté simplificada al méximo, hay que dividir todos los coe-
ficientes por el MCD de todos, es decir, dividir todos los coeficientes de los diferentes

términos entre el MCD(a, b, c).

Ejemplo. Forma normal de una ecuacién de segundo grado.
La forma normal de la ecuacion
2 +dx-5=32" 62 +7
viene dada por
@® +4z-5-32"+60-7=0

Al operar esta expresion, queda

-22° + 10z - 12 =0
Si se quiere con término de segundo grado positivo, se convierte en

22>~ 10z +12=0
y, simplificando al maximo, dividiendo por el MCD(2,-10,12) = 2 queda

22— 5c+6=0

2.4.2. Proceso de resolucién

Son faciles de resolver aquellas ecuaciones de segundo grado que, en su forma normal, ¢Hay ecuaciones de segundo grado 9
2 faciles de resolver? Si. A partir de
(ax +br+c= 0), el término independiente es 0 (¢ = 0), o bien las que tienen 0 el su forma normal, resultan faciles de
resolver aquellas ecuaciones de
coeficiente de grado 1 (b =0). Entonces, en general, las soluciones vienen dadas por segundo grado con coeficiente de

grado 1 igual a 0, y también las
que tienen término independiente
igual a 0. Una ecuacién de segundo

Toda ecuacion de segundo grado sin término independiente, es decir, grado sin término independiente,
ax? + bx = 0, tiene como solucién
del t]po el 0y ’Tb Una ecuacién de
segundo grado con coeficiente de

grado 1 igual a 0, ax? +c= 0, tiene
G,LZ’2 +bxr=0 como solucién +/ - iempre que

_TC sea un nimero positivo.

. . -b
tiene como solucién el 0 y —.
a
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Las soluciones de una ecuacién de segundo grado del tipo

2
ar” +c=0

[—c [—c . —c 3 .
sonx=4/— yx=—-/—, siempre que — sea un niimero positivo (ya que no
a a a

hay ningtin niimero real cuyo cuadrado sea igual a un nimero negativo).

Ejemplo. Resoluciones faciles de ecuaciones de segundo grado. Caso ¢ =0
322 —2=0
es una ecuacion de segundo grado sin término independiente.
Para resolverla tan solo es necesario observar que puede extraerse una x de
factor comin:
sz—mzm(?)x—l) =0
Por lo tanto, la ecuacién puede transformarse en
z(3z-1)=0
Se trata de un producto de dos nameros, z y 3z — 1, que tiene que ser 0. Por
lo tanto, alguno de estos nimeros tiene que ser 0. Esto significa que z = 0 o
3z —1 =0 (de donde resulta z = %)
Podemos concluir, pues, que la ecuaciéon de segundo grado 322 — z = 0 tiene

1
como soluciones el 0 y —.

Ejemplo. Resoluciones faciles de ecuaciones de segundo grado. Caso b =0
22> -18=0
es una ecuacién de segundo grado sin término de grado 1.
En este caso, se tiene que aislar la 2% como si se tratara de una ecuaciéon de
primer grado. Asi, quedaria
z® = % =9
A partir de aqui, observamos que las soluciones son aquellos nimeros cuyo
cuadrado es 9. Por lo tanto, las soluciones son 3 y —3, que puede escribirse

x = +3 utilizando el simbolo =+.

Férmula de resolucién Como se ha dicho, una ecuaciéon de segundo grado se iExiste una férmula general para 9
hallar una solucién de una ecuacién
puede escribir generalmente en forma normal asi: de segundo grado? Hay una férmula

para encontrar todas las soluciones
de una ecuacién de segundo grado
expresada en forma normal,

a;EQ +bxr+c=0 az? + bz + c = 0. Esta férmula es
-b+ Vb2 -4ac

2a
donde el simbolo + indica que se

donde z es la incognita, a el coeficiente de grado 2 (siempre diferente de 0), b el tienen que distinguir dos casos: uno

en el que se usa el + y el otro, en

coeficiente de grado 1, y ¢ el término numérico. que se considera el —.

De manera general, y de acuerdo con esta forma normal de las ecuaciones de segundo

grado, las soluciones = vienen dadas por estas férmulas:
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e —b+ Vb2 - dac : -b— Vb2 - dac

2a 2a

Para simplificar la notacién y dar las soluciones de una ecuacion de segundo grado

conjuntamente, se utiliza normalmente esta formula general:

_ —b=Vb? —dac

2a

T

en la que el simbolo + significa que se han de distinguir dos casos: uno en el que se

utiliza el + y otro en el que se utiliza el —.

Para comprobar si los valores obtenidos aplicando la formula de resolucion son efec-
tivamente las soluciones, solo hay que sustituir en la ecuacién las x por los diferentes
valores encontrados. Si satisfacen la igualdad, son solucién. De lo contrario, no lo

seran.

Podemos comprobar que esta formula es correcta para cualquier ecuaciéon de segundo

grado. Para lo cual, sélo hay que sustituir los valores en la ecuacién general. Es decir,
-b+ Vb2 —4ac —b—- Vb2 -4dac
0

2a 2a

aazr’+br+c=0.

sustituir la « por
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—b+ Vb2 - 4ac

Vemos como queda para x =

2a
2
—b+ Vb2 - 4dac —b+ Vb2 - dac
a Y +b Y +c

4a2 2a

(b2+l)2—4ac—2b\/b2—4ac)+b(—b+\/b2—4ac)+
a c

b2—2ac—b\/b2—4ac+ —bz-i—b\/bQ—élac_'_C

2a 2a

2a 2a 2a

b2 - 2ac - bv/b2 — dac N b2 + bV/b2 - dac N 2ac

_ b2—2ac—b\/b2—4ac—b2+b\/b2—4ac+2ac_g_o
B 2a T2

2.4.3. Soluciones

El estudio de la raiz cuadrada que hay en la féormula de la solucién de una ecuacién
de segundo grado proporciona el nimero de soluciones de la ecuacion.

La expresion contenida en la raiz cuadrada de la solucion se denomina discriminante,
y se indica con la letra griega delta mayiscula, A.

Asi, dada la forma normal de una ecuacion de segundo grado ax? + bz +c = 0, el

discriminante de la solucion es

A =b" —4ac

Este elemento permitira establecer el nimero de soluciones de cualquier ecuacion de

segundo grado.

e Si el discriminante es positivo, A > 0, se puede asegurar que la ecuacion tiene dos
soluciones reales diferentes, que pueden calcularse.
Por ejemplo, la ecuaciéon
2> —3z+2=0
tiene dos soluciones porque A = (—3)2 -4-1-2=9-8=1>0.

En particular, sus soluciones son, aplicando la férmula:

3++/(-3)2-4-1-2 321
X = =

2-1 2

de donde se obtiene z =1y x = 2.

e Siel discriminante es 0, A = 0, se puede asegurar que la ecuacién tiene una tnica
solucion real, que es una soluciéon doble que puede calcularse.

Por ejemplo, la ecuacién

:v2—4m+4:0

tiene una tnica solucién porque A = (-4)% —4.1.4 = 0.

En este caso, la solucién tnica pero doble a la vez es

i Cuantas soluciones tiene una
ecuacién de segundo grado? Una
ecuacién de segundo grado en
forma normal, az? +bx+c= 0,
tiene dos soluciones como maximo.
El nimero de soluciones se puede
determinar a partir del valor
discriminante A = b —4ac. Si A es
positivo, la ecuacién tiene dos
soluciones reales; si A es negativo,
la ecuacién no tiene ninguna
solucién real; y si A es 0, la
ecuacién tiene una anica solucién,
denominada solucién doble.

o
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4= /(-4)2-4-1-4 410 s

2-1 2

T

e Si el discriminante es negativo, A < 0 se puede asegurar que la ecuacion no tiene
ninguna solucién real.

Por ejemplo, la ecuaciéon

2x2—3x+5:0

no tiene ninguna solucion, puesto que A = (-3)%> —4.2.5=9-40 = -31 <0.
En este caso es imposible aplicar la féormula porque no existe la raiz cuadrada de

un nimero negativo.

2.4.4. Ecuaciones cuadraticas

Hay ecuaciones de grado mayor que dos que pueden resolverse con la ayuda de la
férmula para las ecuaciones de segundo grado. Se trata de ecuaciones que tienen,
en forma normal, tres términos como méaximo: el término numeérico, un término de
cualquier grado y otro término de grado doble del anterior. Estas ecuaciones reciben

el nombre de ecuaciones de tipo cuadratico.

Ejemplo. Ecuaciones de tipo cuadratico.
Son ecuaciones de tipo cuadratico,
42° + 52" +10=0
320 +2°-15=0
porque tienen dos términos dependientes de una incégnita, de modo que un

grado es el doble que el otro:

e En el primer ejemplo, el grado de 428 es el doble que el grado de 5zt

e En el segundo caso, el grado del término 3210 es el doble del grado del

término z°

Puesto que estas ecuaciones tienen un término de grado que es el doble que otro, de
modo que es un término numérico, podemos interpretar la ecuacién original como
una de segundo grado. Teniendo en cuenta esta particularidad, estos tipos de ecua-
ciones pueden resolverse observando que los términos dobles pueden escribirse como

potencias de 2.

De acuerdo con esto, fijaos, retomando los ejemplos anteriores, que:

428 + 52 + 10 = 0 se puede escribir como 4(z*)? + 5z* + 10 =0
320 + 2% — 15 = 0, que se puede escribir como 3(z°)? + z° - 15 = 0.

Si se observan estas expresiones de las ecuaciones originales, puede comprobarse su
gran parecido con una ecuaciéon de segundo grado. La tnica diferencia de resolucion
es que se sustituye la incégnita por una potencia de esta incégnita. En todo caso, la

férmula tiene que ser muy parecida a la formula de la ecuacion de segundo grado.

iQué es una ecuacion de tipo
cuadratico? Es aquella que tiene, en
forma normal, un término
independiente, un término de grado
cualquiera y otro término con grado
que es el doble del anterior. Este
tipo de ecuaciones pueden
resolverse de manera parecida a las
ecuaciones de segundo grado, ya
que la expresién de la ecuacién
cuadratica es similar a las de
segundo grado.

o
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El caso mas sencillo de ecuacion de tipo cuadratico es la denominada ecuacién bicua-
drada, una ecuacién de cuarto grado que solo tiene, en forma normal, los términos
de grado 4, 2 y el término independiente, que equivale a grado 0.

Veamoslo con un ejemplo:

2t —1322 +36 =0

es una ecuacion bicuadrada. Al reescribir esta ecuacion para que se asemeje a una

ecuacién de segundo grado, queda

(%) - 132" +36 =0

Si consideramos que la incégnita de esta ecuacién es x“, aplicando la férmula de

resolucién de la ecuacién de segundo grado, la solucién viene dada

13+/(-13)2-4-1-36  13+/25

2 2

(a?) =

Por lo tanto, 22 =40 22 = 9. Con esto hemos encontrado los valores para 22

Por ltimo, es preciso descubrir los valores de la z.

Sim2:4,x:iﬂ:i2.

Siz? =9, z=+/0=43.

Por lo tanto, las posibles soluciones de la ecuacién bicuadrada son 2, -2, 3 y —3.
Para comprobar si son efectivamente soluciones de la ecuacion original, solo hay que

sustituir la = de la ecuacién original por cada uno de los valores encontrados.

Ejemplo. Ecuacion bicuadrada y su resolucion.
La ecuacién
4 2

z —13z" +36=0

puede reescribirse asi:
(%)% - 1327 +36 =0
Si aplicamos la féormula de la ecuacién de segundo grado queda asi:
2? = {4,9}

Por lo tanto, las posibles soluciones son x = {2,-2,3, -3}

Por lo general, puede concluirse que una ecuacién bicuadrada puede tener desde cero

hasta cuatro soluciones.

El resto de las ecuaciones de tipo cuadrético pueden resolverse de manera parecida.

Por ejemplo:

325 62t —9=0

se puede transformar en
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4

3(z)?-62"-9=0

y, por lo tanto, aplicando la férmula de la resolucién de las ecuaciones de segundo

grado, las soluciones vendrian dadas

A_62V/(6)2-4-3-(-9) 6x12

2-3 6
de donde se obtiene que 2% =30 2% = 1. Por lo tanto:
Sizt = 3, se obtiene que x = :I:%,
Si 2zt = —1, no hay solucién, ya que no hay ningin nimero que, elevado a 4, dé

-1.

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion anterior son z = +v/3 y z = —v/3.

Por lo general, concluimos que las ecuaciones de tipo cuadratico tendran, como ma-

ximo, un nimero de soluciones igual al grado de la ecuacién.

2.5. Inecuaciones
2.5.1. Definicién

Una inecuacidén es una desigualdad entre expresiones algebraicas. Los signos utili-
zados para marcar estas desigualdades son < (menor que), > (mayor que), < (menor

o0 igual que) y > (mayor o igual que).

Ejemplo. Inecuacion.
Son ejemplos de inecuaciones,

3r—a < 2x-1

20 +4y—-5 > 4dx -5y

2.5.2. Soluciones

Como en el caso de las ecuaciones, las incognitas de cada miembro de una inecuaciéon
pueden sustituirse también por valores numeéricos.

Por ejemplo, en la inecuaciéon

20+ 4y -5 > 4x - dy

pueden sustituirse la « por 1 y la y por 5. Entonces,

2-1 +4- 5 -524- 1 -5- 5
N—— N—— N—— N——
x Yy x Yy

iQué es una inecuacién? Es una 9

desigualdad entre expresiones
algebraicas. Como en las
ecuaciones, las soluciones son
valores numéricos que, al sustituir
las variables en la inecuacién, hacen
que la desigualdad numérica
resultante sea cierta.
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De este modo, la inecuacién se transforma en una desigualdad entre expresiones nu-
méricas. En caso de que sea cierta, se dice que se ha hallado una solucién de la
inecuacion.

Asi, una solucion de la inecuacién planteada consiste en sustituir la = por 2 y la y

por 1. Dicho de otro modo, x =2 e y = 1 es una solucién de la inecuaciéon anterior.

Se ha de tener en cuenta que:

e Una solucién de una inecuacién tiene que otorgar un valor a cada una de sus

incognitas.

e Una inecuaciéon puede tener mas de una solucion.
Por ejemplo, en el caso de la inecuacion planteada, otra solucién podria ser z = 1
ey =3, ya que
2-1+4-3-5>24-1-5-3

e Dos inecuaciones que tienen las mismas soluciones se llaman inecuaciones equi-
valentes. Se puede encontrar una inecuaciéon equivalente a otra utilizando pro-
cedimientos similares a los conocidos para las ecuaciones y que podemos resumir
asi:

o Sumar o restar el mismo niumero con los dos miembros.

o Multiplicar o diwvidir ambos miembros en el mismo nimero (diferente de 0). En
este caso, hay que destacar que si el factor por el que se multiplican (o se dividen)
ambos miembros es negativo, el signo de la desigualdad cambia de orientacion

(es decir, < se transforma en >, y > se transforma en <).

Por ejemplo, dada la inecuacién

3r+4<2-x
puede obtenerse una inecuacion equivalente multiplicando ambos miembros por
-2, de modo que
-2-(3z+4)>-2-(2-x)

y, aplicando la propiedad distributiva, queda

—6x—8>—-4+2x

Esto es asi porque, como sabemos, al multiplicar (o dividir) ambos miembros de

una desigualdad por un nimero negativo, la desigualdad cambia de orientacion.

2.5.3. Proceso de resoluciéon

Intervalo de la recta real. Para resolver inecuaciones, es necesario trabajar
con intervalos. Recordemos algunos de los conceptos descritos en el tema sobre los

nimeros.

Vimos que los extremos de un intervalo pueden pertenecer o no al intervalo. En
funcion de si los extremos pertenecen o no al intervalo, se distinguen diferentes tipos

de intervalo:
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‘Intervalo abierto | Ninguno de los dos extremos pertenece al intervalo. En el caso

del intervalo de extremos -5 y 6, se escribe (—5,6) y encima de la recta real se

representa por

Intervalo cerrado | Los dos extremos pertenecen al intervalo. En el caso del inter-

valo de extremos —5 y 6, se escribe [—5,6] y encima de la recta real se representa

por

»
= ]

Intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha | En el caso del inter-

valo de extremos —5 y 6, se escribe (—5,6] y encima de la recta real se representa

por

Intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha | En el caso del inter-

valo de extremos —5 y 6, se escribe [—5,6) y encima de la recta real se representa

por

T

‘Intervalo infinito por la izquierda (o sin extremo por la izquierda) ‘En el caso del

intervalo de extremo superior 6, se escribe (—oc0,6) (si el extremo superior no se

incluye) y encima de la recta real se representa por

‘Intervalo infinito por la derecha (o sin extremo por la derecha) ‘ En el caso del

intervalo de extremo inferior -5, se escribe [—5,+00) (si el extremo inferior se

incluye) y encima de la recta real se representa por

i 0 i

Intervalo infinito | Es el intervalo sin extremos que incluye todos los nimeros

reales. Por lo tanto, es equivalente en la recta real. Escribimos (—oo0,+00) y se

marca toda la recta

Resolucidén de inecuaciones de primer grado. Para resolver una inecuacién
de primer grado, es conveniente seguir unos pasos determinados. Veamoslos con un

ejemplo concreto.
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Queremos resolver la inecuaciéon de primer grado

1)

2)

3)

4)

20+5>2—-=x

Se resuelve la ecuacion asociada a la inecuacion lineal. La ecuacién asociada a
una inecuacién es aquella que se obtiene cambiando el signo de desigualdad por

el signo de igual.

En el caso del ejemplo, se trata de resolver la ecuacion de primer grado 2z+5 = 2—x.

Resolvemos la ecuaciéon de primer grado asociada:

20+5 = 2-=x

20+ = 2-5
3z = -3
z = -1

Por lo tanto, la solucién es z = —1.

La solucién de la ecuacion divide la recta real en tres zonas diferentes: (—oo0,-1),

-1y (—1,+<>o).

* t L 4 + : +
—4 -1 0 3
Una vez determinadas las tres zonas, hay que estudiar qué pasa en cada una. Por
cada una de las franjas, seguiremos los pasos que se describen a continuacién.
Son los pasos necesarios para saber cudl de estas tres zonas pertenecen o no a la

solucién de la inecuacion.

Se elige un nimero que esté dentro de estas zonas.

En el ejemplo, aparte del —1, que es un punto unico, puede elegirse cualquier
nimero de cada intervalo, por ejemplo -3 y 0, ya que —3 € (-o00,-1) y 0 €
(-1, +00).

+

—
(=]
—
bo 4
[ ]

Se sustituyen los valores anteriores (el de la solucion de la ecuacion asociada y
los del sequndo paso) en la inecuacion y se comprueba cudl verifica la desigualdad
inicial.

De acuerdo con el ejemplo:

e Para x = —1, la desigualdad resultante es cierta, porque 2- (-1) +5 > 2 - (-1)
—_— —

) 3 3
es clerto.

e Para z = -3, la desigualdad resultante es falsa, porque 2-(-3) +5 > 2 - (-3)
—_— ——
-1 5
es falso.

e Para z =0, la desigualdad resultante es cierta, porque 2-0+ 5 > 2 — 0 es cierto.
——— S~

5 2
La solucion de la inecuacion estd formada por los nimeros que estin en la misma
zona que los valores que hacen ciertas las desigualdades del paso anterior.

En el ejemplo, las zonas de solucioén son —1 y (-1, +00). Por lo tanto, la soluciéon

de la inecuacion es [-1,+00), que representada en la recta real, queda
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Ejemplo. Solucién de una inecuaciéon de primer grado.

La solucién de la inecuaciéon de primer grado
2r+522-¢x

es

[-1,+00).

Resoluciéon de inecuaciones de segundo grado. De manera similar, también
pueden resolverse inecuaciones de segundo grado.
Veamos como proceder en estos casos con un ejemplo. Resolvamos la inecuacién de

segundo grado

2x2—2x—2§x2—x+4

1) En primer lugar, resolvemos la ecuacion asociada a la inecuacion de sequndo

grado. En este caso, la ecuacion asociada es

2x2—2x—2:x2—x+4

Simplificamos la ecuacion en la forma normal y solucionamos la ecuacion de se-

gundo grado aplicando la férmula de resolucién conocida. Obtenemos

1+5
xr1 = =
2
1-5
r9 = —— =-2
2
Por lo tanto, la ecuacién asociada tiene dos soluciones, que son x =3y x = —2.
Marcamos las dos soluciones en la recta real.
& } &
-2 0 3

Ahora hay que estudiar qué pasa en cada una de las zonas en que ha quedado

dividida la recta real, de manera similar al ejemplo anterior.

2) Se divide la recta real en varias zonas de acuerdo con las soluciones obtenidas en
el paso anterior.
En el ejemplo, los puntos —2 y 3 y las franjas son los valores que quedan antes del
-2, en medio del —2 y 3 y més alla del 3. Por lo tanto, tienen que considerarse los
intervalos y valores (—o0,-2), -2, (-2,3), 3, (3, +00).

— | ——b
—4 -2 0 3 5

3) Se selecciona un nimero cualquiera de cada una de las zonas.
Por ejemplo, ademés de —2 y 3, consideramos —4 € (—o00,-2), 0 € (-2,3) y 5 €
(3,+00):

|
i
|
o
|
b
|
-
-
v -
w
e
o
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4) Se comprueba qué nimeros son una solucidn de la inecuacidn, es decir qué nimeros

verifican las desigualdades iniciales:

~4 10 es solucion de 222 — 22— 2 < 22 -z + 4 porque 2 (-4)% =2 (=4) -2 <

38
(~4)% = (—4) + 4 es falso.
—_— —
24

-2 es solucién de 2z* — 2z — 2 < z® — z + 4 porque 2- (—2)2 -2-(-2)-2¢<

10
(-2)% = (~2) + 4 es cierto.
N— —
10

0 es solucion de 222 -22-2 < 22 —z+4 porque 2- (0)% = 2- (0) -2 < (0)* = (0) +4

) -2 4
es clerto.

3 es solucion de 222 —22—-2 < 2 —z+4 porque 2 - (3)2 -2-(3)-2< (3)2 -(3)+4

) 10 10
es cierto.

5 no es solucion de 2z — 2z — 2 < z° — z + 4 porque 2'(5)2—2~(5)—2 <

38

(5)2 —(5) + 4 es falso.
| S —
24

5) La solucién de la inecuaciéon viene dada por la reunién de todas las zonas (in-
tervalos o valores) del paso anterior, en las que el ntimero escogido es solucién
porque cumple la desigualdad. Asi, en el ejemplo, la solucion de la inecuacion es

el intervalo cerrado [-2,3].

Podemos anadir como curiosidad que si la inecuacién fuera

2% -2 -2>2° —x+4
su solucién estaria formada por todos los nimeros de (—o0,—2) U (3, +00).

El simbolo U es el simbolo de la unién de conjuntos e indica que hay que reunir todos

los niimeros de un intervalo con los del otro.

Ejemplo. Solucién inecuacién de segundo grado.
La solucién de la inecuacién de segundo grado
2% -22-2>2° -~z +4
es
(—00,—2) U (3,+00).
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Resumen

Las expresiones algebraicas '

’ Aspectos generales de las expresiones algebraicas

Componentes. Toda expresion algebraica es producto de:

e Numeros de cualquier tipo, para representar valores conocidos.
e Letras, para representar valores desconocidos.

e Signos de operaciones: sumas, restas, multiplicaciones y divisiones.

Valor numérico. El valor numeérico de una expresién algebraica se halla sustituyendo
las letras por nimeros concretos y calculando el resultado. Este valor depende de los

valores concretos que reciban las letras.

Por ejemplo, el valor numérico de la expresién algebraica 4z — 2y + 6 cuando z =5 e

y=2es4:-5-2-2+6=22.

Utilidad. Las expresiones algebraicas son ttiles para simplificar una situacion real
en la que tienen que hacerse operaciones entre cantidades conocidas y cantidades

desconocidas.

Propiedades de las operaciones en las expresiones algebraicas

Propiedades de la suma y la resta

e Propiedad conmutativa. El resultado de sumar dos elementos, nimeros o letras,

en cualquier orden es siempre el mismo: a +b = b+ a.

e Propiedad asociativa. Al sumar tres elementos, nimeros o letras, cualesquiera,
se pueden agrupar en cualquier orden porque el resultado no varia: a + b+ ¢ =

(a+bd)+c=a+(b+c)

e FElemento neutro de la suma. Es el 0, ya que si se suma este nimero a cualquier

otro nimero, el resultado es el mismo nimero: a + 0 = a.

e FElemento opuesto. El elemento opuesto de cualquier elemento a es —a, ya que el

resultado de sumarlos es el elemento neutro de la suma: a + (—a) = 0.

Recordemos que la resta es la suma con el opuesto: a —b = a + (=b). Por lo tanto, las

propiedades son las mismas que las de la suma.
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Propiedades del producto y de la divisiéon

e Propiedad conmutativa. Dos elementos, nimeros o letras, pueden multiplicarse en

cualquier orden, y el resultado es siempre el mismo: a-b="5b"a.

e Propiedad asociativa. Al multiplicar tres elementos, niimeros o letras cualesquiera,
pueden agruparse en cualquier orden porque el resultado no varia: a-b-c = (a-b)-c =
a-(b-c).

e FElemento neutro del producto. Es el 1, porque al multiplicar cualquier elemento

por 1, el resultado siempre es el mismo ntmero inicial: a-1=1-a = a.

e FElemento inverso. El elemento inverso de un elemento cualquiera que no sea 0 es
aquel elemento que, multiplicado por este, da 1, es decir, el elemento neutro de a
1

es é, ya que a- = =1, siempre que a # 0.

e Propiedad distributiva de la suma respecto al producto.

a-(b+c)=a-b+a-c

Recordad que la divisién es un producto por el inverso del denominador siempre que
este no sea 0: 3 = a- % siempre que b # 0. Por lo tanto, las propiedades de la division

son las mismas que las del producto.

Igualdad entre expresiones algebraicas

Componentes. Toda igualdad algebraica es producto de estos elementos:

e Dos expresiones algebraicas, llamadas miembros.

e TUn signo igual (=) interpuesto entre ambos miembros.
Tipo

e (ierta, si la expresion algebraica del miembro de la izquierda puede convertirse
en la expresion algebraica del de la derecha aplicando las propiedades de las ope-
raciones descritas anteriormente.

Por ejemplo, a —4b - 2a + 5a — b = 4a — 5b

o Falsa, si la expresion algebraica del miembro del izquierdo no puede convertirse
en la expresion algebraica del de la derecha a pesar de aplicar las propiedades de
las operaciones descritas anteriormente.

Por ejemplo, 4a —5b+2 =4a-5b+ 7.

Las ecuaciones

Definicién. Se entiende por ecuacion toda igualdad entre dos expresiones algebraicas,
especialmente cuando no se puede establecer a priori su certeza o falsedad. En este
caso, las letras se denominan incégnitas. Cada uno de los sumandos se denomina

término y el ntimero que multiplica cada incognita se denomina coeficiente.
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Ejemplos

e Ecuaciones con una incégnita: a +3 =5, 2¢+6 =c+ 10

e Ecuaciones con dos incoégnitas: 2z +2y +8 =2z +7

Soluciones de una ecuacién. Todos los valores numéricos que convierten la ecua-
cién en una igualdad entre expresiones numéricas verdaderas son solucién de una
ecuacién, por ejemplo, si al sustituir las letras de la expresiéon 2x + 4y — 5 = 4o — 5y
para x = 2 e y = 1, al aplicar las propiedades de las operaciones se obtiene 2:2+4-1-5 =

4-2-5-1y el valor numérico de ambos miembros resulta 3.

Equaciones equivalentes. Ecuaciones que tienen exactamente las mismas solucio-
nes.

Por ejemplo, x+1 =3 y 2z + 2 = 6, ya que en ambos casos la soluciéon es = = 2.

Las ecuaciones de primer grado con una incognita '
Concepto

Ejemplo y definicién. 3z —5 =  + 5 es una ecuaciéon de primer grado con una

incognita porque verifica lo siguiente:

e Es una ecuacién porque es una igualdad entre expresiones algebraicas.

e Tiene una incognita, que es la letra x.

e Es de primer grado porque la incégnita x no se multiplica nunca por ninguna otra
incognita, incluida ella misma.

Componentes. Toda ecuaciéon de primer grado contiene lo siguiente:

e Término: cada uno de los sumandos de la ecuacién.
e Términos numéricos: términos que no contienen la incognita.

e (oeficiente de la incégnita: nimero que multiplica la incognita en cada término.

Forma normal. Se denomina forma normal de una ecuacién de primer grado con
una incognita la ecuacion equivalente a la dada en la que el miembro de la derecha
es cero y el miembro de la izquierda estd completamente simplificado. De manera

general, se expresa

a-x+b=0

En este caso, el término numérico, que es tGnico, se denomina término independiente.

Por ejemplo, la forma normal de 3z -5 =2z +4esx—-9=0.
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Resolucion

Formula de resolucion. Para resolver una ecuacion de primer grado con un incog-

nita, es recomendable seguir el procedimiento que se detalla a continuacién.

Veamoslo intermediando un ejemplo concreto: la resolucion de 3z —5=xz+5

1) Agrupar términos numeéricos: 3z =z +5+5

2) Agrupar términos con incognita: 3z — x = 10

3) Eliminar el coeficiente de la incognita: = = % =5

Soluciones. La solucién de una ecuaciéon de primer grado en forma normal ax+b=0
-b

esx=—.
a

Esta solucion puede existir o0 no en los ntimeros reales.

e No eziste cuando el coeficiente de la incognita es igual a 0 y el término inde-
pendiente no es 0 (a =0 y b # 0). En este caso no hay ningin ntimero real que,

multiplicado por 0, dé un nimero real.
o Emiste si:

— El coeficiente de la incognita es diferente de 0 (a # 0). Entonces hay una tnica
-b
solucion z = —.
a

— Tanto el coeficiente de la incognita como el término independiente son 0 (a = 0
y b = 0). Entonces hay infinitas soluciones, puesto que cualquier nimero es

solucion de la ecuacién, dado que cualquier niimero multiplicado por 0 da 0.

Las ecuaciones de segundo grado con una incégnita '

Ejemplo y definiciéon. 322 + 3z — 5 = 22% — 7 es una ecuacién de segundo grado con

una incégnita porque verifica lo siguiente:

e Es una ecuacién porque es una igualdad entre expresiones algebraicas.
e Tiene una tnica incégnita, que es la letra x.

e Es de segundo grado porque tiene al menos un término de grado 2 y el resto son

de grado dos o de grado menor.

Forma normal. Se denomina forma normal de una ecuacién de segundo grado con
una incognita la ecuacion equivalente a la dada en la que el miembro de la derecha
es cero y el miembro de la izquierda es simplificado completamente.

De manera general, si a, b y ¢ son nimeros reales, con a # 0 se expresa

2
a-x"+b-x+c=0
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Por ejemplo, la forma normal de 322 +32-5=222-Tes 2> +32+2=0.

Componentes. Dada la forma normal de una ecuacién de segundo grado, como por

ejemplo

x2+3x+2:0

se habla de

e Término. Cada uno de los sumandos. En el ejemplo, términos a:2, 3xy 2.

e (oeficiente. El nimero que en cada término multiplica la incognita. Asi, se habla

de:

o coeficiente de grado 2: nimero que multiplica el término de grado 2. En el ejem-

plo, 1.

o Coeficiente de grado 1: ntimero que multiplica el término de grado 1. En el

ejemplo, 3.

o Coeficiente de grado 0: ntimero que multiplica el término de grado 1. En el

ejemplo, 2.

e Término independiente: nimero que aparece sin multiplicar la incégnita, que cor-

responde al coeficiente de grado 0. En el ejemplo, 2.

Resolucion

Foéormula de resolucién. Para resolver una ecuacién de segundo grado con una

incognita en forma normal az’ +br+c= 0, puede aplicarse la féormula siguiente:

—b+ Vb2 - 4dac
r=——Hm— ———

2a

donde:

e g es el coeficiente del término de grado 2.

o b es el coeficiente del término de grado 1.

e ces el término independiente.

e elsigno + (mas-menos) permite abreviar la expresion de las dos soluciones posibles

e A =b?—4ac recibe el nombre de discriminante.

Ejemplo. Para resolver 22 +3z+2= 0, identificamos

a=1,b=3,c=2 A=3%-4.1.-2=1.
Entonces
-3+v1 -3+1
_ BV = {-1,-2)

2.1 2
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Por lo tanto, —1 y —2 son las soluciones a la ecuacién dada.

Soluciones: Una ecuacion de segundo grado con una incoégnita puede tener hasta

dos soluciones.

e Si el discriminante es positivo, A > 0 la ecuacion tiene dos soluciones reales.
La ecuacién 222 + 3z —4 = 0 tiene dos soluciones, puesto que A = 32-4.2. (-4) =

41 > 0.

e Si el discriminante es cero, A = 0, la ecuacién tiene una tdnica solucién real,
denominada solucién doble.
.. 9 . L. .. 2
La ecuacién z°—4x+4 = 0 tiene una tinica solucién, puesto que A = (-4)*-4-1-4 =

0.

e Si el discriminante es negativo, A < 0, la ecuacién no tiene ninguna solucién real.
La ecuacioén 3z — 4z +5 = 0 no tiene ninguna solucién, puesto que A = (—4)2 —4-

3-5=-44<0.

Las ecuaciones cuadraticas

Definiciéon y ejemplo. Una ecuacion de tipo cuadratico es aquella que tiene, en
forma normal, un término independiente, un término de grado cualquiera y otro tér-
mino con grado el doble del anterior. Esta caracteristica hace que se pueda interpretar
como ecuaciéon de segundo grado. Por ejemplo, 428 + 521 +10=0

El caso mas sencillo es la denominada ecuacién bicuadrada, una ecuaciéon de cuarto
grado que solo tiene, en forma normal, los términos de grado 4, 2 y 0.

Ejemplo. 2 = 1322 + 36 = 0.

Resolucidn. Se pueden resolver de manera parecida a las ecuaciones de segundo
grado, puesto que la expresiéon de la ecuaciéon cuadratica es similar a las de segundo
grado.

Ejemplo.

4 2
r —1327+36=0
es una ecuaciéon bicuadrada que puede reescribirse como una ecuacién de segundo

grado:

(%) - 1322 +36 =0
Al considerar 22 como la incognita, puede aplicarse la formula de resolucion de la

ecuacion de segundo grado para 22 Entonces, la solucion es producto de

13+4/(-13)2-4-1-36 1345

(«%) = 5 5

Por lo tanto, 22 = 4, de donde resulta z = 2 y 2% = 9, v de donde resulta x = +3.

Finalmente, es conveniente comprobar las soluciones obtenidas en la ecuacién inicial.



© FUOC e PID_ 00273914 86

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Las inecuaciones '
Concepto

Definiciéon. Una inecuacion es una desigualdad entre expresiones algebraicas que
puede tener soluciones. Como en las ecuaciones, las soluciones son valores numeéricos
que al sustituir las variables en la inecuacién hacen que la desigualdad numérica

resultante sea cierta.
Ejemplos.
e 2x+5>2-x es una inecuaciéon de primer grado.

e 222 —22-2<2? -2 +4 es una inecuacién de segundo grado.

Resolucion

Procedimiento. Las inecuaciones de primer y segundo grado pueden resolverse de
manera similar. Los pasos principales del procedimiento que suele seguirse son los

siguientes:

Procedimiento Ejemplo: 202 22 -2<a®—x+4

1) Se resuelve la ecuacion asociada a la 20%-22-2= 22—+ =z = {-2,3}
inecuacidn, que se obtiene cambiando el
signo de desigualdad por el signo de igual-

dad.

2) Se consideran las soluciones de la ecua-
cton asociada, que dividen la recta real en

Varias Zonas.

Zonas a considerar: los puntos -2 y
3, y las franjas (—o0,-2), (-2,3),
(3,+00)

3) Se selecciona un nimero cualquiera de
cada una de las zonas y se evalia en la

Imecuacion.

Puntos que hay que evaluar: -2 y
3, ¥, por ejemplo, -4 € (—o0;—2),
0€(-2,3) y6¢€(3,+00)

4) Se comprueba cudl de los nimeros selec-
ctonados verifica la desigualdad de la ine-

cuacIon.

5) La solucidn de la inecuacion es produc-
to de la reunion de todas las zonas del pa-
so anterior en las que el ndmero escogido

cumple la desigualdad.

La desigualdad se verifica para = =
-2, x = 0y x = 3, pero no para

r=—-4nizx=6

Por lo tanto, la solucién es [—2, 3]
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Ejercicios resueltos

1. Determina para qué valores de t la ecuacién 22 +tx + 16 = 0.
(a) tiene dos soluciones reales.
(b) tiene una tunica solucién real, doble.

(¢) no tiene solucioén real.

Solucién:
Para poder responder la pregunta, hay que estudiar los valores que puede tomar el discrimi-
nante de la ecuacién, A, en funcion de los valores de t.

Dado que la ecuacion de segundo grado a2 +tz + 16 = 0 ya est4 en su forma normal, identifi-
camos los coeficientes a =1, b=ty ¢=16, y por lo tanto, su discriminante es

A=b?-dac=t"-4-1-16=>-64

Entonces, atendiendo al hecho de que una ecuaciéon de segundo grado tiene

e dos soluciones reales cuando el discriminante es positivo (en nuestro caso cuando A =
t2 - 64> 0)

e una unica solucién, doble, real cuando el discriminante se anula (por lo tanto, cuando
A=t2-64=0)

e ninguna solucién real cuando el discriminante es negativo (por lo tanto, cuando A =
12 - 64 <0)

es necesario estudiar las inecuaciones resultantes.

Por eso, resolveremos primero la ecuacién de segundo grado A =0 y, encontrada la solucion,
estudiaremos qué pasa en cada una de las franjas obtenidas.

A=t?-64=0<1>=64 <t =2V64=1+8

De esta resolucién obtenemos que, cuando t =8 o t = -8, A =0 y, por lo tanto, podemos decir
que cuando t =8 o t = -8 la ecuacién tiene una unica soluciéon real, que es doble.

Para determinar las otras dos situaciones, hay que mirar qué pasa para valores menores
que -8, comprendidos entre —8 y 8 y mayores que 8. En otras palabras, hay que estudiar
los valores de A cuando t < -8, -8 <t < 8 y 8 < t. Por eso, evaluaremos A para un valor
cualquiera en el intervalo (—oco,—8), otro valor en (-8,8) y otro entre (8, +00). Vedmoslo:

Consideramos ¢t = —10 € (00, -8) : t2 — 64 = 100 — 64 = 36 > 0
Consideramos t =0 € (-8,8) :t2-64=0-64=-64<0
Consideramos t = 10 € (8, +00) : t> =64 = 100 — 64 = 36 > 0

Por lo tanto, concluimos:

e Sit<-8o0t>8,la ecuacién tiene dos soluciones reales diferentes.

e Sit=8o0t=-8,laecuacion tiene una tnica solucién real, doble.

e Si-8<t<38, laecuacién no tiene solucion real.

2. La suma de dos niimeros es 13 y su producto es 36. ;Con qué ecuaciéon de
segundo grado pueden obtenerse estos dos nimeros? ;Qué nameros son?

Solucioén:

El enunciado pide encontrar dos nimeros que tienen que cumplir dos condiciones a la vez.
Fijémonos en la primera de las condiciones: que los ntimeros sumen 13. De acuerdo con esta
premisa, si llamamos « a uno de estos dos nimeros, el otro serd el producto de la diferencia
entre este nimero y el total de la suma, que en este caso es 13. Por lo tanto, el segundo
nGmero serd 13 — x.

Fijada la expresiéon de ambos nimeros, imponemos la segunda condicién, es decir, que su
producto sea 36. Por lo tanto, que

z-(13-z) =36
Si operamos esta igualdad, obtenemos la ecuacién

22 +13-2=36
que, podemos reescribir de manera equivalente:

2 -13z+36=0

Una vez encontrada la ecuacion de segundo grado en su forma normal, podemos resolverla y
encontrar asi los nimeros desconocidos.

Aplicamos la férmula de resolucion de las ecuaciones de segundo grado:
13+4/(-13)2-4-1-36 13++/25 1345
xT = = =
2-1 2 2
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De donde resulta z1 = g =9yas= g =4.

Por lo tanto, si consideramos x =9, el otro ntimero es 13 -9 =4
Y, al revés, si consideramos x = 4, el otro niimero es: 13-4=9

Concluimos, pues que el par de dos ntimeros buscados es 9 y 4.
Por lo tanto, la respuesta al ejercicio es:

e La ecuaciéon que representa la situacion es 2 — 13z + 36 = 0.

e Los dos nimeros que satisfacen la doble condicién son 9 y 4.

3. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes:

(a) Ve +3+22=30
(b)z+3+Vz+5=10

Solucion:

Para resolver estas ecuaciones, serd conveniente encontrar ecuaciones equivalentes que no
contengan ninguna raiz cuadrada.

(a) Resolvemos la primera de las ecuaciones: vz + 3 + 2z = 30.
Aislamos la raiz cuadrada para poder aplicar el cuadrado a toda la expresion:

vVe+3 = 30-2x
(\/a:+3)2 = (30-2z)2

Calculamos los cuadrados de cada uno de los términos de la ecuacion. Fijémonos que
serd necesario aplicar identidades notables. En este caso particular, en el término de la
derecha hay que aplicar el cuadrado de una diferencia:

z+3=302+(2¢)%-2-30- (2z)
Operamos y obtenemos una ecuacion de segundo grado:
z+3 =900 +4z” - 120z

Asociamos términos y los ordenamos para obtener la ecuacién equivalente en forma nor-
mal:

422 - 1212+ 897 =0

Obtenida la forma normal de la ecuacion de segundo grado asociada, aplicamos la férmula
de resoluciéon de las ecuaciones de segundo grado:

121 ++/(-121)2-4-4-897 121++/289 121 +17
T = = =

2-4 8 8
de donde obtenemos dos soluciones de la ecuaciéon de segundo grado asociada.
121-17 104
r1=———=—=13
8 8
121+17 138 69
Tog= ———— = — = —
8 8 4

Encontradas las soluciones de la ecuaciéon de segundo grado, hay que comprobar si son
efectivamente también soluciéon de la ecuacion inicial:

e Siz=13
Ve+3+2x=vV13+3+2-13=V16+26=4+26=30
Por lo tanto, « = 13 es solucién.

. Sim:ﬁ

4
/69 69 /81 69 9 69 78
Ve+3+2r=\/—+3+2-— =/ —+ —=—-+—=—=39%30
4 4 4 2 2 2 2
69

Por lo tanto, z = 7 no es soluciétn.

(b) Resolvemos de manera similar la segunda ecuacion:
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r+3+Vzr+5=10

Ve+5=10-z-3
Ve+b=T7-x

2
(\/a:+5) = (7-2)°
z+5=T>+22-2-7-x
z+5=49+x2 - 14z

22 - 15z +44=0

Calculamos las soluciones de la ecuacién de segundo grado aplicando la formula sabida:

C15+/(-15)2-4-1-44 15+/49 15+7

2 2 2
de donde obtenemos dos soluciones de la ecuaciéon de segundo grado asociada.
15-7
xr1 = T = % =4
15+7
T2= 5= Z2-11

Encontradas las soluciones de la ecuacién de segundo grado, hay que comprobar si son
efectivamente también solucion de la ecuacion inicial:

e Siz=4
2+3+V2+5=4+3+V4+5=7T+V9=7+3=10

Por lo tanto, = 4 es solucién.
e Sizx=11

r+3+Vr+5=11+3+V11+5=14+V16=14+4=18 # 10

Por lo tanto, z = 11 no es solucién.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

4. Resuelve las ecuaciones siguientes:

z+5 3xr-2 2x+5 br -1
(a) + - =4-
4 3 2 6
2 3 4
(b)ac+1+IJr x; :—IZ +5

5. Resuelve las ecuaciones siguientes:
(a) 22+ =12

(b) 22 +102+11=0

() (2+z)(5-2)=9+3x

(d) 322 - 2(z - 5)% =222 - 26

6. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:
(a) z -522 +4=0

(b) z* = 7322 + 576 = 0

(c) z* - 1322 +36=0

Soluciones:
1) (a)z= %
(b) x = %

5) (a)x={-4,3}
(b) z={-1,11}
(c)z={-1,1}
(d) z = {-4,6}

6) (a)z={1,-1,2,-2}
(b) « = {3,-3,8, -8}
(c)z={-2,2,3,-3}
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3.1. Sistemas lineales de dos ecuaciones y dos incognitas

3.1.1.

Definicién

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas es un conjunto de dos

ecuaciones de primer grado con dos incégnitas cada una como maximo, representadas

con las mismas incognitas.

Ejemplo. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

4r -3y =5
2¢ +4y =3

Como se puede observar, para indicar que se trata de un sistema de ecuaciones y no

de dos ecuaciones independientes, las dos ecuaciones van encabezadas por una llave

{, que las agrupa.

Es muy comun escribir las ecuaciones de la manera siguiente: todos los términos con

incognitas suelen estar en el miembro de la izquierda, mientras que todos los niimeros

(términos independientes) suelen estar en el miembro de la derecha. Si las ecuaciones

no estan expresadas de este modo, conviene transformarlas en otras equivalentes que

lo sean de este modo.
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3.1.2. Soluciones y tipos de sistemas

Se ha de insistir en que una solucién de un sistema con dos incégnitas, si existe, es un
par numeérico, es decir, tiene que constar de dos niimeros, uno para cada incégnita,
y estos dos nameros tienen que satisfacer las dos ecuaciones a la vez. En cuanto al

nimero de soluciones de un sistema de ecuaciones, puede haber tres casos:

e Un sistema con una dnica solucién. Por ejemplo:

z+2y =10
20—y =5

que tiene una tinica solucion (z,y) = (4, 3).

e Un sistema con infinitas soluciones. Por ejemplo:

2x + 4y = 20

z+2y=10
que tiene estas (y otras muchas) soluciones: (z,y) = (4,3), (z,y) = (2,4), (z,y) =
(0,5), ...

e Un sistema sin soluciones. Por ejemplo:

20 +y =8
2z+y=1
En este caso, es facil comprobar que no es posible que la misma expresion pueda

resultar igual a 8 en un caso e igual a 1 en el otro.

3.1.3. Meétodos de resolucion

Resolver un sistema de ecuaciones significa encontrar las soluciones del sistema, es
decir, aquellos niimeros que, al sustituir las incognitas, transforman las ecuaciones en
igualdades numéricas ciertas. Hay que destacar que los mismos nimeros tienen que

sustituir las incégnitas en ambas ecuaciones a la vez.

Ejemplo. Solucion de un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas:
2z +3y =19
z+4y =17
tiene como solucién (x,y) = (5,3), puesto que
2:5+3-3=19
5+4-3=17

Para encontrar la solucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, hay

principalmente tres métodos de resolucién.
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Meétodo de sustitucion. Consiste en aislar una de las incognitas en una de las dos

ecuaciones y sustituir la expresiéon en la otra ecuacién. Una vez resuelta esta dltima

ecuacion se soluciona la otra ecuacion introduciendo el valor hallado.

Meétodo de igualaciéon. El método de igualacién consiste en aislar la misma in-
cognita en ambas ecuaciones del sistema. A continuacién, se han de “igualar” las dos
expresiones que han resultado de aislar esta incognita, y definir asi una nueva ecua-
cion. Una vez resuelta esta ecuacion, se sustituye el valor en una de las ecuaciones

iniciales y se resuelve para encontrar el otro valor.
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Método de reduccién. El método de reduccién consiste en multiplicar convenien-

temente las dos ecuaciones del sistema por unos ntmeros, de modo que al restar las
ecuaciones resultantes se “reduzca’ el ntmero de incognitas de dos a una. Una vez
resuelta la ecuacion resultante, puede sustituirse este valor en una de las ecuaciones

iniciales y resolverla para obtener la solucion general.
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Observad que, después de resolver el mismo sistema con los tres métodos, el método

que se utiliza para resolver un sistema de ecuaciones no influye en la solucién del

sistema.

3.2. Sistemas lineales de tres ecuaciones y tres incognitas
3.2.1. Definiciéon

Igual que antes, podemos definir un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in-

cognitas como un conjunto de tres ecuaciones de primer grado con las tres mismas
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incognitas en cada una de las ecuaciones.

3.2.2. Meétodo de resolucién

La solucién de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas consta de tres
nimeros que, al sustituir las incégnitas correspondientes a la vez, permiten resolver

el sistema.

Para resolver un sistema de este tipo, puede utilizarse un método parecido al de

reduccion operando de la manera siguiente:

1) Operar adecuadamente con la primera ecuacién para eliminar la primera incégnita
de las dos ecuaciones siguientes.
Al multiplicar la primera ecuacién por 2 y restarla de la segunda se obtiene
—7y—4z = —2. Multiplicando la primera ecuacién por 3 y restandola de la tercera,

se obtiene y — 2z = 8. Evidentemente, ambos sistemas son equivalentes.

T+y+z =0 r+y+z =0
Eq2=FEq2-2-FEql
_—

2r-5y-2z=-2 Eq3=Eq3-3-Eql

=Ty —4z=-2
3z+4y+z =8 y -2z =38
2) Operar adecuadamente con la seqgunda ecuacion del nuevo sistema para eliminar
la sequnda incognita de la tercera ecuacion.

Para encontrar la tercera ecuacion nueva, multiplicamos la tercera ecuacién por 7

y la sumamos a la segunda. Observamos que en la dltima ecuaciéon queda ahora
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una sola incégnita.

rT+y+z =0 rT+y+z =0
Eq3=T-Eq3+Eq2

Ty —4z = -2 - Ty —4z = -2

y—2z =8 -18z =54

3) Resolver la dltima ecuacidn que tendrd solo una incégnita:

-54
-182=54 <= z=—=-3.
18

4) Resolver la sequnda ecuacion del dltimo sistema, sustituyendo la z por el valor

hallado. En este caso tenemos que z = -3

-2-12
-Ty—-4-(-3)=—2<y-= — =92
Obtenemos que y = 2.

5) Finalmente, sustituir los valores encontrados de la y y la z en la primera ecuacidn,
y encontrar la x. Utilizando z = -3 y y = 2, tenemos
r+2-3=0=z=1

En este caso, = = 1.

Por lo tanto la solucién del sistema es (z,y,2) = (1,2,-3).

Este método se denomina método de Gauss.

3.3. Sistemas lineales de m ecuaciones y n incégnitas

Ahora queremos estudiar como trabajar con sistemas de ecuaciones lineales con cual-

quier nimero de ecuaciones lineales e incégnitas.

3.3.1. Definicién

Un sistema de m ecuaciones y n incégnitas (que denominaremos z1, x2, ..., Tn)
con términos independientes b1, ..., by, también denominados constantes y donde m

y n son dos nimeros naturales, tiene la forma siguiente:

a11x1 +a12x2 + ... +a1pTn = b1

a91T1 + a2 + ...+ asnTn = bo

Am1T1 + am2T2 + ... + AmnTn = bm

Como en el resto de los sistemas, una solucién de este sistema es un n-tupla (es
decir, una coleccién de m niimeros) que, al sustituir z1, 2, x3, ..., Tn conveniente-
mente en este sistema, resuelve todas las ecuaciones simultaneamente. Es evidente
que alguno de los coeficientes de cada incognita tiene que ser diferente de 0 en alguna

de las ecuaciones (en caso contrario, esta incognita seria superflua).
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3.3.2. Meétodo de Gauss

Tal como hemos visto en el caso de sistemas con tres ecuaciones y tres incognitas, el
método de Gauss consiste en aplicar una serie de transformaciones lineales al sistema

inicial hasta obtener un sistema mas facil de resolver.

Las transformaciones lineales que podemos aplicar cuando utilizamos el método de

Gauss son:

e Dos ecuaciones cualesquiera son intercambiables.

e Una ecuacion cualquiera del sistema puede multiplicarse (en ambos miembros)

por una constante diferente de cero.

e Una ecuacion cualquiera del sistema puede reemplazarse por la ecuacién que re-
sulta de sumar a esta misma ecuacion cualquier otra ecuacion del sistema, la cual

se puede multiplicar ademés por cualquier ntimero.

Estas tres transformaciones elementales suelen denominarse (en este orden): inter-

cambiar ecuaciones, reescalar (es decir, multiplicar por un namero) y pivotar.

En cada una de las ecuaciones del sistema lineal, la primera incégnita que aparece
con un coeficiente diferente de cero se denomina incégnita inicial de la ecuacion.
Se dice que un sistema esta en forma escalonada (o es triangular) si la incognita
inicial en cada ecuacion (obviamente, excepto en la primera) estd a la derecha de la
incognita inicial de la ecuacion que la precede. Es decir que (en caso de que tengamos
el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas, m = n) la forma del sistema en

forma escalonada es la siguiente:

al1xl +ai2x2 +aizry +... +... +a1(n—1)xn71 +a1nTn = b1
+ag2r2 +ag3xr3 +... +... +a2(n_1):vn_1 +a2nTn = b2
+as3xrs +... +... +a3(n_1)xn_1 +aznTn =b3
+ + +. + =
O + + + =
+A(n-1)(n-1)Tn-1 +0(n-1)nTn =bn-1
+annTn =bp

El método de Gauss consiste en utilizar las tres transformaciones elementales
entre ecuaciones (intercambiar, reescalar y pivotar) para encontrar un sistema

equivalente en el inicial en forma escalonada. Asi, empezando por la tltima incog-

nita, podremos resolver facilmente el sistema.
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Para conseguirlo:

1) Empezamos repasando todos los coeficientes de z1 (a11, a21, ..., am1) hasta en-
contrar el primer coeficiente que sea diferente de cero. Este coeficiente podria ser
el mismo a11. Si no es el primero, se intercambia la ecuacién con la primera que

tenga este término diferente de 0.

2) Consideramos que un nuevo sistema tiene un nimero diferente de 0 como coeficien-

te aq1.

3) Mediante las operaciones de reescalar y pivotar, se consiga que todos los coeficien-
tes que estén bajo este nuevo aj; sean 0. Asi, si en la ecuacion que ocupa la fila

k-ésima su primer coeficiente ay; es diferente de 0, se pivota multiplicando la

primera fila por % y restando el resultado a la fila k-ésima. El resultado sera la

nueva fila k-ésima. El nuevo sistema tendra esta forma:

aiixry +ajgx2  +... +aipxTn =0b1
tahors  +... +ah,Tn = bh
tapoTa  +... +FampTn = by,

4) Una vez eliminados todos los coeficientes de la primera incognita (excepto el de
la primera ecuacién), repetimos el mismo procedimiento con los coeficientes de la

segunda incognita, x2, a partir de la segunda ecuacion.

5) A continuacion, se realiza el mismo procedimiento con la tercera incognita, x3, a
partir de la tercera ecuacion. Y asi sucesivamente hasta llegar a la altima ecuacién.
Una vez llegado al final del proceso, el nimero de ecuaciones que no son del tipo

0 = 0 es igual a un cierto nimero, que denominaremos r, de modo que r < m.

3.3.3. Soluciones y tipos de sistemas

Una vez finalizado el procedimiento de Gauss, el sistema resultante tendréa que hallarse

en una de estas situaciones:

e Que aparezca una fila con todos los coeficientes iguales a cero y con la constante
diferente de cero. En este caso el sistema no tiene ninguna solucién. Se dice que

el sistema es incompatible.

e (Que no aparezca ninguna ecuacion con ceros, o que todas las filas con coeficientes
iguales a cero tengan también constantes iguales a cero (en este caso todas estas
filas son superfluas y pueden eliminarse). Si esto es asi, el sistema tiene solucion.

Se dice que el sistema es compatible, y puede ser:

o Compatible determinado: la solucion es tnica si el nimero r de ecuaciones

resultantes en el sistema escalonado es igual a n (el niimero de incognitas).
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o Compatible indeterminado: con infinitas soluciones si el ntiimero r de ecua-

ciones en el sistema escalonado es menor que n (el nimero de incognitas).

Veamos como son las soluciones en el caso de sistemas compatibles:

El sistema resultante en forma escalonada, después de utilizar el método

sera de la formas:

ail1ry +aigre +aizxrgy +... +... +a1(n—1)1’n71 +a1nTn = b1
+ag2r2 +ag3xr3 +... +... +a2(n_1):vn_1 +a2nTn =bo
+as3xrs +... +... +a3(n_1)xn_1 +aznTn = b3
+ + +. + =
O + + + =
+a(n-1)(n-1)Tn-1  +Q(n-1)nTn =bn-1
+annTn =bn

Para encontrar la solucién tnica de este sistema, se utiliza la llamada sustitucion
hacia atrds (un proceso muy parecido al que se ha seguido en los sistemas de tres

ecuaciones lineales):

1) Se aisla =5, de la tltima ecuacion:

bn,
Tp = —.
Gnn

2) Se sustituye este valor en la ecuacion anterior y se encuentra el valor de xp_1:

1 bn,
Tn-1= ——— (bn—l —Q(n-1)n " 7)
a(n—l)(n—l) ann

3) Se sigue el mismo procedimiento de sustitucién hacia atrds hasta que se han

encontrado los valores para todas las incognitas.

Caso r < n | El sistema de ecuaciones quedaria de la manera siguiente:

allxri +a12x2 +ai13rs +... +... +... +... FainTn = b1
a22x2 +ag23x3 +... +... +... +... +a2nTn = bg

O +.. + + + + =
rpTr  +Op(ng1)Trel oo FarpTn = by

Para resolver este sistema, haremos lo siguiente:

e Reducir este sistema a un sistema con tantas incognitas como filas. Para hacerlo,

se pasan todas las incognitas a partir de z,,1 al otro miembro.
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aijlry +aixz +aizxs +... +airTr =by — A1(r+1)Tr — ...~ AlnTn
a9  +a93r3 +... +a2,Tr =by — a2(r41)Tr = ... — A2pTn
ArnTr =br — Ar(n+1)Tr+l = ... — Grndn

e De este modo, tenemos las r primeras incégnitas en el miembro izquierdo de las
ecuaciones, y las n — r incognitas del miembro de la derecha de las ecuaciones se
tratan como si fueran valores conocidos (como los nimeros b;). Obtenemos asi un
sistema con 7 ecuaciones y 7 incognitas, que puede resolverse haciendo el proceso

de sustitucién hacia atras.

e Ahora bien, se obtendré la solucion para las r primeras incégnitas, que dependeran
del valor que tengan las n — r incognitas restantes, y estas n — r podran tomar
cualquier valor real. Por eso mismo, este tipo de sistemas tiene méas de una

solucién (de hecho, tiene infinitas soluciones).

3.4. Sistemas de inecuaciones
3.4.1. Sistemas de inecuaciones lineales con una incognita

Definicién. Un sistema de inecuaciones lineales con una tinica incognita esta forma-
do por varias inecuaciones lineales y limitado por una clave que indica precisamente

que se trata de un sistema, y no de inecuaciones independientes.

Ejemplo. Un sistema de inecuaciones podria ser:

3r+4<2x+8

20— 1>x

Un ntmero es soluciéon de un sistema de inecuaciones de este tipo si es solucién de
todas las inecuaciones que forman el sistema. Tengamos en cuenta que la solucion de
un sistema de inecuaciones lineales con una incégnita puede tener solucién o no, y en
caso de que tenga solucién esta puede ser un solo nimero, un intervalo de nimeros o

bien la unién de varios intervalos.

Ejemplo. z = 3 es una solucién del sistema de inecuaciones anterior, puesto
que

3:3+4<2-3+8 13<14

—

2-3-1>3 5>3
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Meétodos de resolucion. Para resolver sistemas de inecuaciones, proponemos dos
métodos diferentes.

En el primer método, los pasos para la resoluciéon son los siguientes:

1) Se resuelven por separado las ecuaciones asociadas a cada una de las inecuaciones
del sistema. La ecuacion asociada a una inecuacién es la resultante de sustituir la
desigualdad de la inecuacién por una igualdad. En el ejemplo anterior, tenemos
que resolver cada una de las dos ecuaciones siguientes:

3xr+4=2x+8=zx=4
2r-l=zc<ox=1

2) Se marcan en la recta real las soluciones anteriores. Esto hara que la recta real

quede dividida en 3 partes. En el ejemplo:

3) Se selecciona un nimero de cada una de las partes en las que queda dividida la
recta por los numeros anteriores. En el ejemplo, pueden escogerse los nimeros 0,

2y 6.

—
——
—_—

1
—
S
L
[
o
~J1

4) Se comprueba cudl de estos nimeros, ademds de las soluciones de las ecuaciones,
son solucidn de todo el sistema de inecuaciones. En el ejemplo, se tienen que
probar el 0, 2 y 6 que hemos marcado en el paso anterior y las dos soluciones 1 y

4. Es s facil comprobar que son tnicamente solucion del sistema el 2 y el 4.

5) Finalmente, las soluciones del sistema son los nimeros que estdn en el mismo
intervalo que los numeros que en el paso 4 hemos comprobado que eran solucion
del sistema de inecuaciones. Ademas, incluiremos las soluciones obtenidas en el
apartado 1 si cumplen el sistema de inecuaciones. En el ejemplo, los nimeros que
son solucién del sistema estan entre el 1y el 4, mas el 4, y por lo tanto el intervalo

(1,4], la seccion coloreada de esta recta real:

~ 0O
L 3

Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones lineales

3r+4<2x+8

20 -1>x
son todos los nimeros mayores que 1 y menores o iguales a 4, es decir, todos los
nimeros, x, que cumplen 1 < x < 4. En forma de intervalo, la solucion se expresaria

de la manera siguiente:

(1,4]
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Un segundo método para resolver este sistema es:

1) Resolvemos la primera inecuacién. En el ejemplo, tenemos que resolver

3r+4<2x+8

Tal como hemos visto en el método anterior, la solucién de la ecuacién asociada
es r =4, y si comprobamos los valores 0, 4 y 5 en la inecuacién obtenemos como

solucién el intervalo, (—oo,4].

2) Resolvemos la sequnda inecuacion. En el ejemplo, procedemos del mismo modo
que en el paso anterior y obtenemos que la solucién de 2x — 1 > z es el intervalo

(1, +00).

3) Buscamos cudles son los puntos en comin que tienen las dos soluciones obtenidas.

En el ejemplo vemos que coinciden en el intervalo (1,4]

3.4.2. Sistemas de inecuaciones de segundo grado con una incégnita

Definicion Un sistema de inecuaciones de segundo grado con una tnica incognita
estd formado por varias inecuaciones lineales o de segundo grado y limitado por una

llave.

Ejemplo. Un sistema de inecuaciones de segundo grado puede ser

20+522—-«x

22 -2 -2<a? -z +4

Un ntmero es soluciéon de un sistema de inecuaciones de este tipo si es solucién de
todas las inecuaciones que forman el sistema. Tengamos en cuenta que la solucion de
un sistema de inecuaciones lineales con una incégnita puede tener solucién o no, y en
caso de que tenga solucién esta puede ser un solo niimero, un intervalo de nimeros o

bien la union de varios intervalos.

. 1 > g . .
Ejemplo. z = 5 es una solucion del sistema de inecuaciones, puesto que



© FUOC o PID 00273914 104 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Método de resolucion. Un procedimiento para encontrar las soluciones de un
sistema de inecuaciones de segundo grado es muy parecido al de resolucion de sistema
de inecuaciones lineales. De hecho podemos elegir cualquiera de los dos métodos que
hemos visto y utilizarlos también en este caso. Elegimos por ejemplo el segundo. Asi,
para encontrar la solucion del sistema hay que resolver cada una de las ecuaciones
aparte, después buscar las soluciones de las dos inecuaciones por separado y finalmente

buscar todas las zonas comunes:

1) Se resuelven las dos ecuaciones asociadas.

2r+5=2—-z<x=-1
222 22 -2=22-2+4<=1=-2,3

2) Se resuelven las dos inecuaciones por separado.

e La solucién de 2z +5>2 -z es [—1,+00).

: % : ! : : : 5

|
-3 -2 -1 0 1 2 3 1

e Lasolucion de 2z° -2z -2 <a? -z +4 es [-2,3].

e ! !

-3 -2 -1 0 1

b 4

Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones de segundo grado

20 +52>22-x

202 -2z -2<a® —x+4
son todos los niimeros mayores o iguales a —1 y menores o iguales a 3, es decir,
todos los nimeros, x que cumplan —1 < z < 3. En forma de intervalo, la solucién

se expresaria de la manera siguiente: [-1, 3].
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Resumen

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas

Definiciéon: es un conjunto de dos ecuaciones de pri-
mer grado con dos incognitas cada una, representadas
por las mismas letras.

Escritura habitual: términos con incoégnita en el
miembro de la izquierda y términos numéricos en el
de la derecha.

3xr—-6y=5
2¢ -2y =4

Ejemplo:

Solucién: un par de ntimeros que, al sustituir las in-
cognitas correspondientes en cada una de las ecuacio-
nes, dan lugar a dos igualdades ciertas.

{x+y:3

20—y =3

Resolucioén: proceso de busqueda de las soluciones tiene solucion (z,y) = (2,1),

del sistema. ya que
2+1=3
2:2-1=3

Meétodos de resolucion
Meétodo de sustitucion

Procedimiento Ejemplo: dr-2y=8
2c+y=4

1. Se elige una de las dos ecuaciones. 2e+y=4

2. Se aisla una de las incognitas de la ecuacion elegida. y=4-2z

3. Se sustituye el valor de la incégnita en la otra ecua-
cion.

4r-2-(4-2x) =8

4. Se resuelve la ecuacion resultante.

dr—-8+4xr=8 <= 8r—-8=8

16
<:>8:c=16<:>:c:§:2

5. Se sustituye el valor encontrado en la ecuacion del
paso 2 y obtenemos el valor de la otra incognita y la
solucién.

y=4-2-2=0
Solucion: (z,y) = (2,0)

6. Se comprueba la solucion.

4.2-2.0-8=8=8
2:2+0=4=>4=4

Método de igualacion

4. Se sustituye la incégnita de cualquiera de las ecua-
ciones del sistema del paso 1 por el valor encontrado.

Procedimiento Ejemplo: dr-2y=8
2c+y=4
4x -8
P . NP . Y= =2z —4
1. Se aisla la misma incognita en las dos ecuaciones. 2
y=4-2x
2. Se igualan las dos expresiones resultantes. 20 -4=4-2x
20 -4=4-2x <= 4r =8
3. Se resuelve la ecuacion resultante. 8
Sr=-=2
y=4-2-2=0

Solucion: (z,y) = (2,0)

5. Se comprueba la solucion.

4.2-2.0=8=8=8
2:2+0=4=4=4

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria
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Método de reduccion

Procedimiento Ejemplo: 4z -2y =8
2c+y=4
1. Se elige una de las dos incognitas. Por ejemplo, y
2. Se multiplican los dos miembros de la primera 1-(do-2y=8)
ecuacion por el coeficiente de la incognita escogida -2-(2z+y=4)
en la segunda ecuacion y los dos miembros de la
seguqda ecuaci(’)q por el coeﬁpiente de la incognita 4r -2y =8
escogida en la primera ecuacion. 4z —2y =-8
dr -2y =8
3. Se restan las dos ecuaciones resultantes. - —4x -2y =-8
8z =16
4. Se resuelve la ecuacién resultante. =2
. L. Se sustituye x =2 a 2x +y = 4:
5. Se sustituye el valor de la incognita hallada en
cualquiera de las ecuaciones del sistema. 2:2+y=4
6. Se resuelve la ecuacién resultante. d+y=4=y=0
Solucié: (z,y) = (2,0)
7. Se comprueba la solucion. Lo dhi=g=a =t
2:2+0=4=>4=4

Sistema de m ecuaciones y n incodgnitas

Un sistema de m ecuaciones y n incégnitas (que denominaremos z1, z2, ..., Tn),
con términos independientes b1, ..., b, denominados también constantes, y en el que m
y n son dos ntimeros naturales, tiene la forma siguiente:

a11x] +aigxe +...+a1nTn = bl
a21x1 +Aa22x2 + ...+ aanTn = bz

Am1T1 + Gm2T2 + ... + AmnTn = bm

Resolucién de un sistema de varias ecuaciones lineales por el método de Gauss

T+yY+2 =0
2¢ -by—2z =-2
3x+4y+2z =8
rz+y+z =0
—Ty—-4z =-2
y—2z =8

Eq2=-2-Eql+Eq2
e s

1. Operar con la primera ecuacion para eliminar la
Eq3=-3-Eql+Eq3

primera incognita de las otras ecuaciones.

z+y+z =0

la segunda incognita de las ecuaciones siguientes. Eq3=Eq2+7-Eq3
bt AR

—Ty—4z =-2
3. Se hace la misma operacién hasta agotar las y—2z =8
ecuaciones y se obtiene un sistema escalonado. z+y+z =0
-Ty—4z =-2
-18z =54
182=54=>2=-22=_3

18
-Ty—-4-(-3)=-2=y=2
z+2-3=0=z=1

4. Se resuelve la 0ltima ecuacion y se sustituyen

2. Operar con la segunda ecuacién para eliminar {
los valores hacia atras. {

Numero de soluciones de un sistema

Un sistema de m ecuaciones y n incognitas puede no tener solucién, tener una o tener
infinitas.

e El sistema no tiene ninguna solucién cuando aparece una fila con todos los coe-
ficientes iguales a 0 y con la constante diferente de 0. Se dice que el sistema es
incompatible.

e En caso contrario, el sistema tiene soluciéon, se denomina sistema compatible y
puede ser:

o Compatible determinado (con solucién tGnica): si el ndmero de ecuaciones
resultantes en el sistema escalonado es igual al nimero de incognitas.

o Compatible indeterminado (con infinitas soluciones): si el namero de ecua-
ciones en el sistema escalonado es menor que el nimero de incognitas.
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Sistemas de inecuaciones

Un sistema de inecuaciones con una tunica incégnita esta formado por varias inecuaciones
y limitado por una clave que indica precisamente que se trata de un sistema y no de
inecuaciones independientes.

Resolucion de sistemas de inecuaciones

1) Se resuelven las ecuaciones asociadas a las inecuaciones del sistema.
2) Se marcan las soluciones anteriores en la recta real.

3) Se selecciona un nimero de cada una de las partes en las que queda dividida la recta
por los niimeros anteriores.

4) Se comprueba cual de estos ntimeros son solucion del sistema de inecuaciones.
5) Las soluciones del sistema son los nameros que estan en el mismo intervalo que los

nimeros que en el apartado 4 hemos comprobado que eran solucién del sistema de
inecuaciones.
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Ejercicios resueltos

1. Encuentra las soluciones en el sistema de ecuaciones usando el método de

Gauss:
T -y =0
2 2y +z +2w =4
Y +w =0
2z +w =5
Solucion:

Se observa que la primera incognita inicial es la  en la primera ecuacion, puesto que su
coeficiente es diferente de 0 (es 1). Pivotando este elemento se obtiene:

T -y =0 T -y =0
2r -2y +z +2w =4 Eq2=Eq2-2-Eql z +2w =4
Y +w =0 Y +w =0

2z +w =5 2z +w =5

Solo la primera ecuacion tiene incognita = or lo tanto la primera incognita inicial, que es
) 2

y, estd en la tercera ecuacion (puesto que en la segunda ecuacion no hay incognita y). Asi,

pues, intercambiamos las filas:

T -y =0 T -y =0

z +2w =4 Eql-Eq2 Y +w =0
_—

Y +w =0 z +2w =4

2z +w =5 2z +w =5

De este modo, ya no hay més incoégnitas y. La nueva incégnita inicial de la tercera ecuacion es
z; por lo tanto, puede mantenerse en la posicion y servira de pivote para eliminar la incognita
z de la ultima ecuacion:

T -y =0 T -y =0
Y +w =0 Eg4=Eq4-2-Eq3 Y +w = 0

z +2w =14 z+2w =4

2z +w =5 -3w = -3

Se ha llegado a la Gltima ecuacion, y la situacion es de igual ntimero de incégnitas que
de ecuaciones. Por lo tanto, se trata de un sistema compatible determinado. Se aplica la
sustitucién hacia atras en el tltimo sistema para resolverlo:

e Se deduce que w =1 de la altima ecuacion.

e Se sustituye este valor en la ecuacién anterior y se resuelve:
z+2-1=4=2=4-2=2.

e Se sustituyen z=2 y w =1 en la ecuaciéon anterior:
y+1=0=>y=-1.

e Se sustituyen y=-1, z=2, w=1:
z-(-1)=0=>z=-1.

Por lo tanto, la solucion del sistema es z = -1, y = -1, z = 2, w = 1. También puede escribirse
(xz Y, 2, w) = (717 717 27 1)

2. Encuentra las soluciones en el sistema de ecuaciones usando el método de
Gauss.

T +y +z ~w =1

y -z +w =-1
3x +6z —6w = 6
-y +z —w =1

Solucién:

Para obtener la forma escalonada hacemos lo siguiente:

T +y +z —w =1 T +y +z —w =1
Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3-3-Eql Yy -z +w =-1 Eq3=Eq3+3-Eq2
_— —_—
3z 46z 6w= 6 -3y +3z —3w = 3 Fai=Eqi+Eq2

-y +z ~w =1 -y +z —w =1
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T4y +z —w= 1

Eq3=Eq3+3-Eq2 y —z +w = -1

—_

Eq4=FEq4+Eq2 0 =0
0 =20

Eliminamos las dos igualdades 0 = 0, puesto que son superfluas. El sistema escalonado es:
TH+y +z —w =1
Yy —z+w=-1

En este caso, n =4y r = 2; por lo tanto, se trata de un sistema compatible indeterminado. Para
poder utilizar el procedimiento de sustitucion hacia atrés, tiene que haber tantas incognitas
como ecuaciones; por eso, movemos las dos incognitas restantes al miembro de la derecha.

Tz+y=1 -z +w
y =-1+z —w
Ahora ya podemos resolver el sistema. La tltima ecuacién nos da el valor de la y.

y=-1+z-w.
Si sustituimos hacia atras el valor de la y en la primera ecuacién,

r-1l+z-w=1l-z+w=>x=2-22+2w.
Asi, las soluciones son de este tipo:

r=2-2z+2w
y=-1l+z-w

donde z y w pueden ser cualquier namero. Escribiremos la solucion (z,y,z,w) = (2 -2z +
2w, -1+ 2z —w, z,w) para z, w € R. Por eso, el sistema tiene infinitas soluciones, tantas como
valores se den a z y w. Ejemplos concretos serian los siguientes:

e Siz=0y w=0, entonces x =2 e y =-1. Por lo tanto, una soluciéon del sistema es x = 2,
y=-1,2=0, w=0.

e Siz=1yw=-2,lasoluciéon del sistema seria z =-4, y=2, z=1, w=-2.

Asi pues, para cada par de valores cualquiera z, w podemos conseguir una solucion del sistema.
Es decir, el sistema tiene soluciones infinitas.

3. Encuentra las soluciones del sistema.
20 +3y+2z2=4
T-2y+z=-2
8r+5y+5z=1

Solucion:

Solucionamos el sistema encontrando la forma escalonada. Para ello, hacemos lo siguiente:

2 43y +z = 4 T -2y +z = -2
Eql—Eq2 Eq2=Eq2-2-Eql
— — _ = e
T -2y +z 2x +3y +z Fq3-Eq3-8 Eql
8x +5y +5z =1 8x +by +5z =
T -2y +z = -2 T -2y +z = -2
Eq2=Eq2-2-Eql Eq3=Eq3-3-Eq2
—_— — = —— —z =
Eq3=Eq3-8-Eql 7y z 8 7y z 8
2ly -3z = 17 0 =-7

En vista de la tercera ecuacién, que no tiene ninguna posible solucién porque siempre es
falsa, podemos deducir que el sistema es incompatible.

4. Anade una ecuacion al sistema siguiente, de forma que resulte...
{z +y +z =1
T -z=2
(a) compatible determinado.
(b) compatible indeterminado.

(¢) incompatible.

Solucion:

(a) Tenemos que asegurarnos de hallar una tercera ecuacién que no dé lugar a un sistema
incompatible o que sea irrelevante. Dado que la segunda ecuacién no tiene la variable
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y, podemos dar una tercera ecuacioén con esta variable, por ejemplo, y = 0. O bien, para
complicar més esta tercera ecuacion, y = 0 més una combinacion lineal de las otras dos
ecuaciones {(de modo que al simplificar el sistema devuelva a y = 0).

Con esta tercera ecuacion (y = 0), haciendo sustitucion hacia atréas, nos queda el sistema

T +z=1 Eq2=Eq2-Eql |z 4+2z=1
—_—

x -z =2 -2z =1

Y puesto que es un sistema escalonado de dos ecuaciones y dos variables, ya sabemos
que es compatible determinado. ;Sabes resolverlo?

(b) Puesto que con las dos ecuaciones que nos dan ya tenemos un sistema con dos ecuaciones
y tres incognitas, si anadimos una ecuacion irrelevante mantendremos el mismo tipo de
sistema.

Por ejemplo, la tercera ecuacién podria ser 0 = 0 (que siempre es cierta y no da maés
informacion que la que ya tenemos, y por lo tanto es irrelevante), z—z = 2 (que es idéntica
a la segunda ecuacion) o cualquier combinacién lineal de las ecuaciones iniciales.

(c) Para que el sistema resulte incompatible, basta con dar una ecuacién que no pueda

solucionarse. Por ejemplo, si la tercera ecuacion fuera 0 = 1 no habria solucion del
sistema (ya que la tercera ecuacién nunca seria cierta), y por lo tanto el sistema seria
incompatible.
Otra opcién es dar una tercera ecuaciéon que sea realmente incompatible con alguna de
las anteriores, por ejemplo, z—z = 1. Dado que la segunda ecuacién es z -z = 2, no puede
ser que las dos sean ciertas a la vez (dicho de otro modo, al restar una ecuacion de la
otra obtendriamos 0 1 como antes); por lo tanto, el sistema es incompatible.

5. Encuentra la solucion del sistema de inecuaciones siguiente:

T -
2z — >z
x+1
r-1<3-
Solucion:
Si operamos la primera inecuacion, tenemos:
-1
20 -x >
3
z-1
Tz >
3
3z >x-1
2¢ > -1
-1
T >—
. 2
Mientras que, para la segunda,
x+1
r—-4 <-
2

20 -8 <—-(z+1)

3z <7
7
r <=
3 17
Por lo tanto, si unimos las dos soluciones tenemos la solucién x € (—7, 5)

6. Resuelve el sistema de inecuaciones siguiente:
222 -3<6z+5
Tr+1<13+4x

Solucion:
Si reordenamos la primera inecuacién, tenemos
22% - 62 -8<0.

Ahora bien, si igualamos la parte de la izquierda a 0 y solucionamos la ecuacién aplicando la
formula de la ecuacion de segundo grado, tenemos z = —1,4 como soluciones. Estos valores
son donde la inecuacion se satisface con una igualdad. Para saber cual de los intervalos que
quedan soluciona la inecuacién, tomamos un valor de cada intervalo y los evaluamos:

e Cogemos un nimero mas pequeno que —1, por ejemplo, —2, y lo sustituimos en la inecua-
cién, de modo que queda 8 < 0. Dado que esto no es cierto, entonces el intervalo (—oo, 1)
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no pertenece a la soluciéon.

e Cogemos un nimero entre —1 y 4, por ejemplo, el 0, y lo sustituimos en la inecuacion, de
forma que queda -8 < 0. Al ser cierto, entonces este intervalo si pertenece a la solucion.

e Cogemos un nimero mayor que 4, por ejemplo, 5, y lo sustituimos en la inecuacién, de
modo que queda 12 < 0. Al no ser cierto, el intervalo (4,+00) no pertenece a la solucion.

En conclusién, la primera inecuacion tiene como solucién el intervalo [-1,4].

Solucionamos la segunda inecuacién de forma que queda

Tr+1 <13+4x
Tx -4z <13-1

3z <12
y, por lo tanto, tiene como solucién z < 4.

Ahora sabemos que la solucion del sistema sera la interseccion de las soluciones de cada una
de las inecuaciones. Asi tendremos que la solucion del sistema es [-1,4].
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Ejercicios para practicar con las soluciones

7. Encuentra las soluciones de los sistemas de ecuaciones siguientes usando el
método de Gauss:

(a)

r +3y = -1
r -2y=9
3x +4dy = 7

3z +y +z +u +v =0
+z —u =1

2v =4

-2z +y +z —t =2
Yy +z +2t =4
z +2t =3

r -2y +3z=0
-4z +5y -6z =1

T +2y +2z =3
y +z =1
z +y +z =0

8. Un sistema lineal se ha resuelto de dos maneras obteniendo los dos conjuntos
de soluciones siguientes:

T =X r=3p-1
y=1-2X\ y=3-6u
z=2+A z=1+3p

para A, p € R. Prueba que las dos soluciones coinciden.

9. Resuelve los siguientes sisternas de inecuaciones de grado 1:
(a)

20 - (z-4)<6

>3- (20-1)+18

10. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones de grado 2:
(a)

22 -Tx+6<0

22 +8x>7
(b) ]
T —9_0
r-1
7-(3-xz)=5
Soluciones:
7.
(a‘) x:57y:_2
-3-y-2
7u,y,1+u,u,2 y,u € R
b (7
3t
(©) (1-5,173—27571&) teR
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(d) (%52+z,%1+2z,z) zeR

(e) Es un sistema incompatible
8. Comprobamos que para A = 3u — 1 obtenemos las mismas expresiones para las soluciones.
9.
(8) (~o0,-3)
(b) (-7,1)
10.

(a) (1,6]

(b) (=00, ~3]u (1, 18]
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4.1. Definicion y aspectos generales

4.1.1.

Un polinomio de una sola variable o, para abreviar, un polinomio, es una expresiéon
algebraica con una tunica letra, llamada variable. Los términos de esta expresiéon son
el producto de un niimero por una potencia positiva de la variable, excepto en el caso

de un tnico término, que corresponde a la potencia 0 de la variable, y por eso solo

Definicion

consta de un numero. Este término se denomina término independiente.

Ejemplo. Polinomios.

Polinomio con variable a

3a — 424> + 5a - 2a + 2, cuyos términos son: 3a, —42a3, 5a, —2a, +2.

Polinomio con variable b

5b — 56b> + b — 17, cuyos términos son: 5b, —56b%, +b, —17.

iQué es un polinomio? Es una 9

expresién algebraica con una dnica
letra llamada variable. Los
elementos béasicos de un polinomio
son los términos. Cada término es
producto de un coeficiente y un
grado. Un polinomio con un solo
término se denomina monomio. Si
tiene dos términos se denomina
binomio.

Los polinomios pueden designarse mediante una letra. De este modo se evita escribir

todos los términos de un polinomio cada vez que quiere hacerse referencia a este. Esta

letra va seguida de la variable, entre paréntesis, del polinomio. Estos paréntesis no

tienen que confundirse con los paréntesis que contienen operaciones.
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Ejemplo. Nomenclatura.
Denominar p(x) al polinomio 523 — 422 + 5z — 1, significa que
p(z) =52° —42® + 52— 1
donde p representa el nombre del polinomio, y x entre paréntesis indica la

variable del polinomio.

Esta asignacién permite referirnos al polinomio p(z) sin necesidad de escribir todos
los términos que lo definen.
Cabe decir que la variable més usada para expresar polinomios es la x. Se trata de

una costumbre, por lo que no tiene que considerarse una obligacién.

4.1.2. Elementos y caracteristicas de un polinomio

Como ya se ha dicho, por término de un polinomio se entienden los diferentes
elementos de un polinomio (asi como de cualquier expresion algebraica) que son pro-
ducto de un coeficiente y una potencia de la variable.

Los tipos de polinomios se distinguen segtn el nimero de términos que presentan. En

particular:

e Un polinomio con un solo término se denomina monomio.
e Un polinomio con dos términos se denomina binomio.

e Un polinomio con tres términos se denomina trinomio.

Ejemplo. Tipos de polinomios.

Monomios de variable b: —13b4, 5b237 —7b2
Binomios de variable ¢: 3¢® — 5¢

Trinomios de variable d: 3d* +2d> - 5

Los polinomios y sus términos presentan caracteristicas que es preciso distinguir.

Estas caracteristicas son las siguientes:

e El grado de un término es el exponente de la variable de este término.

e El grado del polinomio es el grado del término de grado maximo. Asi;, hay
polinomios de grado 0, de grado 1 o de primer grado, de grado 2 o de segundo
grado, etc. Generalmente, los términos de un polinomio se escriben de izquierda

a derecha de mayor a menor grado.

e El término independiente es el término de grado 0 y, por lo tanto, no aparece

en la variable.
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e El coeficiente de un término es el nimero que multiplica la variable en este

término. El resto del término se denomina parte literal.

4.1.3. Valor numérico de un polinomio

El valor numeérico de un polinomio es el valor que se obtiene al sustituir la variable
por un ntimero determinado. Asi, dado el polinomio p(z) = 523 — 422 + 5z — 1,al

sustituir la z por 1, su valor numérico es

p(1)=5-1"-4.1+5.1-1=5

Diremos, pues, que el valor numérico del polinomio p(z), cuando z es igual a 1, es 5.
Mateméaticamente, y de manera abreviada, se escribe p(1) = 5.

Dado un polinomio, podemos calcular diferentes valores numéricos.
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4.2. Operaciones y propiedades basicas

4.2.1. Operaciones basicas entre monomios

Es importante saber como se hacen las operaciones entre monomios porque sirven de
base para entender las operaciones entre polinomios. Veamos pues, como se operan

los monomios.

Suma y resta | La suma (o resta) de dos monomios de grado diferente es un binomio

en el que los dos tnicos términos son exactamente estos dos monomios. Por ejemplo,
la suma de los monomios 3z y 2z, que se representa por (31:4) + (2z), es igual al
binomio 3z + 2.

La suma (o resta) de dos monomios del mismo grado es otro monomio con idéntico
grado, y con coeficiente igual a la suma (o resta) de los coeficientes de estos monomios.
Por ejemplo, la resta de 523 y 2173, que se representa por (5x3) - (2:r3)7 es igual al

monomio 3z°.

El producto de dos monomios es otro monomio. Su coeficiente es el pro-
ducto de los coeficientes de los monomios que se multiplican, y su grado es la suma
de grados de los monomios iniciales. Por ejemplo, el producto de los monomios 423
y =522, que se representa por (4903) . (—5m2), es —20z°, puesto que 4- (=5) = —20 y
:E3 . 1’2 _ 1‘3+2 _ $5.

El cociente de dos monomios es otro monomio. Su coeficiente es el cociente
de los coeficientes de los monomios que se dividen, y su grado es la diferencia de grados
de estos dos monomios. En este caso, el grado del numerador no puede ser inferior al
grado del denominador. Por ejemplo, el cociente de los monomios 8z y 2:103, que se

4-3 _ 1

8x
representa por pye) T,

. T
5 es el monomio 4x, puesto que 5 4y Pl T

4.2.2. Operaciones basicas entre polinomios

Visto como se operan los monomios, estudiemos las operaciones basicas entre polino-

mios.

Suma y resta de polinomios ‘ La suma (o resta) de dos polinomios es igual al polino-

mio resultante de la suma (o resta) de los términos que tienen el mismo grado. Cada
término resultante corresponde a la suma de los términos del mismo grado de los
polinomios que se suman (o restan). De acuerdo con la suma (o resta) de monomios,
se trata, pues, de sumar los coeficientes de los términos del mismo grado y mantener

el orden de estos términos.

Por ejemplo, para sumar 223 - 322 + 42— 6 y 5t — 223 522 — 3z + 16, se tienen que
sumar los coeficientes de los términos de grado 4 con los de grado 4, los coeficientes
de grado 3 con los de grado 3, y asi para cada término. El polinomio suma seréa la
suma de las sumas de cada uno de estos elementos de mismo grado. Nos ayudamos

de una tabla para verlo mas claro.

Operaciones entre monomios

32 + (2z) = 32 + 22
513 - (213) = 313
42% - (-527) = -200°
4

8x

— =4z
223

/)

iCoémo se suman (o restan) dos
polinomios?

La suma (o resta) de dos
polinomios es igual al polinomio
resultante de la suma (o resta) de
los términos del mismo grado. Los
términos del mismo grado se
pueden colocar en columna, se
suman los coeficientes de cada
término y se coloca el resultado
debajo de los dos polinomios,
separado por una linea horizontal.

o
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Términos 1°° polinomio  2° polinomio polinomio suma
grado 4 0 5zt 0+5z" =
grado 3 22> 273 223 - 22° =
grado 2 —32? —52° -3z? - 5z” = | -8z
grado 1 4z -3z 4z — 3z =
grado 0 -6 16 ~6+16=

Por lo tanto, el polinomio suma es

(2;1@373332+4x76)+(5x4f2x375x273:c+16):5m478m2+m+10

Habitualmente, y especialmente por comodidad, una suma entre polinomios se expresa

escribiendo los polinomios uno encima del otro, poniendo en columna los elementos

del mismo grado y el resultado a continuacién de una linea horizontal debajo de la

columna del grado correspondiente.

Ejemplo. Suma de polinomios.

(2:c3 — 3% + 4z — 6) + (51:4 —25% —55% —3x+ 16)

22°  -322 44z -6
+ 5zt 223 —B2? -3z +16
5z 822 42 +10

Para restar dos polinomios, se procede como en el caso de la suma pero restando

término a término siempre del mismo grado.

225 —3z2 44z -6
- (52 —22% 52 -3z +16)
5zt 44z +22% 47z —-22

Para evitar errores a la hora de restar, es recomendable cambiar, antes de restar, el

signo de cada uno de los términos del segundo polinomio por su opuesto, y después

sumar.
20 -32° +4z -6
+ =5zt 4223 452?432 —16
-5z +42® 227 47z 22
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En cualquier caso, el resultado de la resta de estos dos polinomios es siempre la misma.

Ejemplo. Resta de dos polinomios.
(21‘3 ~ 322 4z — 6) - (53[:4 —2:% _52% 3z + 16) = 5rtr4e® + 222 + T —22

’ Producto de polinomios ‘ La multiplicaciéon de dos polinomios es igual a la suma de

todos los productos de cada uno de los términos del primer polinomio por cada uno de
los términos del segundo polinomio. Normalmente, el ntimero de operaciones que se
tienen que hacer es enorme. Por eso, es conveniente hacer la multiplicacién de manera

ordenada.

Para ser mas precisos, los pasos que tienen que seguirse son los siguientes:

1) Se sitdan los dos polinomios en columna, uno sobre el otro, y se multiplica cada

término del segundo polinomio por cada uno de los términos del primer polinomio.

2) El resultado del paso anterior se pone en la fila siguiente, debajo de una linea
horizontal. Como en el caso de la suma, es recomendable que todos los términos

del mismo grado queden en una misma columna.

3) Finalmente, se suman los términos de cada columna.

Para entender como se desarrolla este proceso, va bien analizar primeramente el caso
de multiplicar un polinomio por un monomio. En este caso, se multiplica el monomio
por cada término del polinomio y se suman los términos producto obtenidos. Lo

podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Producto de polinomio por monomio.
(72" - 50° + 32— 8) - (22°)

7zt —52% 43z -8
2x3
1427 -10z°  +62* -162°

Tal como se observa en el ejemplo, es conveniente dejar un vacio donde falten términos.

Para hacer el producto de dos polinomios cualesquiera, tiene que repetirse lo que se ha
hecho en el caso anterior con cada uno de los términos del polinomio que multiplica,

sumando al final los resultados por cada uno de los grados del polinomio.

Estudiemos los pasos a seguir con la ayuda de un ejemplo, en este caso el producto

del polinomio 22— 723 + 52 -8 por el polinomio 22 =Tz +2.

i Coémo se multiplican dos
polinomios? La multiplicacién de
dos polinomios es igual a la suma
de todos los productos de cada uno
de los términos del primer
polinomio por cada uno de los
términos del segundo polinomio. Al
hacer el producto es conveniente
que todos los términos del mismo
grado queden en una misma
columna.

o
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1) En primer lugar, colocamos un polinomio sobre otro situando los términos de

mismo grado en una misma columna.

22t —7a3 +br -8

22 Tz 42

2) A continuacion, empezamos a multiplicar el primer polinomio por el elemento de
grado menor del segundo polinomio (+2 en este caso) y colocamos los resultados

de cada término debajo de la columna de los términos del mismo grado:

2564 —71’3 +5x -8
22 —Tr 42
42t 1423 +10z  -16

3) Acabada y ordenada esta primera multiplicacion, seguimos multiplicando los tér-
minos del primer polinomio por el segundo término mas pequeiio del segundo
polinomio (—7z en este caso) y, como antes, colocamos los resultados en la linea

siguiente de forma que los términos de igual grado estén en columna.

22 73 +5x -8
22 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~14z°  +49z* -352°  +56x

4) Seguimos haciendo lo mismo con el resto de los elementos del primer polinomio.

224 —723 +5x -8
z? —Tx +2
40t 1423 +10z  —16
~142°  +494* -352%  +56
2% —72° +52° —822

5) Finalmente, sumamos término a término los resultados obtenidos.
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Ejemplo. Producto de dos polinomios.
(2x4—7a:3+5x—8)~(x2—7cc+2)

22 73 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -3522  +56z
2% —72° +523 —822

228 —212°  +532*  -92% 4322 +66xz -16

Cociente de polinomios | El algoritmo de la divisién entre polinomios es un proceso

muy parecido a la divisién entre niimeros, con el cambio de las cifras de un nimero
por los términos de un polinomio. De acuerdo con esta similitud, para dividir dos
polinomios se tiene que empezar dividiendo el término de mayor grado del polinomio
dividendo entre el término de mayor grado del polinomio divisor. El resultado se sitia
en el lugar del cociente. A continuacion, se multiplica este término del cociente por

el divisor y este producto se resta del dividendo.

Veamoslo con un ejemplo: dividimos el polinomio 6z* — 272% + 1522 — 48 entre el

polinomio 222 — 3z + 4

1) El primer paso consiste en dividir el término de mayor grado del dividendo, 6zt
en este caso, entre el término de mayor grado del divisor, 2:)02, de forma que queda

una divisién entre monomios.

6x 4-2 2
‘T =

== _3

By 3x

2) A continuacioén, se multiplica el divisor por el monomio obtenido,

(2332 — 3z + 4) 322 = 62t — 92° + 1242

y se resta del dividendo. De acuerdo con este proceso, se escribe

62> 272  +152% -48
—61:4 +9363 —12:702
0 1827 +322

3) Hecha la resta, se baja el término siguiente del dividendo, en este caso 0 (dado que
no hay término de primer grado), y se divide, siguiendo el procedimiento anterior,

entre lo que ha quedado como dividendo y el divisor.

iCoémo se dividen dos polinomios? 9

De manera similar a la divisién
entre niameros, para dividir dos
polinomios se tiene que empezar
dividiendo el término de mayor
grado del dividendo entre el
término de mayor grado del divisor.
El resultado se sitila en el lugar del
cociente, se multiplica este término
del cociente por el divisor y se resta
este producto del dividendo. Y asi
sucesivamente con el resto de los
términos del dividendo hasta llegar
a su término independiente.
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6zt —272%  +1522 —48 222 — 3z +4

2

-6zt +923 -12z 322 - 9z

0 -182%  +3z°2

+182%  -272%  +36z

0 —242%  +362 -48

4) Se sigue este procedimiento sucesivamente hasta bajar el tltimo elemento del
polinomio dividendo. En el caso del ejemplo, la divisién completa se escribiria de

la manera siguiente:

Ejemplo. Cociente de polinomios con resto 0:

(6x4 —272% + 152 - 48) . (2x2 —3z+ 4)

6zt —272%  +1522 —48 222 — 3z +4

—6z*  +9z° 1222 322 - 9z — 12

0 -18z%  +322  (0z)

+182%  —272%  +362

0 —242%  +36z -48

+242%  —362  +48

En este caso, diremos que la division es exacta porque el residuo es 0. Si el residuo es
0, se cumple
62 — 272% + 1527 — 48

=322 — 9z — 12
2¢2 - 3x+4

En casos como este, cuando el residuo de la divisién es 0, se dice que el polinomio
dividendo, en este caso 6zt — 272 + 1522 - 48, es divisible entre el polinomio divisor,
222 —3x +4 en este caso, y, de forma equivalente, que el polinomio divisor, 222 —-3x+4,

es miltiplo del polinomio dividendo, 62* — 2723 + 1522 — 48.

Otra manera de expresarlo es decir que el polinomio dividendo, 62t — 2723 + 1522 - 48,
se descompone en los polinomios divisor, 222 - 3z + 4, y cociente, 322 — 9z — 12.
Esto significa que el polinomio dividendo, 6z - 272° + 1522 - 48, es producto de los

polinomios divisor, 222 -3z + 4, y cociente, 322 -9z — 12, de la divisién. En definitiva,

62t — 272° + 152° — 48 = (2m2 ~3r+ 4) : (3:102 9z - 12)
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Tal como ocurre también en las divisiones entre expresiones numéricas, es posible que
el residuo de un cociente entre polinomios no sea 0, como por ejemplo al dividir el

polinomio 62" — 2722 + 1522 + 3z — 48 entre el polinomio 222 -3z + 4

Ejemplo. Cociente de polinomios con resto diferente de 0.

(62" — 272° + 1527 + 32 — 48) + (22° — 3z + 4)

62t  —272°  +1522 43z 48 222 — 37 +4
-6z 49z —1222 322 - 9z — 12
0 -182% 4322 43z

+182°  —272%  +362

0 —24z%  +39r -48

+242%  —362 +48

0 +3x 0

En este segundo ejemplo, el polinomio dividendo no es miltiple del polinomio divisor.

En casos en que el polinomio dividendo no es miltiple del polinomio divisor, hecha la
divisiéon, también puede expresarse la descomposicién del polinomio dividendo como
el producto de los polinomios divisor y cociente, mas el polinomio residuo, del mismo
modo que se hace con las expresiones numéricas. Es decir, que la férmula aprendida
en la division de nimeros, en la que el dividendo (D) es igual al divisor (d) por el

cociente mas el residuo (r), también se aplica a la divisiéon de polinomios.

Asi, en el ejemplo, visto que el dividendo es 62t — 2723 + 1522 + 3z — 48, el divisor es

222 - 3z + 4, el cociente es 322 — 9z — 12 y el resto es 3z, resulta

62t — 274 + 150% + 3¢ — 48 = (2m2 —3x+4) : (312 9z - 12) + 3z

Fracciones algebraicas | Una fraccion algebraica es simplemente una fraccion entre

polinomios.

Del mismo modo que se han definido fracciones numéricas equivalentes, también se

pueden definir las fracciones algebraicas equivalentes. Concretamente,

a(zx)
b(x

si a(x), b(z), p(x) y ¢(x) son polinomios, diremos que las fracciones algebraicas
p(z
;M)

es igual. Es decir,

son equivalentes si el producto cruzado entre numeradores y denominadores

i Qué es una fraccién algebraica? Es 9

una fraccién entre polinomios. Las
fracciones algebraicas pueden
simplificarse y operarse (con suma,
resta, multiplicacién y divisién). Se
define el término de las fracciones
algebraicas equivalentes de manera
similar a las fracciones numeéricas.
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a(z) _p(x)
b(z) ~ q(a)

si.a(z) - q(z) = b(2) - p(x)

Ejemplo. Fracciones algebraicas equivalentes.

2% — 42”22 + 4 _ 2% -2
et+a3-522+2-6 x3+3c2+x+3

porque
(2x3—4m2—2x+4)-(x3+3a:2+x+3)=(m4+x3—5x2+x—6)~(2x2—2)

=225 + 225 —124% — 22% — 2z + 12

Como en el caso de los nimeros fraccionarios, las fracciones algebraicas verifican estas

propiedades:

e Al multiplicar numerador y denominador por un mismo polinomio, la fraccion

resultante es equivalente a la inicial.

e Al dividir de manera exacta numerador y denominador por un mismo polino-
mio, la fraccién resultante es equivalente a la inicial. Este proceso se denomina

simplificacion.

Ejemplo. Simplificar fracciones algebraicas.

Dada la fraccion algebraica

a® - 222 + 42 - 8
22+ -6
notamos que numerador y denominador se pueden descomponer como produc-
to de otros polinomios de menor grado.
a® - 227 + 42 -8 = (x—2)-(x2+4)
e +z-6=(z-2) (z+3)

Como numerador y denominador tienen factores comunes, (z — 2), resulta

-2 +4z-8 (2-2)-(2"+4) 2?44

22+z-6  (z-2)-(z+3) x+3

Las fracciones algebraicas también pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse.

Los procedimientos son los mismos que en el caso de las fracciones numéricas:

e Producto y cociente de fracciones algebraicas. Para hacer la multiplicacion
y divisién de fracciones algebraicas se siguen las mismas reglas que para multipli-
car y dividir fracciones numéricas.

La fraccion producto es aquella que tiene como numerador el producto de nume-
radores y como denominador el producto de denominadores, es decir, aquella en

la que se multiplican linealmente numeradores y denominadores.



© FUOC o PID 00273914 125 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

La fraccion cociente es aquella que como numerador tiene el producto del pri-
mer numerador por el segundo denominador, y como denominador el producto
del primer denominador por el segundo numerador, es decir, aquella en la que se

multiplican numeradores y denominadores en cruz.

Ejemplo. Producto y cociente de fracciones algebraicas.

Producto 9
32 Tr+1 (3x-2)-(7Tx+1)  2lz"-1lz-2

202+3 20+2 (2202+3)-(20+2) 425 +42% +62+6

Cociente 9
3z-2 7x+1  (3z-2)-(2z+2) 6z + 2z — 4

202 +3 20 +2 (222+3)- (Tz+1) 1423 + 222 + 21z + 3

e Suma y resta de fracciones algebraicas. Para sumar (o restar) dos fracciones
algebraicas, se sigue el mismo procedimiento que para sumar (o restar) fracciones

numéricas. Por eso conviene diferenciar si tienen el mismo denominador o no.
o Si las fracciones algebraicas tienen el mismo denominador, se suman (o restan)

los numeradores y se deja el mismo denominador.

Ejemplo. Resta (o suma) de fracciones algebraicas de igual denominador.

3t-2  2z+6  (3z-2)-(2z+6)  z-8
402 -z +1 4da2 -z +1 422 —x + 1 422 —x+1

o Si las fracciones algebraicas tienen denominador diferente, hace falta ante todo
transformarlas en fracciones equivalentes con el mismo denominador, como en
el caso de las fracciones numéricas. Para hacerlo, se calcula el MCM (minimo
comiin miltiplo) de los polinomios que son en el denominador. Una vez encon-
tradas las fracciones equivalentes con el mismo denominador, se suman de la
manera anterior: se suman (o restan) los numeradores y se deja el mismo deno-
minador.

Veamoslo con este ejemplo. Queremos sumar

3z -4 5 — 2
+
z2+5x+6 22+3z+2
1) Buscamos el MCM de los denominadores.

x2+5m+6:(x+2)~(a:+3)
B +3x+2=(z+1) (z+2)

Por lo tanto,
2 2 3 2
mem (2% + 52+ 6,07 + 32+ 2) = (2 + 1) (2 +2) (2 +3) = 2" + 62 + 112+ 6

2) Una vez encontrado el MCM, reescribimos las fracciones algebraicas origina-

les por sus equivalentes de igual denominador.
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3z —4 _ (Bz-4)  @Br-4)(z+1) 32—z -4
22+52+6  (x+2)(z+3) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6
Su-2 (5x-2)  (bz-2)(z+3)  52°+13x-6
22+32+2  (x+2)(z+1) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6

3) Finalmente, sumamos los numeradores y mantenemos el denominador comin

Ejemplo. Suma de fracciones algebraicas de diferente denominador.

3z -4 5z -2 3z2 -z -4 522 + 13z -6 8z2 + 12z — 10
+ = + =
22 +52x+6 x22+3z+2 x23+4622+1lx+6 x3+622+11lz+6 23+622+1lz+6

4.2.3. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un procedimiento que permite hacer de manera sencilla la iQué dice la regla de Ruffini? La 9
. . A L. . . regla de Ruffini es una manera
divisién entre dos polinomios cuando el divisor es un polinomio de grado 1 tal que su sencilla y rapida de hacer la divisién

. . . . . entre dos polinomios cuando el
coeficiente de grado 1 es también 1 y el término independiente es un nimero entero. divisor es un polinomio de grado 1
con coeficiente de grado 1 igual a 1
y el término independiente un
niimero entero. Esta regla permite
hacer la divisién utilizando

El algoritmo es el SigUiente: Gnicamente los coeficientes de

ambos polinomios.

Esta regla utiliza solamente los coeficientes de los polinomios implicados.

1) En primer lugar, se sitdan los coeficientes del dividendo, de mayor a menor (y
poniendo 0 si es necesario en los términos que no existan), en la parte superior. Se
dibujan dos segmentos perpendiculares formando una cruz en la parte inferior de
la figura y se sitia el término independiente del divisor, cambiado de signo, entre

los dos segmentos.

+2

2) Una vez colocados los coeficientes de los términos de los polinomios, se baja el
primer coeficiente, se multiplica por el término independiente cambiado de signo

y se sitta el resultado bajo el coeficiente siguiente:

+2 10

3) Se suman los dos nimeros de la misma columna y se multiplica el resultado obte-

nido por el término independiente cambiado de signo.
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5 -4 5 -1
+2 10 12
——
+2-6
5 6

4) Procediendo del mismo modo, la divisiéon por Ruffini de 523 — 42 + 5z — 1 entre

r — 2 se expresa de este modo:

5 -4 5 -1
+2 10 12 34
——

+2:17

5 6 17| 33

5) Finalmente, a partir de la dltima fila de ndmeros, se puede extraer el cociente y
el residuo. El residuo es el dltimo nimero obtenido de las restas, 33 en este caso,
mientras que el cociente de la divisiéon es un polinomio cuyos coeficientes son la
resta de los nimeros de esta fila, de mayor a menor grado. En este ejemplo, pues,
el cociente es 5z2 + 6z + 17. Tal como se observa, ha bajado un grado respecto al

polinomio inicial.

Con esto se concluye

52" — 42”4 55— 1= (52" + 62 +17) - (¢ - 2) + 33

4.2.4. Productos notables

En matematicas, se utiliza el término identidad para hacer referencia a cualquier Productos notables 0
igualdad entre dos expresiones matematicas (y, por lo tanto, sean numéricas o alge- (a+b)? =a®+2ab+b>
braicas) que se cumple para cualquier valor de sus variables. (a-b)2 =a? - 2ab+b2

(a+b)(a-b)=a’-b>

Con el término producto notable se hace referencia a ciertas multiplicaciones en- 3 3 .2 2 3
(a+b)” =a” +3a“b+3ab” +b

tre expresiones algebraicas. En particular, cada producto notable corresponde a una s 3 ) s 3
(a-b)" =a” -3a“b+3ab” -b

formula de descomposiciéon del producto que es producto de las propiedades entre las

operaciones que intervienen.

Recordemos aqui los principales productos notables que ya vimos en el tema sobre

nimeros.

Productos de dos expresiones algebraicas, con variables a y b:

e Cuadrado de una suma (a+b)% = (a+b) - (a+b) = a® + 2ab + b*
e Cuadrado de una diferencia (a-b)? = (a—-b)-(a—b) = a® - 2ab+b*

e Suma por diferencia (a+b)-(a-1b) = a® - b2
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Producto de tres expresiones algebraicas, con variables a y b:

e Cubo de una suma (a +b)> = (a+b)- (a+b)-(a+b) = a® + 3ab + 3ab® + b3

e Cubo de una diferencia (a-b)* = (a=b)-(a-b)-(a-b) = a® - 3a*b+3ab® - b>

Ejemplo. Productos notables entre polinomios.
(2z+3)%=(22)? +2-22-3+(3)? =42® + 122+ 9
2
(407 +5) - (427 - 5) = (40%) " - (5)® = 162" - 25

4.3. Descomposicion de polinomios
4.3.1. Teorema del residuo

Para encontrar el residuo de una division de polinomios cuando el divisor es un
polinomio de grado 1 con el coeficiente de grado 1 igual a 1, se puede recurrir al
valor numérico del dividendo. El teorema del residuo permite calcular este residuo,
puesto que el residuo de una divisién de este tipo es igual al valor numérico de este
polinomio cuando su variable es igual al término independiente del divisor, cambiado
de signo. Esta propiedad es la que se conoce como teorema del residuo, y se expresa

matematicamente de la manera siguiente:

Teorema del residuo. Si p(x) es un polinomio y ¢ un ndimero

real,

el residuo de la division de p(z) entre z —a es p(a).

Esto nos dice que, por ejemplo, el residuo de la divisién de p(z) = 523 — 422 + 5z — 1
entre T — 2 es igual al valor numérico de p(z) cuando la z es igual a 2, es decir, que

el residuo es p(2).

Calculamos p(2) =5- 25-4.2245.2-1= 33, y comprobamos, mediante Ruffini (del

apartado de la regla de Ruffini), que 33 es efectivamente el residuo de la division.

Igualmente, el residuo de la divisién de g(z) = 32° — 423 +22% — 2 — 1 entre z + 1 es

igual al valor numérico de g(z) cuando la x es igual a —1, es decir,

a(-1)=3-(-1)" =4 (-1)* +2-(-1)° - (-1) - 1=3

De este modo, pues, es facil encontrar si un polinomio es divisible por otro de grado
1 con coeficiente de grado 1 igual a 1: si el valor numérico del polinomio cuando x es
igual al término independiente del divisor, cambiado de signo, es igual a 0, se puede

asegurar que es divisible. En caso contrario no lo sera.

Por ejemplo, p(z) = z2 — 1 es divisible entre x + 1, puesto que p(-1) = (-1)% =1 = 0.

Es facil comprobarlo, porque la division es exacta.

El valor numérico de un polinomio 0

es el resultado de sustituir la
variable del polinomio por un
niimero. Si el valor numérico de un
polinomio es 0 para cierto nimero,
se dice que este niimero es una raiz
(o cero) del polinomio. Un
polinomio con raices puede
descomponerse en polinomios de
grado menor. Todo polinomio tiene
un nimero de raices que no supera
el grado.
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22 -1
=x—1.

r+1

En este caso, pues, podemos decir que z° — 1 = (z —1) (z + 1).

En definitiva, observemos que el teorema del residuo ayuda a descomponer un poli-

nomio en términos de grado 1 cuando esto es posible.

4.3.2. Raices y descomposiciéon de un polinomio

Se dice que un niimero a es una raiz o cero de un polinomio p(z) si se cample p(a) =
0, es decir, si al sustituir la variable por el valor a se anula el valor numérico del

polinomio.

Ejemplo. Raices de un polinomio.
1 y —1 son raices (o ceros) del polinomio p(z) = 22 -1 porque el valor del
polinomio es ( al sustituir la variable x por estos valores.
p(1) = 1°-1=0
p(-1) = (-1)*-1=0

La descomposiciéon de un polinomio, de manera parecida a la descomposicion de un
nimero, es su expresion como producto de polinomios de menor grado, denominados
factores. A la hora de descomponer un polinomio, lo méas deseable seria obtener la
descomposiciéon como un producto de polinomios de grado 1. En caso de que esto fuera
posible y que, por lo tanto, pudiera descomponerse completamente todo polinomio

de grado n, p(z), en factores de grado 1, tendriamos una expresion del tipo

p(x)=a-(x-71) - (x—r2) e (T—71)

donde r1, T2, ..., ry son las raices del polinomio y a un nimero real. Pero esto no
siempre es posible. De esta descomposicién maxima en factores reales se deduce que
un polinomio de grado n puede tener n raices reales como méximo. Pero este hecho
no puede preverse a priori. Cuando los coeficientes del polinomio son enteros, no es
complicado encontrar la descomposiciéon del polinomio, ya que las Gnicas raices enteras
posibles tienen que ser valores divisores del término independiente del polinomio en

cuestion.

Utilizando el teorema del residuo, es facil observar que si a es una raiz del polinomio

p(z), p(x) puede descomponerse de la manera siguiente:

p(z) = q(x) - (z - a)

donde ¢q(x) es un polinomio de un grado menor que p(x).
En el ejemplo, p(z) = z? — 1, p(z) se descompone en el producto de dos mono-
mios p(xz) = (z-1)(z - (-1)) = (z = 1)(z + 1). Observemos que el polinomio tiene

efectivamente un namero de raices igual a su grado como méaximo.
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La descomposiciéon de un polinomio permite calcular el MCM (minimo comin milti-
plo) y el MCD (méximo comun divisor) de dos o mas polinomios de manera parecida

al calculo del MCM y el MCD de diferentes niimeros.

Ejemplo. Calculo del MCM y el MCD de dos polinomios.

) (x2—1,x2—2x+1):x—1

o MCM](2®-1,2°-2c+1)=(z-1)(z+1)=a-2? -z +1

vaquez® —1=(z-1)(z+1)ya?-2z+1=(z-1)°

Por factorizacién de un polinomio, p(z), se entiende el proceso de expresar este
polinomio como producto de polinomios irreducibles. Se dice que un polinomio es
irreducible (o primero) si sus unicos divisores son los triviales, es decir, los polinomios
constantes y los que resultan de multiplicar p(z) por una constante. Si no, se habla de
polinomio compuesto. Asi, si consideramos polinomios con coeficientes reales, los po-
linomios irreducibles o primeros son todos los polinomios de grado 1 y los polinomios

de segundo grado con discriminante negativo.

No hay una tinica manera de factorizar un polinomio. De acuerdo con su naturaleza,

podemos aplicar diferentes propiedades, entre las que pueden destacarse:

e Quitar factores comunes: 62° — 32% = 322 - (22 — 1)
e Aplicar productos notables: 2% — 16 = (z +4) - (x — 4)

e Resolver la ecuacién asociada al polinomio. Por ejemplo, dado el polinomio de
segundo grado, p(z) = 22+ dx - 12, se trata de encontrar las soluciones de la
ecuacion de segundo grado asociada al polinomio: 2% + 4z - 12 = 0. Al aplicar
la formula de la ecuacion de segundo grado, se obtienen las soluciones x = 2 y

z = —6 de modo que las raices del polinomio son exactamente 2 y —6. Por lo tanto,

p(z) =(z-2) - (z+6).

e Aplicar laregla de Ruffini. Si p(z) = 2°+222-92-18, las posibles raices enteras son
los divisores del término independiente, en este caso 18. Efectuamos las divisiones

por Ruffini y obtenemos los factores: (z — 3), (z +3) y (z + 2). Por lo tanto,
p(z)=(z-3) - (z+3) - (z+2).
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Resumen

Los polinomios

Definicién | Un polinomio es una expresion algebraica con una tnica letra, llamada

variable.

Por ejemplo, 92% — 321 + 2 -6 es un polinomio de variable .

Término: cada uno de los sumandos.

Términos del ejemplo: 91:6, —314, z, —6

e Grado de un término: exponente de la variable en este término.

En el ejemplo, grado de 925 : 6, grado de —3z%:4

e Grado de un polinomio: grado mayor del polinomio.

En el ejemplo, grado del polinomio: 6

e Término independiente: el término de grado 0 (el que no tiene variable).

En el ejemplo, término independiente: —6

e Coeficiente de un término: nombre que multiplica la variable.

En el ejemplo, coeficiente de 925 : 9, coeficiente de x: 1

Operaciones basicas ‘

e Suma
223 322 +4x -6
+ 5zt —22% -5z -3z +16
5zt 822 4z +10

e Resta
223 322 +dx -6

- (52 -22® -5z? -3z +16)

—bx +4x +2x +7x  —22

e Producto
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224 —7a3 +5x -8
z? -Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +492% -3522  +56a
2% —72° +52° ~822

228 —212° 4532 922  -4322 +662 -16

62*  -272%  +1522 —48 222 — 3z +4

—6x

e Cociente

+92°  —1222 322 — 9z — 12

0 -18z%  +322

+182%  -2722  +362

0 —242%  +36z -48

+2422  -36x  +48

Fracciones algebraicas

e Una fraccién algebraica es una fraccién entre polinomios.

e Equivalencia de fracciones algebraicas:

a(z) _ p(x)
b(z) q(@)

e Para sumar y restar, primeramente tienen que reducirse al mismo denominador

si a(x)-q(z) = b(z) - p(x)

utilizando el MCM de la descomposicién de los denominadores. Si el denominador

es el mismo, pueden sumarse los numeradores directamente.

e Para multiplicar y dividir, se siguen las mismas reglas que la multiplicacién y
division de nimeros fraccionarios: se multiplica en linea para el producto, y se

multiplica en cruz para el cociente.

Raices y descomposici(’)n‘ Sea p(z) un polinomio cualquiera, y a un ntimero real.

Entonces, se define:

e Valor numérico de un polinomio. p(a) es el valor numérico del polinomio
p(z) cuando = =a
Ejemplo: si p(z) = 52° —42® + 52 -1, p(1) =5-1°-4.12 +5.1-1 = 5. Por lo

tanto, 5 es el valor numérico de p(z) en z =1 y escribimos p(1) = 5.
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e Raiz de un polinomio. a es una raiz del polinomio p(z) si p(a) = 0. En este
caso, se verifica que p(z) = ¢(z) - (x — a), donde ¢(z) es un polinomio de grado
menor que p(z).

Ejemplo: si p(z) = 2*> -1, 1 es una raiz de p(x) porque p(1) = 0. En este caso
p(e) = (@ + 1) (- 1).

e Teorema del residuo. El residuo del cociente entre el polinomio p(z) y z—a es

p(a).

Ejemplo: si p(z) = 2° — 1, el residuo del cociente de p(z) entre z —3 es p(3) = 8.

e Descomposicién de un polinomio. Proceso que consiste en expresar el poli-
nomio en forma de producto otros polinomios de menor grado.
Ejemplo:
62" - 272" + 152% - 48 = (22% - 33 + 4) (327 - 92 - 12)
Esto significa que el polinomio 621 —2723 + 1522 — 48 se descompone en el producto

de los polinomios 222 -3z +4 Yy 3z? — 9z - 12.

e Regla de Ruffini. Algoritmo que permite dividir un polinomio entre otro de
grado 1 con coeficiente de grado 1 igual a 1. Es ttil para descomponer polinomios.

Ejemplo, diwvidir 523 — 422 + 52 — 1 entre z — 2:

+2 10 12 34

5 6 17| 33

Resultado: 52° — 42 + 52 -1 = (5172 + 6z + 17) (z—2)+33.
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Ejercicios resueltos

1. ;Qué valor numérico toma el polinomio p(z) = z3 - 322 + 8z - 24 cuando z = -27
.Y qué valor numérico toma cuando z = 37 ;Este polinomio es divisible por z +27
.Y por z - 37 Razona la respuesta.

Solucion:

Para encontrar el valor numérico de un polinomio, hay que sustituir la variable del polinomio
por el valor que queremos que tome. Asi:

e Siz=-2 p(-2) = (-2)2-3-(-2)2 +8-(-2)-24=-8-12-16 - 24 = -60
e Siz=3 p(3)=(3)2-3-(3)2+8-(3)-24=27-27+24-24=0

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(z) es un polinomio y a un namero real, el
residuo de la divisiéon de p(z) entre = — a es p(a). Por lo tanto, por los calculos anteriores,
sabemos que

e p(-2) =-60 es el residuo de la division p(z) entre = + 2
e p(3) =0 es el residuo de la division p(z) entre z — 3

Por otro lado, se dice que un polinomio es divisible por un segundo polinomio cuando, al
dividir este primer polinomio entre el segundo, el residuo es 0. Por lo tanto, visto cual es el
residuo en cada caso, podemos afirmar que el polinomio x3 — 322 + 8z — 24 es divisible por
xz — 3 pero que no es divisible por x + 2.

2. Calcula el valor de m para que los cocientes tengan residuo 0:

(a) (a®-422-19z+m)+(z-7)
(b)  (ma?* - 623 - 522 + 19z - 12) + (z - 3)

Solucion:

Para estudiar los residuos de estos cocientes, podemos aplicar el algoritmo de la divisién entre
polinomios. Sin embargo, teniendo en cuenta que los polinomios cocientes son polinomios
de grado 1, con coeficiente de grado 1 igual a 1, podemos estudiar los residuos obtenidos
aplicando también el método de Ruffini. Estudiemos, pues, el primer caso aplicando el método
de Ruffini.

+1 -4 -19 m

+7 +7 421 +14

+1 +3 +2 14+m

y puesto que queremos que 14+m =0« m=-14
Por lo tanto, el residuo de (23 - 422 - 192 + m) + (x - 7) sera 0 cuando m = —14.

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(x) es un polinomio y a un namero real, el

residuo de la division de p(x) entre x —a es p(a). Aplicamos, pues, este teorema para estudiar

el residuo del segundo cociente, donde p(z) = mat - 623 -522 +192 - 12y z—a=x -3, es

decir, con a =3
p(3)=m-(3)*-6-(3)3-5-(3)2+19-(3) - 12=81m - 162 - 45+ 57 — 12 = 81m — 162

y puesto que queremos que 81m —-162=0 < m = @ =2

81
Por lo tanto, el residuo de p(x) entre « — 3 serad 0 cuando m = 2.

3. Encuentra el MCM y el MCD de los polinomios p(z) = z* + 523 - 322 - 132+ 10 y
q(z) = 2% + 6z + 5.

Solucion:

Para poder determinar el MCM y el MCD de dos polinomios es preciso, en primer lugar,
encontrar la factorizacién.

Factorizamos el primer polinomio, p(z) mediante la regla de Ruffini. Para ello, estudiaremos
primero cuéles son los divisores de su término independiente, puesto que seran los candidatos
a ser las raices. Los divisores de 10 son +1,+2,+5,+10. Encontrados los divisores, aplicamos
Ruffini hasta llegar a un polinomio irreducible.
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+1 45 -3 -13  +10

+1 +1 +6 +3 -10

+1 46 +3 -10 | O

+1 +1 +7 +10

+1 +7 +10 | O

-2 -2 -10
+1 +5 | 0

-5 -5
w0

A partir de Ruffini concluimos que el polinomio p(z) tiene cuatro raices reales, una de las
cuales es doble. Estas son la doble raiz +1, y las raices simples -2 y —5. Por lo tanto, la
factorizacion del polinomio es

#4523 -322 - 132+10=1-(z-1)%- (2 +2) - (z +5)
Para factorizar el segundo polinomio, g(z) consideraremos la ecuaciéon de segundo grado
asociada a él, 22 + 6z +5 = 0 y la resolveremos aplicando la férmula de la ecuacién de segundo
grado.

-6+V62-4-1-5 64

2.1 T2
Encontradas las soluciones de la ecuacion asociada, podemos afirmar que las raices del poli-
nomio g(z) son -5y -1 y que factoriza, por lo tanto, g(z) en

x =

=-3+2={-5-1}

22 +6x+5=(z+1)-(z+5)

Encontrada la factorizacion de los dos polinomios, podemos calcular rapidamente su MCM
y su MCD de acuerdo con la definicion de MCM y MCD.

o MCD(a* +52% - 322 - 132+ 10, 22 + 6z +5) =2 +5
o MCM(2? +523 - 322 — 132+ 10, 22 + 63+ 5) = (z +5)(z - 1)2(z + 2)(z + 1)

4. Determina para qué valor o valores de m puede simplificarse la siguiente frac-
cion algebraica:
23 - 5x2 +mx -3
z2 -2 -3

Solucién: Para poder simplificar una expresion algebraica, hace falta que el numerador y
el denominador de la fraccién tengan factores comunes. Por lo tanto, conviene estudiar la
factorizaciéon de los dos polinomios. En este caso, dado que el polinomio denominador no
depende de m, nos interesa empezar por su factorizacion. Al tratarse de un polinomio de
segundo grado, encontraremos su factorizacién resolviendo la ecuacion de segundo grado
asociada a él:

z2-2z-3=0.

Resolvemos la ecuacion de segundo grado aplicando la férmula conocida.

241712 2416 2+4
pe T e T s Tt 1k2={-1,3)

Resuelta la ecuaciéon, vemos que el polinomio denominador tiene dos raices reales diferentes
-1y 3y que, por lo tanto, factoriza en (z +1) - (z - 3).

Para poder simplificar la fraccién algebraica, serd preciso que el numerador también factoricen
en alguno de estos factores, lo que implica que = = -1 o = = 3 son raices del polinomio
numerador.

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(z) es un polinomio y a un namero real, el
residuo de la division de p(x) entre z — a es p(a). Por otro lado, también sabemos que si el
valor numérico de un polinomio es 0 para un cierto ntmero, se dice que este nimero es una
raiz (o cero) del polinomio.

Por lo tanto, se trata de ver por qué valores de m las raices del polinomio denominador
son también raices del polinomio numerador. Para ello, calcularemos el valor numérico del
polinomio numerador en las raices del polinomio denominador para intentar encontrar por
qué m se anula el valor numérico encontrado:

o siz=-1 (-1)3-5-(-1)2+m-(-1)-3=-1-5-m-3=-m-9y -9-m=0<m=-9
o siz=+3 (+3)3-5-(+3)2+m-(+3)-3=27-45+3m-3=3m-21y 3m-2l == m = +7

Por lo tanto, la fraccion algebraica dada podra simplificarse cuando m=-9 0o m =7.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

5. Encuentra el cociente y el residuo de las siguientes divisiones siguientes:
(a) (23 +522-8)+ (22 +4)

(b)

(¢) (27 +525 - 3z% + 1523 + 722 - 10z) + (2 + 3z)
(d) (22° - 122* - 323 + 3422 - 19) =+ (222 - 3)

(2% - 23 —x) + (23 + 2z)

6. Utiliza la regla de Ruffini para encontrar el cociente y el residuo de las si-
guientes divisiones:

(a) (z®+3x-4)+ (x+2)

(b) (z* - 6z) + (x - 3)
(c) (" -225+23) =+ (z-2)
(d) (z*+623 22 -5)+ (z-1)
7. Deduce (sin hacerlas y sin aplicar la regla de Ruffini) el residuo de las siguientes
divisiones:
) (#t -3 -2 +3) = (z-2)

(a
(b *

) 3 +22+1) = (z-1)
(c) (z®-622+3x+2)+(x-5)

)

)

(% + 25+
(d) (z®-2x+4)+(z+3)
(e) ;Qué método has usado para encontrar estos residuos?

Soluciones:

5 (a) g(z) =z +5y r(z)=-4z - 28

b) q(z) =22 -3y r(z) = 5z

(c) q(z) =23 + 522 -6 y r(x) = 72% + 8z
)

(d) g(z) =23 -622+8y r(z)=5

6. (a) q(z) =2* - 223 +42? -8z + 19 y r(z) = —42

(b) q(z) =23 +32% + 92+ 21 y r(x) = 63

(c) q(z) =28 + 22° + 22* + 423 + 922 + 182 + 36 y (x) = 72
(

d) qz) =23 +722 + Tz +5y r(z) =0

7.

ﬁ

(c
d

(e

ﬁ

)
)
)
(d)
a) r=
(b)
)
(d) r
) E

1 teorema del residuo.
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5.1. Matrices: tipo y elementos

Una matriz es un conjunto de nimeros organizados en m filas y n columnas (m y n

ntmeros naturales), y cerrados entre dos paréntesis.

Si una matriz tiene m filas y n columnas se dice que tiene dimensién m x n o bien

que es de orden (m,n).
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Por lo general, una matriz m x n se escribe de la manera siguiente:

columna 1 columna 2 columna 3 columna n
all a2 ails aln fila 1
a1 ag2 az3 azn fila 2
A=
asl as2 ass asn fila 3
am1 am?2 am3 cee amn fila m

o bien de manera simplificada:

A= (aij)i=1,....m
Jj=1,....,n

donde el primer subindice, 7 indica la fila y el segundo j la columna. Muchas veces se

omiten los posibles valores de ¢ y j y se escribe simplemente A = (a;;).

Asi, a partir de los subindices podemos identificar el elemento de la fila i y la columna

Jj de la matriz A como a;;.

Ejemplo. Identificamos elementos de la matriz.

En la matriz siguiente B, se pueden identificar algunos de los elementos:

columna 1 columna 2 columna 3

3 1 2 fila 1
B-=

1 0 -1 fila 2

2 -3 4 fila 3

Vemos que los elementos marcados en verde son: b1 1 =3,b23=-1yb3 2=-3
t T
fila fila ﬁlaT

columna columna columna

Si comparamos dos matrices A = (a;5) y B = (b;;) de la misma dimension, diremos
que son iguales siempre que todos sus elementos sean iguales y ocupen las mismas

posiciones, es decir si

(aij) = (bij)  si  ajj=0bj;  paratodo i, j.

Matrices importantes ‘ Hay matrices que por sus propiedades, estructura, forma, ...

son mas utilizadas que el resto. Identifiquemos algunas:

e Matriz cuadrada. Es una matriz que tiene el mismo nimero de filas que co-
lumnas, es decir, tiene dimensién n x n. Habitualmente, por matrices cuadradas

entendemos matrices de orden n.
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e Matriz diagonal. La diagonal de una matriz esta formada por aquellos elementos
cuyas filas y columnas tienen el mismo nimero, es decir, a1, a22, ass, ... Cuan-

do una matriz cuadrada tiene todos los elementos 0 excepto los de la diagonal,

decimos que es una matriz diagonal.

e Matriz nula. Es una matriz en la que todos sus elementos son 0. Normalmente,

se denota por Op,pn, donde m x n es la dimension de la matriz.

e Matriz identidad. Es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la

diagonal son 1. La matriz identidad de dimensién de orden n se indica con Ij.

e Matriz triangular. Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situa-
dos por debajo o por encima de la diagonal son 0. En caso de que los elementos por
debajo la diagonal sean 0, hablaremos de matriz triangular superior. En cambio,
si los elementos situados por encima de la diagonal son cero hablaremos de matriz

triangular inferior.

e Matriz transpuesta. La matriz transpuesta de una matriz A se denomina A’

y es la matriz que resulta de cambiar filas por columnas en la matriz A.
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e Matriz simétrica. Es la que coincide con su transpuesta.

5.2. Operaciones basicas

Suma y resta | Dos matrices se pueden sumar o restar inicamente si sus dimensiones

son las mismas. En este caso, la suma de las matrices es igual a la suma ordenada de
los elementos que ocupan la misma posicién, y su resultado tendra que situarse en la
misma posicion de la matriz suma; es decir, si A = (a;;) y B = (bi;) son matrices de

dimensién m x n,
La sumaes A+ B = (aij) + (bij) = (ai]’ + bi]’)

Larestaes A— B = (ai]‘) - (bi]’) = (aij - bij)
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Propiedades de la suma de matrices. Son muy parecidas a las propiedades de la

suma de nimeros teniendo en cuenta que solo podemos sumar matrices de la misma

dimensioén:

e Conmutativa: A+ B=B+ A
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e Asociativa: A+ B+C=A+(B+C)=(A+B)+C

e Elemento neutro: hay una matriz, denominada elemento neutro, que, sumada
a cualquier otra matriz A de la misma dimensién, tiene como resultado siempre

A. Esta matriz es la matriz nula.

e Toda matriz tiene un elemento opuesto, que sumado con el original resulta el

elemento neutro. El elemento opuesto de A es —A.

Ejemplo. Elemento opuesto de la suma.

1 2 -3 -1 -2 3
A=l 5 1 9| —4=] 2 1 2
1 3 1 +1 -3 -1
puesto que
1 2 -3 -1 -2 3 00 0
A+(A)=1 2 1 2 [*] 2 -1 2 || 0 0 o
13 1 +1 -3 -1 00 0

Producto por un escalar | El producto de una matriz por un escalar (un ntimero real)

siempre puede calcularse y consiste en multiplicar todos los elementos de la matriz por
este niumero. Es decir, si 7 es un nimero real y A = (aij) es una matriz, el producto

de la matriz por el escalar es

r-A=r-(ai) = (r-a)

Propiedades del producto por un escalar

e Conmutativa:r-A=A-r
e Asociativa: (7"1 ~7"2) CA=rq- (7“2 . A)

e Elemento neutro: hay un escalar, denominado elemento neutro, que multipli-
cado por cualquier matriz A tiene como resultado siempre A. Este es el nimero
1.

e Distributiva: en este caso tenemos de dos tipos:

oescalar r- (A+ B)=r-A+r-B

o de matriz (11 +7r2)-A=r1-A+ra-A
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Ejemplo. Producto por un escalar.
Si seguimos con la misma matriz A de los ejemplos anteriores y la multiplica-

mos por la escalar 3,

1 2 -3 31 3-2 3-(-3) 3 6 -9
3:4=3-1 9 1 2 |=| 3.2 3.1 3.2 || 6 3 -6
-1 3 1 3-(-1) 3-3 3-1 -3 9 3

Para dividir una matriz por un ntimero, tiene que multiplicarse esta matriz por el

inverso del niimero.

Producto de matrices | Para multiplicar dos matrices, A y B, y obtener la matriz

producto A - B, tiene que comprobarse que el nimero de columnas de la matriz A
coincida con el ntimero de filas de la matriz B. Es decir, si A es una matriz de
dimensién m x n, solo se puede multiplicar por la matriz B si esta tiene dimension
nxr. En el supuesto de que esto sea asi, la matriz producto, P = A- B, tiene dimensién
m x 1, es decir, el mismo namero de filas que la matriz A y el mismo ntmero de
columnas que la matriz B. En resumen, las dimensiones de las matrices del producto

quedarian

(mx[n]) - (nxz] =[m]x[x]

Para encontrar el elemento p;;, tienen que multiplicarse ordenadamente los elementos
de la fila 7 de la matriz A por los elementos de la columna j de la matriz B y se obtiene

pij como la suma de todos estos productos.
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Asi, pues, puede decirse en general que si A = (a;5) es una matriz m xn 'y B = (b;;)

es una matriz n x r, la matriz producto de A por B, P = (pij) = A- B, es una matriz
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m x r, y sus elementos se calculan de la manera siguiente:

pij:a7;1~b1j+a¢2'b2j+a¢3~b3j+ +ain'bnj

Propiedades del producto de matrices

e Asociativa: A-B-C=A-(B-C)=(A-B)-C

e El elemento neutro del producto de matrices cuadradas es la matriz iden-
tidad, I,. Es decir, si A es una matriz cuadrada de dimensiéon n x n, se cumple

A-In=1,-A=A.

e A veces (aunque no siempre), hay matrices cuadradas que tienen elemento in-
verso. Esta matriz, cuando existe, se denomina inversa. También se dice que la
matriz A es invertible. La matriz inversa de una matriz cuadrada de dimensiéon
nxn A se indica A7! , y cumple

A-At-r, i AtA=1,

e En general, el producto de matrices NO es conmutativo. Es decir, si A
y B son dos matrices, cuando se pueden hacerse los productos A- B y B - A,

generalmente:

A-B+B-A

aunque algunas veces (muy pocas) podria ser igual.

5.3. Determinante de una matriz

Para cada matriz cuadrada puede definirse un nimero que es de gran ayuda, entre
otras cosas, para determinar si esta matriz es invertible, y, en caso afirmativo, también
es imprescindible para calcular la inversa de esta matriz. Este nimero se denomina
determinante de la matriz. Se escribe det(A) o |A|, donde A es el nombre de la

matriz.

Para indicar el determinante de una matriz, sus elementos tienen que ponerse entre

dos segmentos verticales y no entre paréntesis.

Ejemplo. Notacion para el determinante de una matriz.

Su determinante se indica

A=l9 1 9 det(A) =19 1 _9
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5.3.1. Meétodo de calculo

Se definira el determinante de manera recursiva, es decir, primero para matrices de

dimensién 1 x 1, a continuacién para matrices de dimensién 2 x 2, y asi sucesivamente.

Determinante de una matriz 1 x 1 | Es igual al nimero que compone la matriz.

Ejemplo. Determinante 1 x 1.

siA=(3) det(A) =13/ =3

Determinante de una matriz 2 x 2 | Es igual al producto de los elementos de la dia-

gonal menos el producto de los otros dos elementos.

Ejemplo. Determinante 2 x 2.

1 1 -1
si A= det(A) = =1-4-(-1)-2=6

Determinante de una matriz 3 x 3 | Se calcula sumando estos tres productos,

y restando estos tres productos,

[ ] [ ] [ ] .‘ @ [ ] @ [ ] L ]
e 4 o e e e o _eo o
e o o e o o e o o

es decir,

a1l ai2 a3

=ai1-a22-a33 tai2-az3-a31 +az1-ai3-a32
a1 a2 a3
—a31 - a22-a13 —al2-a21 - a33 —ail - a3 - a32

azr as2 ass

Esta regla grafica para facilitar el calculo de los determinantes de orden 3 se denomina

regla de Sarrus.

Los determinantes aparecieron en @

matematicas mucho antes (siglo
XV) que las matrices (siglo xx). El
término matriz fue creado por
James Joseph Sylvester para dar a
entender que era la “madre” de los
determinantes.
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Ejemplo. Determinante 3 x 3.

1 2 -3
_=1-1-1+2-(=2)- (1) +2-(-3) -3 (-1)-1-(-3)
2 1 -2|°
-2:2:1-1-(-2)-3=-14
-1 3 1

Determinante de matrices 4 x 4 | En este caso se tiene que descomponer el determi-

nante. Elegimos una fila o columna y desarrollamos por esta. Por ejemplo, si elegimos

la primera columna,

a1 a2 a1z a4
az2 a3 a4 a2 a13 a4
a1 a2 a3 a4
arr - o -
Il azs a3s ass 2171 ag2 a3z as4
a3l a3z a3z as4
a42  a43 a4 a42  a43 a4
a41 a2 a43 a4
ai2 aiz a4 a2 a3 aus
*A317| a9y asy aga | T 91| as ass aoa
as2 @43 aa az2 asz  as4

Es decir, se trata de multiplicar cada elemento de la fila o columna elegida por el
determinante de la matriz 3 x 3 que resulta de eliminar la fila y la columna correspon-
diente a este elemento. Ademaés, tienen que alternarse los signos sabiendo que el
elemento a11 tiene siempre el signo +. Por ejemplo, el elemento a1 tiene que multi-
plicarse por el determinante de la matriz que resulta de eliminar la fila 1 y la columna

1, es decir,

a22 a3 a4
Se elimina la fila 1 y la columna 1

a32 asz3 a34

a42 Q43 44

El elemento as1, esta vez cambiado de signo, se tiene que multiplicar por el deter-

minante de la matriz que resulta de eliminar la fila 2 y la columna 1, es decir:

a2 ai3 a4
Se elimina la fila 2 y la columna 1

a32 a3z a34

a42  a43 a44

y se sigue asi con todos los elementos de la primera columna.
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El determinante que resulta de eliminar la fila ¢ y la columna j se denomina menor

complementario del elemento a;;, y se indica o;; (a, alfa, es la primera letra del

alfabeto griego).

Por ejemplo, en el caso de la matriz 4 x 4 anterior, el menor complementario de a3

es

@31 =

a2 aiz ai4
a2 a23 a24
a42 a43 Q44

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Asi, pues, la expresion que calcula el determinante 4 x 4 puede simplificarse todavia

mas:

all

a21

asi

aq1

a12

a22

az2

a42

a13

a23

as3

a43

a4

a24

a34

a44

=0a11011 — a21021 + a31031 — A41041

Este método puede utilizarse también para calcular los determinantes de matrices de

orden 2 y de orden 3.

El célculo del determinante puede hacerse con cualquier columna (o fila) de la matriz
(teniendo en cuenta los signos). Se ha utilizado tan solo la primera columna para

simplificar la explicacién.

Ejemplo. Determinante matriz 4 x 4.

Elegimos la primera columna.

-1 3 1
0o 2 3 -1 3 1 -1 3 1 -1 3 1
1. 0 2 3
Ll 2 61 -2 6o 2 300 2 3/=9
1 -2 6
1 0 3 1 0 3 1 0 3 1 -2 6
0 1 0 3
También hubiéramos podido calcularlo desarrollando por otra fila o columna.
Si eligiéramos la segunda fila quedaria
2 -1 3 1
-1 3 1 2 3 1 20— 1 20 1 3
0 3
={1 2 6[*0l2 2 622 1 6*32 1 —2[=9
2 1 -2 6

Determinante de cualquier matriz cuadrada | Se sigue el mismo procedimiento que

en las matrices 4 x 4: se multiplica cada elemento de la fila o columna que escogemos
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por su menor complementario. Ademads, tienen que alternarse los signos empezando

siempre por el elemento a1 que tiene signo +. Es decir:

a1 a2 a3 ot Qlp
a1 a2 a3 -+ a2
n+l
=aj1a11 —ag1a2] +aziasz; —...+ (-1 an1Q
N ci: a3z - asn 11a11 — a21021 +ag1a3l (-1)"" aniom
anl QAan2 Gan3 ... GQnn

Recordamos que el calculo del determinante se puede hacer con cualquier columna (o

fila) de la matriz (teniendo en cuenta los signos).

5.3.2. Propiedades de los determinantes

Tenemos un conjunto de propiedades que se cumplen para determinantes que cual-

quier orden. Estas propiedades pueden ayudarnos a simplificar los calculos.

1) El determinante de una matriz coincide con el de su transpuesta.

det(A) = det(AT)

2) Si intercambiamos dos filas o dos columnas, el determinante es el mismo pero

cambia de signo.

3) Simultiplicamos toda una fila o una columna por un valor k, el determinante queda

multiplicado por k. En particular, si tenemos una matriz de orden n, det(k- A) =
k™ - det(A).

4) Si la matriz tiene dos filas o dos columnas iguales o proporcionales (es decir, es la

misma multiplicada por un nimero), el determinante vale 0.
5) Si la matriz tiene una fila o columna de ceros, el determinante es 0.

6) Sia una fila o columna se suma otra multiplicada por una constante, el determi-

nante no varia.

7) El determinante de una matriz triangular es el producto de los valores de la

diagonal.

8) El producto de determinantes es igual al determinante del producto.

det(A- B) = det(A) - det(B).

Muchas veces se utiliza la propiedad 6 para conseguir una fila o columna con el
méaximo de 0 posibles y asi reducir los calculos a la hora de calcular el determinante

de la matriz desarrollando por aquella fila o columna.
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5.3.3. Matriz de adjuntos

Relacionado con el concepto de menores complementarios, y también como herra-
mienta para calcular la matriz inversa (en caso de que exista), podemos definir el
adjunto de un elemento de la matriz.

El adjunto del elemento a;; de la matriz A se indica con A;; y se define de la manera

siguiente:

Aij = (—1)1+] Qi donde ayj es el menor complementario de aij

Se puede observar que si ¢ + j es un ntmero par, A;; = ;. En cambio, si i + j
es un nimero impar, A;; = —«;;. Es decir, el signo que tiene que anteponerse al
menor complementario para obtener el elemento correspondiente adjunto se rige por

la siguiente matriz de signos:

+ -+
p— + p—
+ -+
-+
Por ejemplo, el adjunto del elemento agq es Azq = (—1)3+4a34 = —a34. La matriz

formada por todos los adjuntos de los elementos de la matriz A se denomina matriz
de adjuntos de A, y se indica habitualmente con A’, a pesar de que a veces también

podemos encontrar Adj(A).

Hay que vigilar con esta definicion, puesto que hay una definicion alternativa (también

. . . . 4
usada) en la que se considera la matriz de adjuntos como la matriz transpuesta a A’.

5.4. Matriz inversa

Una matriz cuadrada nxn puede invertirse siempre que su determinante

no sea 0.

Para encontrar la inversa de una matriz A tendremos que calcular primero su matriz
de adjuntos. Una vez encontrada la matriz de adjuntos de A, es muy sencillo encontrar

la matriz inversa de A a partir de la férmula siguiente:

_ 1 NT
AT det(A) (4)

Dicho de otro modo, la matriz de adjuntos transpuesta y dividida entre el valor del
determinante de A es la inversa de A. Es evidente que, como ya se ha dicho, el
determinante de A tiene que ser diferente de 0; en caso contrario, la formula no puede
aplicarse. Alternativamente, podemos calcular primero la transpuesta de la matriz y

después la matriz de adjuntos.

(AT
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Calculo por el método de Gauss. Otro método para encontrar la matriz inversa

es el de Gauss. En este método partimos de una matriz dividida en dos partes: en la
primera parte (izquierda) colocamos la matriz dada A = (a;;) y en la segunda parte

(derecha) la matriz identidad. Para una matriz 3 x 3, nos quedaria
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a1 a2 a3 |1 0 O

a1 a2 a3 |0 1 O

a3y asz2 a33 |0 0 1
Después aplicamos transformaciones lineales (veremos a continuacion cuales son las
transformaciones permitidas) a las filas de la matriz hasta llegar a una matriz en la
que la matriz identidad esté en la primera parte (izquierda)

1 0 0|bix b1z bi3

0 1 01]b2y boo bog

0 O 1 |b31 b3y b33

Entonces la matriz inversa es la que nos ha quedado en la segunda parte (b;;)

Las transformaciones lineales que podemos hacer son las siguientes:

e Cambiar el orden de las filas.
e Multiplicar una fila por un nimero que no sea 0.

e Sumar a una fila otra multiplicada por un nimero diferente de 0.

Estas transformaciones tienen que hacerse simultianeamente en las dos partes de la

matriz.

Normalmente se indica cuéles son las transformaciones que hacemos en cada paso
escribiendo cémo se ha obtenido la nueva fila. Denotamos como F7% la fila i y Cj la

columna j. Podemos verlo en el siguiente ejemplo.
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5.5. Resolucion de sistemas

Un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n incégnitas como el siguiente,

ail -1 +a12-xr2 +... +ain-Tn =by

as1-xr1 +ass-xr2  +... 4aon-Tn =bs
]

aml - T1 +am2-T2 +... +amn-Tn =bm

puede expresarse de forma matricial de la manera siguiente:
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a1l a2 a3 - dln z1 b1
a1  az2 a3 v a2 ) b2
az1  az2 azzy v asp z3 | 7| b3
aAml am2 am3 ... OGmn Tn bm

—_— N —
A X B

Esta manera de escribirlo se denomina ecuacién matricial. Nos fijamos que es del

tipo

donde A se denomina matriz asociada al sistema, B es el vector de términos indepen-

diente, y X es una matriz n x 1 de incognitas.

Conceptos previos. Para conocer el nimero de soluciones de un sistema matricial,
tienen que introducirse algunos conceptos: menor de orden k, rango de una matriz y

matriz ampliada de un sistema matricial.

Menor de orden k | Dada una matriz A, si se seleccionan k filas y k columnas de la

matriz, y se calcula el determinante de estas k filas y k columnas, a este determinante
se le denomina menor de orden k de la matriz A. En caso de que se escojan todas
las filas excepto una, y todas las columnas excepto una, nos hallamos, como es sabido,

ante un menor complementario.

Ejemplo. Menor de orden k.
-3 -1 3 1

menor de orden 2

eliminando filas 1,2
2 1 2 6 y columnas 2,3 0 3

Rango de una matriz | Es el orden maximo de los menores de la matriz que no son

0. El rango de una matriz A se indica rango(A). Para hallarlo, tienen que calcularse
todos los menores de orden méximo por si hay alguno que sea diferente de 0. Si no
es asi, se calculan todos los menores de orden una unidad menor por si hay alguno
que sea diferente de 0. Y asi sucesivamente. La orden del primer menor diferente de

0 sera el rango de la matriz.
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Ejemplo. Rango de una matriz.
En el caso de la matriz anterior se observa que el determinante es 0 (es decir,
el menor de orden 4 es 0), asi que se tiene que comprobar si hay algin menor

de orden 3 que no sea 0.

-3 -1 3 1
0o 2 3
—2 0 2 3 menor de orden 3 19
il N _
eliminando fila1 | 1 —2 6
2 1 -2 6 y columna 1
1 0 3
0 1 0 3

Por lo tanto, esta matriz tiene rango 3 porque uno de sus menores de orden 3

no es 0 y el de orden 4 es 0.

Matriz ampliada | Si consideramos el sistema matricial A- X = B, la matriz ampliada

es la matriz formada por la matriz A mas la columna B. Generalmente, estas dos

partes de la matriz ampliada se separan por una linea y se indica la matriz ampliada

por A*.
En el sistema matricial inicial, la matriz ampliada es:
ailr a2 a3 - aip | b
a1 aze azz - azp | b2
A" = a1 az2 a3z - asp | b3
aml @m2 @m3 ... Gmn | bn

Discusién de sistemas. Dado un sistema matricial A- X = B, donde A es una
matriz m x n (m es el numero de ecuaciones y el n nimero de incognitas) podemos
encontrar tres tipos diferentes de sistemas segin el nimero de soluciones que tienen.
No es necesario que intentemos calcular las soluciones para saber de qué tipo de
sistema se trata; basta con calcular el rango de la matriz asociada al sistema A y el

rango de la matriz ampliada A*. Veamos los diferentes casos:

Podemos resumir el teorema de 0

e Elsistema no tiene solucion si el rango de la matriz A y el de la matriz ampliada Rouché-Frobenius con el esquema

* . . . siguiente
A” son diferentes, es decir, si

% Sistoma Tineal con 71
rango(A) # rango(A”).

Rang(A) = Rang(A*)?

e El sistema tiene solucién en los casos en los que el rango de la matriz A y el de e e ]

la matriz ampliada son iguales.
rango(A) = rango(A™)

o s [ —T—)

sistema compatible sistema compatible
determinado indeterminado

Entonces tenemos que comprobar si coincide con el nimero de incognitas (n); se

pueden dar los casos siguientes:
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o Si | rango(A) = n, |la solucién es finica, es decir, hay una tinica matriz X que

cumple A- X = B.
o Si | rango(A) < n, |la solucién no es tnica; de hecho, en estas condiciones, el

sistema tiene infinitas soluciones.

Este resultado se conoce como el teorema de Rouché-Frobenius.

Ejemplo. Discusiéon de un sistema. Dado el sistema de ecuaciones lineales

1 1 1 -1 0 1
z+y+z-—w = 1
+y—z+w = -1 equivale a 0 1 -1 1 Y -1
. =
3z + 62z — 6w = 6 3 0 6 -6 2 6
—y+tz-w = 1
0 -1 1 -1 w 1

Si calculamos los rangos de las matrices A y A* obtenemos
rango(A) = rango(A*) =2<n =4
Por lo tanto, este sistema tiene infinitas soluciones (como puede comprobarse

en el tema dedicado a sistemas de ecuaciones)..

5.5.1. Con la matriz inversa

En la resolucién de un sistema hay dos casos posibles: que el sistema tenga una tGnica

solucién o que tenga infinitas.

Si el sistema matricial A- X = B tiene solucién tnica (si se cumple

’ rango(A) = rango(A*) =n ‘), se elige un menor de orden n de la matriz A que no sea

0 (la submatriz de este menor se denomina A) y se eligen las filas de B que coincidan
con las filas de la submatriz del menor de orden n escogido (estas filas se denominan
B). Fijaos que si n = m A coincide con A y B coincide con B.

Para resolver el sistema A- X = B, basta con resolver A-X = B . Ahora bien, dado
que A es una matriz cuadrada cuyo determinante no es 0, existe su inversa. Por lo

T — -1
tanto, podemos multiplicar a ambos lados por A

At A.x=-A2'B

— 1 — . .
Sabemos que A - A = I,; por lo tanto, la solucion del sistema es

X=A4 B

Sistemas homogéneos
Un sistema homogéneo es aquel en
el que el vector de términos
independientes B es cero.
Fijémonos que en este caso siempre
tendremos

rango(A) = rango(A™)
Por lo tanto, siempre tendremos un
sistema compatible.
En el caso que rango(A) coincida
con el niimero de incégnitas (n),
tendremos un sistema compatible
determinado en que la inica
solucién es z1 = ... =z, =0.

/)
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Ejemplo. Resoluciéon de un sistema con una tnica solucién.

z+y+2=0 L L L 0
T
20 -5y —2z=-2 200 =50 =2 =7
equivalente a y |=
3z+4y+2z=8 3 4 1 8
20+ 2y +22=0 Z
2 2 2 0

Tiene una tnica solucién porque rango(A) = rango(A*) = 3. Para resolverlo,
tiene que escogerse un menor de orden 3 que no sea 0 (por ejemplo, el menor
formado por las tres primeras filas). Asi, tenemos que, para resolver el sistema

planteado, basta con resolver el sistema equivalente A - X = B donde

1 1 1 0
A= 2 -5 -2 B= =2
3 4 1 8
y la solucién del sistema es
3 3 3 3 3 3 0 1
Siz_lzl_ls -8 -2 4 "X=1_18 8 2 4 || =2 7| 2
23 -1 -7 23 -1 -7 8 -3

Asi, pues, la soluciéon es x = 1,y = 2,2 = -3 (0 bé (z,y,2) = (1,2,-3)).

En el supuesto que el ’ rango(A) = rango(A*) =r<n ‘ el sistema tiene infinitas so-

luciones; pero aun asi tiene que hacerse lo mismo.

Solo hay que tener en cuenta que, una vez escogido el menor de orden r, se tiene
que transformar el sistema de ecuaciones inicial, de modo que las incégnitas que no
correspondan con una columna del menor anterior tienen que situarse al otro lado del
signo igual, en el vector de términos independientes B. Asi se obtendra un sistema
con r incoégnitas, que podréa expresarse de forma matricial. También la B contendra

alguna de las incégnitas.

Ahora ya podra resolverse el nuevo sistema de la misma forma (porque se trata de
un sistema con 7 incégnitas, cuya matriz tiene rango r). Se tiene que sefialar que la
solucidn, en este caso, vendra dada en términos de algunas de las incognitas, por lo

que no serd una solucién tnica.
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Ejemplo. Resolucion de un sistema con infinitas soluciones.
En este caso puede comprobarse que rango(A) = rango(A*) = 2 < 4. Por lo

tanto, primero tiene que modificarse el sistema original:

z +y +z -~w =1 z+ty=l-z+w
+y -z +w ==l o reescribimos y=-l+z-w
3z +6z 6w =6 3z =6 -6z + 6w
-y +z —w =1 —y=1l-z+w

En forma matricial se expresa asi:

1 1 l1-z+w
0 1 z | —l+z-w
3 0 Y 6 — 62z + 6w
0 -1 1-z+w

si escogemos una submatriz de rango 2 obtenemos:

1 1 T l-z+w
0 1 Y -1+z—-w
por lo tanto,
-1
T 1 1 l-z+w 2-2z+2w
Y 0 1 -1+z-w “1+z-w

podemos dar el valor que queramos a z y w, y para cada uno de estos tendremos

una solucion del sistema.

5.5.2. Meétodo de Gauss

En el tema de sistemas de ecuaciones hemos visto que uno de los métodos para resolver
un sistema es utilizar el método de Gauss. Este método consiste en transformar el
sistema en otro equivalente que sea triangular. De este modo es facil hallar la solucién
por sustitucion hacia atras.

Puede utilizarse el método de Gauss para la resolucién de ecuaciones transformando

solo la matriz ampliada, sin necesidad de escribir repetidamente las incégnitas.
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Ejemplo. Resolucion de un sistema por Gauss matricialmente.

z-y=0
2c -2y +z+2w=4

y+w=0

2z+w =25

Ahora realizamos las transformaciones necesarias para obtener

triangular:

1 -1 0 00

oers | 01 0 1|0 | pa-pa24F3
—_— -

2 -2 1 2|4 | pa-F2-2+F1
_—

matriz ampliada
asociada al sistema
asotatd 4 S eved,

1

una matriz

Cuando ya tenemos una matriz triangular utilizamos la sustitucion hacia atras.

Y obtenemos que la solucion del sistema es:

(%y» Z, ’l.l)) = (_17 _17 27 1)

5.5.3. Regla de Cramer

Otro método para resolver un sistema con el mismo namero de ecuaciones que de

incognitas y determinante de la matriz asociada al sistema diferente de 0 es la regla

de Cramer.

La regla de Cramer nos dice que ante un sistema de n ecuaciones y n incognitas

en el que det(A) # 0 (donde A es la matriz asociada al sistema) podemos calcular

las matrices A1, Ag, ..., An que resultan de sustituir las columnas 1,2, ..., n de A

respectivamente por la columna de los términos independientes. Entonces, la soluciéon

del sistema es

A1 A2

A

(:cl,:cg,...,mn):( 0

)

A

g oo

)

A

iy

donde recordamos X indica el determinante de la matriz X.



© FUOC o PID 00273914 160 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Observad que si el sistema es compatible indeterminado también podemos utilizar este

método afladiendo en el término independiente las incoégnitas que sean necesarias
para que la matriz del sistema sea cuadrada. De este modo con el nuevo término

independiente también podremos aplicar este método.
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Resumen

Una matriz es un grupo de ntmeros organizados en filas y en columnas limitados

por paréntesis:

columna 1 columna 2 columna 3 columna n
aill a2 ails aln fila 1
a1 a2 a23 a2n fila 2
A=
asi as2 ass asgn fila 3
am1 am?2 ams3 - amn fila m

A es una matriz de dimensién m x n que también puede escribirse de forma simplifi-

cada:

A= (aij)i=1,....m
Jj=1,....,n

donde 7 indica la fila y j la columna.

Matrices importantes

e Matriz cuadrada. Es una matriz que tiene el mismo nimero de filas que de

columnas, es decir, tiene dimensién n x n.

e Matriz diagonal. La diagonal de una matriz esta formada por aquellos elementos
cuyas filas y columnas tienen el mismo namero, es decir, a1, a22, ass, . ... Cuando
una matriz cuadrada tiene todos los elementos 0 excepto los de la diagonal, diremos

que es una matriz diagonal.

e Matriz nula. Es una matriz en la que todos sus elementos son 0. Normalmente

se denota por Opn, donde m x n es la dimensién de la matriz.

e Matriz identidad. Es una matriz diagonal cuadrada en la que todos los elemen-
tos de la diagonal son 1. La matriz identidad de dimensiéon n x n se indica con

In.

e Matriz triangular. Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situ-
ados por debajo o por encima de la diagonal son 0. En el supuesto de que sean 0
los elementos de bajo la diagonal, hablaremos de matriz triangular superior. En
cambio, si son cero los elementos situados encima de la diagonal, hablaremos de

matriz triangular inferior.

e Matriz transpuesta. La matriz transpuesta de una matriz A se denomina AT;

es la matriz que resulta de cambiar filas por columnas en la matriz A.

e Matriz simétrica. Es aquella que coincide con su transpuesta.
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Operaciones basicas

e Suma y Resta. Dos matrices pueden sumarse o restarse Gnicamente si sus di-
mensiones son las mismas. En este caso, la suma de las matrices es igual a la suma
ordenada de los elementos que ocupan la misma posicidn, y el resultado tendra
que situarse en la misma posiciéon de la matriz suma. Es decir, si A = (a;5) vy

B = (b;;) son matrices de dimension m x n,

la suma es A+ B = (a;5) + (bij) = (asj + bij)

la resta es A— B = (aij) - (bij) = (aij - bij)

e Producto por un escalar. El producto de una matriz por un niimero siempre
puede hacerse, y consiste en multiplicar todos los elementos de la matriz por este
nimero. Es decir, si r es un nimero real, y A = (a;5) es una matriz, el producto

de la matriz por el escalar es

r-A=r-(aij) = (r-aij)

e Producto de matrices. Para multiplicar dos matrices, A y B, y obtener A- B,
tiene que comprobarse que el niimero de columnas de la matriz A coincida con el
nimero de filas de la matriz B. Es decir, si A es una matriz de dimension m x n,
solo se puede multiplicar por la matriz B si esta tiene dimensién n x r. En el
supuesto de que esto sea asi, la matriz producto, P = A- B, tiene dimensién m x r,
es decir, el mismo nimero de filas que la matriz A y el mismo nimero de columnas

que la matriz B.

Para encontrar el elemento p;;, tienen que multiplicarse ordenadamente los ele-
mentos de la fila ¢ de la matriz A por los elementos de la columna j de la matriz
B y obtenemos p;; como la suma de todos estos productos.

Ppij = ailblj + ainQj + aigbgj +...+ ainbnj

El producto de matrices NO es conmutativo.

Determinantes | El determinante de una matriz cuadrada es un ntmero que, entre

otras aplicaciones, es muy 1til para saber si una matriz tiene inversa y para calcularla.
Para indicar que se calcula el determinante de una matriz, los elementos de esta se

tienen que poner entre dos segmentos verticales.

e Matriz 1 x 1: es igual al nimero que compone la matriz.

e Matriz 2x2: es igual al producto de los elementos de la diagonal menos el producto

de los otros dos elementos.
e Matriz 3 x 3: regla de Sarrus.

ailp a2 a3

=a11-0a22°a33 +a12-aG23°a31 +a21-a13- a3z
a21 a22 a23
—a31°G22°aG13 —a120a21*a33 —ail - a3 - as2

azlr as2 a33
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e Matriz 4x4 (o de orden superior): calculo de manera recursiva a partir de matrices

3 x 3.

a1l a2 a3 ai4
a1 a2 a23 a24
=a11011 —a21021 +a3z1a3] — a41041

a31p a3z2 a3z a34

a41 Q42 a43 Q44

donde «;; es el menor complementario de a;;, es decir, el determinante que

resulta de eliminar la fila ¢ y la columna j del determinante.

Si el producto de dos matrices cuadradas A y B de dimension n xn

es igual a I,

A-B=Ip,yB-A=1,
B es la matriz inversa de A y se denota B = AL

Una matriz cuadrada n x n puede invertirse siempre que su determinante no

sea 0.

_ 1 NT
‘= det(A)( )

donde A’ es la matriz de adjuntos de los elementos de la matriz A. Un adjunto de
un elemento a;; de la matriz A se denota A;;.
Aij = (1) ay

donde o;; es el menor complementario de a;;.

Rango de una matriz | Si se seleccionan k filas y k columnas de la matriz, y se calcula

el determinante de estas k filas y k columnas, este determinante se denomina menor
de orden k de la matriz A.
El orden méaximo de los menores de la matriz que no son 0 es el rango de una

matriz A y se indica rango(A).

Discusidén y resoluciéon de sistemas de matrices | Un sistema de ecuaciones lineales

con m ecuaciones y n incognitas como el siguiente

ail -1 +a12-xr2 +... “+ain-Tn =b
a1+ 1 +ag2-xr2 +... +agn-Tn =bo
am1-T1 +am2-T2 +... +amn-Tn =bm

puede expresarse en forma matricial de la manera siguiente:
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a1 a12
a21 a22
a31 a32

aml Am2

a13

a3

az3

am3

ain

a2n

a3n

amn

x1

x2

x3

Tn

b1

ba

b3

bm

Esta manera de escribirlo se denomina ecuacién matricial. Fijémonos que es del

tipo A-X = B, donde A se denomina matriz asociada al sistema, B es el vector de

termas independientes y X es una matriz de nx1 incégnitas. La matriz ampliada

(A") es la matriz formada por la matriz A mas la columna B.

e Elsistema no tiene solucién si el rango de la matriz A y el de la matriz ampliada

A” son diferentes, es decir, si

rango(A) # rango(A").

e El sistema tiene solucién en los casos en los que el rango de la matriz A y el de

la matriz ampliada son iguales:

rango(A) = rango(A™)

Entonces tenemos que comprobar si coincide con el ntimero de incégnitas (n).

Pueden darse los siguientes casos:

o Si rango(A) = n, la solucién es tinica, es decir, hay una dnica matriz X que

cumple A- X = B.

o Si rango(A) < n, la solucién no es tinica; de hecho, en estas condiciones, el

sistema tiene infinitas soluciones.

Este resultado se conoce como el teorema de Rouché-Frobenius.

Esquema de la discusién de un sistema de ecuaciones
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Ejercicios resueltos

o 0 -1
1. Si I3 es la matriz identidad deorden 3y A=| _{ | _j|resuelve las ecuaciones
1 0 2

matriciales siguientes:

(a)X‘A=A+13

(b)2- Y -A-Y = At

Solucion:

(a) En primer lugar observad que det(A) = 1 # 0; por lo tanto, podemos calcular la matriz
inversa de A.

X A=A+I3 o X=(A+13)- A =13+ A7!

Solo hay que calcular la inversa de la matriz A

T
2 1 -1 2 0 1
-1

A7=21o 1 o] =1 1 1

1 1 0 -1 0 O
3 0 1
Si sumamos la matriz identidad a esta matriz, obtenemos X =| { o
-1 0 1

(b) Igual que en el apartado anterior, vemos que

2.Y-AY=-ATo @2 1-4)v=AT ov=(2-13-4)1. AT
Por lo tanto, utilizando la formula de la matriz inversa, tenemos
0o 0 -1

@nL-A)"= 1

1 0 2
1 1 -2
Si ahora multiplicamos esta matriz por la matriz AT, obtenemos Y = 1 3 _3
-2 -3 5

2. Resuelve las ecuaciones siguientes por la incognita x:

1 0 1
7 0
(a)x 1 0+5=
0 1
0 = =«
z+1 1 1

Solucioén:

1 0 1

a) Calculamos, por un lado, el primer determinante =z +x2 y, por otro lado,
0 y

r 1

0 = =«
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2

7 0
el segundo = 7; por lo tanto, nos queda la ecuacién z2+z+5=7 < z2+x-2=0. Si

0 1
resolvemos esta ecuacioén aplicando la férmula de la ecuacion de segundo grado, obtenemos
dos soluciones: =1y z =-2.
(b) Igual que en el apartado anterior, calculamos el determinante de la ecuacion:
z+1 1 1
1 z+1 1 |=@+1)®*+2-3(x+1)=2(z+3)
1 1 r+1

Si igualamos este resultado a 0, obtenemos una ecuacién con dos soluciones: x = 0 y
T =-3.

3. Dadas las matrices siguientes

1 4 7
A=|_2| B=(5 2 1)7 C=1-2 1
3 0 3
-3 2 2 -1
17 -2
D={o|, £=|3 -3 3| F=
2 4 1
0 0o 0 1

(a) Indica cuantas filas y columnas tienen y decide qué parejas pueden sumarse
entre si y cuales pueden multiplicarse. En el segundo caso indica el orden
en el que pueden multiplicarse. Efectiia todas las sumas posibles y solo los
productos posibles en los que aparezca la matriz E.

(b) Decide si las operaciones siguientes son posibles, y en caso afirmativo
efectiia las operaciones:
A-D'+E+F.C, (A+D)-E, B-E.-C-F, (B+E)-C.

Solucioén:

(a) Empezamos dando las dimensiones de las diferentes matrices:

Matriz A B C D E F

Dimensiones | 3x1 1x3 | 3x2 | 3x1 | 3x3 | 2x3

En cuanto a la suma, sélo podemos sumar A+ D =] _o|.

En cuanto a los productos, podemos calcular
A-B B-A E-A F-A B-C B-D D-B

B-E E-C F-C C-F E-D F-D F-E
Calculamos todos los productos que contienen la matriz E.

-9 12 -15 6

E-A=11g B'E=(—4 4 2) E-C=|18 o1 E-D=]_9
3 0o 3 0
19 -19 18

F-E-=
16 -16 15

(b)Observad que solo podemos calcular B-E-C - F = (12 —240 30)
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4. Calcula el rango de la matriz segun el valor de k.

Solucion: Dado que A es una matriz de dimensiones 3 x4, el rango maximo que puede tener
es 3. Para que esta matriz tenga rango 3, alguno de los 4 posibles menores de orden 3 tiene
que ser diferente de 0.

Los calculamos:

2 1 1 2 1 k 1 1 k 2 1 k

2 3 -1 =0 2 3 1 =7-9k 3 -1 1 =-7+9k 2 -1 1 =-7+9k

3 0 3 3 0 1 0o 3 1 3 3 1

Vemos que si -7+9k #+ 0 < k # % la matriz A tiene rango 3, en cambio si k = g entonces

todos los menores de orden 3 valen 0 y por lo tanto el rango de la matriz no puede ser 3.

En este ultimo caso, sin embargo, vemos que tenemos como minimo un menor de orden 2 que

2 1
no es 0; por ejemplo, tomamos las dos primeras filas y las dos primeras columnas, =4.

2 3

O sea que podemos concluir que cuando k = % el rango de la matriz A es 2 y cuando k # g
el rango de la matriz A es 3.

5. Comprueba que (A+ B)™! # A™! + B~ con las matrices

12 1 1 2 3
A=19 1 0 B=l2 4 5
2 1 1 3 5 6

1011 1 -3 2

-1 -1

A7=10 1 o0 BV =3 3 -1
2 -3 -1 2 -1 0

4 -4 -1

Y por otro lado calculamos la suma A + B y la inversa de esta matriz

2 4 4 2 2 0

A+B=lg 5 5 (A+B)'=lu 3
13

5 6 7 -y

Vemos, pues, que estas dos matrices que hemos calculado no coinciden.

6. Discute el sistema siguiente segin los valores de m y calcula la solucién para
los valores que sean compatibles:

r-my=1

mx—-y=2m+2
Solucién: Empezamos escribiendo la matriz ampliada asociada al sistema:
1 -m 1

m -1 | 2m+2

Restamos a la segunda hila la primera multiplicada por m y obtenemos una matriz triangular
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1 -m 1

0 m?2-1|m+2
Ahora estudiamos el rango(A) y en primer lugar vemos det(A) = m? — 1.

e Sim?-12%0 (es decir, si m # —1,1), el rango(A) = 2 y rango(A*) = 2, y al tener 2
incognitas el sistema es compatible determinado.

e Sim=1

1 -1]1

0o 0 |3
rango(A) =1 # rango(A*) = 2; por lo tanto, tenemos un sistema incompatible.
Sim=-1

1 11

0 01

rango(A) =1 # rango(A*) = 2; por lo tanto, tenemos un sistema incompatible.

Las soluciones en los casos en que m # 1,—1 son por substituciéon hacia atras

)

() -

2m? +2m -1 m+2)

m2 -1 m2 -1
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Ejercicios para practicar con las soluciones

7. Resuelve las ecuaciones siguientes para la incognita z:

(b) El determinante de 2- B és 160, donde B=] ., 4 9
T 2-22 1
8. Determina los valores de a, b, ¢, d, e en los que se cumpla A+ C = 2B para las

matrices

A= B-= C=
-1 2 ¢ 5 -2 1 d e 4

Para estos valores, calcula (si se puede) A-BT,CcT.By A-B.

9. Calcula el rango de las matrices siguientes:

1 2 3 1 -1 1 2
A=l5 6 7 B=l2 1 2 1
9 10 11 3 0 3 0

10. Calcula las inversas de las matrices siguientes:

1 2 3 4
1 -2 1

0 2 3 4
A=lo 2 -2 B=

00 3 4
2 3 1

00 0 4

11. Resuelve los sistemas siguientes (si se puede):

3z+2y=1 rz+y+2=0
20 -3y =2 2c+az=1
z+y=0 r+ay=1

Soluciones:
7. (a) z=a, —cen el caso b+ 0. En el caso b =0 cualquier numero real es solucion.
(b) z=3

8. Los valores son a =-4,b=4, c=-2,d =11, e = -6. El producto A- B no puede calcularse;
los productos que si se pueden calcular son

75 =27 26

T
C"-B=1_92 10 o0

9. rango(A) =2 y rango(B) = 3.

10.

1 -1 0 0
2 5 1
3 12 6

o 4+ -2 o
1 11
3 12 6 0 0 1 1
1 -7 1 3 3
3 12 6
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11. El primer sistema es incompatible; por lo tanto, no tiene solucién. El segundo sistema es
compatible determinado para a # 0,3 e incompatible para a = 0, 3. Las soluciones para los
casos en los que es compatible son

(z,y,2) = (i A-a “7“)

3-a’3a-a2" a2 -3a
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6.1. Concepto de funcion

El concepto de funcion se establecié hacia el siglo XVIII, a pesar de que anteriormente El matematico suizo Leonhard @
. . . . L Euler (1707-1783) es un cientifico
algunos matematicos ya trabajaban con él de manera intuitiva. esencial en el desarrollo de las

funciones, porque definié el

En la obra Introductio in analysin infinitorum, Leonhard Euler intenté proporcionar concepto de funcién. Realizé un

. finicion f £ ., f estudio sistematico de todas las
por primera vez una definicién formal del concepto de funcién al afirmar: funciones elementales, incluyendo
las derivadas e integrales. No

. . . ., . obstante, el concepto de funcién
Una funcion de cantidad variable es una expresion analitica formada de cual- nacié con las primeras relaciones
. idad jabl . idad observadas entre dos variables, lo
quier manera por esta cantidad variable y por numeros o cantidades constantes. que seguramente surgié al inicio de
las matematicas, en civilizaciones
e, . . ~ , como la babilénica, la egipcia y la
Tal como veremos, esta definicion difiere de la actual. De hecho, siete afios después

china.
de esta afirmacion, en el prologo de las Institutiones calcule differentialis el mismo
autor ya afirmo:
Algunas cantidades dependen otras si al combinar estas aquellas también cam- Antes de Euler, el matematico y @

filésofo francés René Descartes
(1596-1650) mostré en sus trabajos
de geometria que tenia una idea

bian. Las primeras se llaman funciones de las sequndas. Esta demominacion

es bastante natural y comprende cada método mediante el cual una cantidad muy clara de los conceptos de

. PR . . variable y funcién. Realizé una
puede ser determinada por otras. Asi, si x denota una cantidad variable, todas avey.

’ ’ clasificacién de las curvas
algebraicas segiin sus grados,
reconociendo que los puntos de

Ty se denominan funciones de x interseccién de dos curvas se
’ obtienen resolviendo

las cantidades que dependen de x en cualquier forma estdin determinadas por

simultdneamente las ecuaciones

Para poder establecer el concepto de funcién, es necesario recorrer primero a las que las representan.

relaciones que pueden establecerse entre conjuntos. Veamos en qué consisten.

6.1.1. Correspondencia entre conjuntos

Los conjuntos que se tratan en matemaéticas suelen ser conjuntos de nimeros, como

por ejemplo los naturales, los enteros, los racionales o los reales. Los elementos de
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estos conjuntos no se pueden listar porque hay una cantidad infinita. Ahora bien, si
se considera un conjunto finito de estos nimeros, si que pueden escribirse. En este
caso, los elementos seleccionados se expresan entre claves. Es decir, los elementos de
un conjunto finito pueden indicarse en una lista delimitada por claves y separados

por comas.

Ejemplo. Representacién de un conjunto de nidmeros
El conjunto formado por los nimeros naturales 1, 2, 3, 4, 6 y 11 puede deno-
minarse A.
Entonces, el conjunto puede expresarse asi:
A ={1,2,3,4,6,11}

Otra manera de expresar un conjunto de nimeros es de manera grafica. En este caso,
se considera una forma eliptica que contiene los elementos del conjunto y se indica el

nombre del conjunto en la parte exterior.

Ejemplo. Representaciéon grafica de un conjunto.
Denominamos A al conjunto formado por los niimeros naturales 1, 2, 3,4, 6 y
11.

Este conjunto puede expresarse graficamente de este modo:

A

Una correspondencia entre dos conjuntos, A y B, es una relacion entre ambos
conjuntos que hace corresponder elementos del conjunto A con elementos del conjunto
B. Graficamente, este hecho puede representarse mediante flechas que tienen el origen
en algin elemento del conjunto A y el final en algiin elemento del conjunto B. Una
flecha entre un elemento del conjunto A y un elemento del conjunto B indica que el

elemento de A esté relacionado con el elemento de B.

i Qué es una correspondencia entre 9

conjuntos?

Es una relacién entre ambos
conjuntos que hace corresponder
elementos del segundo a elementos
del primero. Una correspondencia
puede representarse graficamente
mediante diagramas.
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Ejemplo. Correspondencia entre elementos de dos conjuntos.
Sean los conjuntos A= {2,4,6,8,41} y B= {1,3,5,6}. Podemos definir y repre-
sentar una correspondencia entre A y B, que denominamos R, de la siguiente

manera:

Asi, la correspondencia R relaciona: el 2 del conjunto A con el 1 del conjunto
B, el 8 del conjunto A con el 5 del conjunto B, el 4 del conjunto A con el 5, y
el 6 del conjunto B y el 6 del conjunto A con el 1 del conjunto B.

El nombre de la correspondencia, R, se indica para evitar confusiones con otras

posibles correspondencias.

De acuerdo con la notacién general utilizada:

e El conjunto A se denomina conjunto de partida, y el conjunto B conjunto de

llegada.

e El conjunto de todos los elementos del conjunto de partida de los cuales sale alguna
flecha recibe el nombre de dominio de la correspondencia R y se escribe DomR.
En cambio, el conjunto de todos los elementos del conjunto de llegada a los cuales
se dirige alguna flecha se denomina imagen o recorrido de la correspondencia

Ry se escribe ImR (o también RecR).

e Dado un elemento cualquiera del dominio de una correspondencia, se denomina
imagen del elemento el conjunto de todos los elementos de la imagen de la
correspondencia que reciben una flecha de este elemento. De manera similar, se
define la antiimagen de un elemento de la imagen de la correspondencia como
el conjunto de todos los elementos del dominio de la correspondencia tales que su
imagen incluye este elemento, es decir, todos los elementos de los cuales parte una

flecha hacia este elemento de la imagen.

Ejemplo. Elementos de una correspondencia entre dos conjuntos.
Consideramos el ejemplo de la correspondencia anterior, R que relaciona los
conjuntos A= {2,4,6,8,41} y B={1,3,5,6}. Entonces:

e El dominio de la correspondencia es el conjunto DomR = {2,6,4,8} y la
imagen de la correspondencia es ImR = {1,5,6}.

e La imagen del 2 es el conjunto {1}, la imagen del 8 es el conjunto {5}, la

imagen del 4 es el conjunto {5,6} y la imagen del 6 es el conjunto {1}.

e La antiimagen del 1 es el conjunto {2,6}, la del 5 es {4,8} y la del 6 es

{4}.
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Para establecer la definiciéon de funcion, es necesario estudiar un tipo muy concreto
de correspondencias, aquellas en las que todos los elementos del dominio tienen un

dnico elemento en su imagen. Esto se trata en el siguiente apartado.

6.1.2. Aplicaciones y funciones

Una aplicacién es una correspondencia que cumple la siguiente condicion:
Todos los elementos de su dominio tienen un Unico elemento en su imagen.

Dicho de otro modo, en la representaciéon de una aplicacién, de cualquier elemento
del dominio tiene que salir una tnica flecha. Asi, pues, en el ejemplo de la aplicacion
anterior R, la correspondencia no es una aplicacién porque del elemento 4 salen dos
flechas, lo que indica que la imagen del 4 esta formada por mas de un elemento. En
cambio, la correspondencia S siguiente entre los mismos conjuntos si que lo es porque

en una aplicaciéon no hay ningin elemento de A que tenga méas de una imagen.

En este caso, el dominio de S es DomS = {2,4,6,8}, y la imagen de la correspondencia
es ImS = {1, 3,6}. De cualquier elemento del dominio parte una tnica flecha, es decir,

su imagen consiste en un solo elemento y, por lo tanto, se trata de una aplicacién.

Las aplicaciones pueden clasificarse de acuerdo con su imagen. Asi, se dice que una
aplicacion es:
e Exhaustiva, cuando la imagen de la aplicacién coincide con el conjunto de llega-

da. Por ejemplo, la aplicaciéon F' es exhaustiva.

e Inyectiva, cuando cada elemento de la imagen de la aplicacion solo tiene una

dnica antiimagen. Por ejemplo, la aplicacion G es inyectiva.

iQué es una aplicacion?

Para que una correspondencia entre
conjuntos sea una aplicacién, se
tiene que cumplir que todos los
elementos de su dominio tengan un
inico elemento en su imagen. Es
decir, en la representacién de una
aplicacién, de cualquier elemento
del dominio tiene que salir una
anica flecha.

2
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e Biyectiva, cuando la aplicacion es exhaustiva e inyectiva a la vez, es decir, cuando
cada elemento del conjunto de llegada tiene una tdnica antiimagen. Por ejemplo,

la aplicacion 7' es biyectiva.

Hay que remarcar que esta clasificacién no abarca todas las aplicaciones. Basta con
estudiar la aplicacién S para darse cuenta. La aplicaciéon S no es inyectiva, dado
que el elemento 1 tiene dos antiimagenes, ni exhaustiva, puesto que el elemento 5 no

pertenece a la imagen. Por lo tanto, tampoco es biyectiva.

Cuando una aplicaciéon se define entre conjuntos numéricos, se denomina funcion.
Muchas situaciones reales pueden explicarse como la relacién entre dos magnitudes
en forma de funcién. Por ejemplo, la temperatura en un lugar concreto y la hora del
dia son dos magnitudes relacionadas entre si, puesto que en cada momento del dia
corresponde una temperatura concreta. Asi, la temperatura es una funcién del tiempo.
De este modo, se podrian escribir las horas de un dia en un conjunto, las temperaturas
en otro, y una flecha podria unir cada elemento del primer conjunto (las horas) con

un tnico elemento del segundo conjunto (la temperatura en esta hora).

6.2. Representacion de una funciéon

La relacién que se establece mediante una funcién puede representarse de varias ma-

neras. Veamoslas.

6.2.1. Tabla de una funcién

Una manera sencilla de expresar una funcién consiste en poner los elementos de los
conjuntos que intervienen en una tabla de valores. En la primera columna de la
tabla suelen escribirse los valores del dominio de la funcion, y en la segunda columna

los valores de las imagenes correspondientes, tal como se ve a continuacion.

Ejemplo. Tabla de una funcién.

La funcién F' definida anteriormente se puede expresar mediante esta tabla:

DomF | ImF

o O =
[ N e

iQué es una tabla de una funcién? 9

Es una tabla con dos columnas. La
primera contiene valores del
dominio de la funcién y la segunda
los valores correspondientes de su
imagen. Cuando el dominio o la
imagen son conjuntos demasiado
grandes, una tabla de la funcién
solo contiene algunos de los valores
de la funcién.
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Evidentemente, no siempre es posible construir una tabla con todos los elementos del
dominio de la funcién, porque el dominio y la imagen pueden ser conjuntos demasiado
grandes (incluso infinitos). En este caso, puede construirse una tabla con algunos

valores del dominio y sus imagenes correspondientes.

Por ejemplo, consideramos la funcién temperatura de un lugar concreto que en cada
momento de un dia asocia la temperatura en este instante. Los valores posibles para
los instantes de un dia van desde las 0 horas hasta las 24 horas, es decir, todo el
intervalo de ntmeros reales [0,24). No es posible escribir todos los instantes del dia,
y por eso solo se eligen algunos que sean representativos. En particular, se pueden
tomar muestras de la temperatura cada minuto, o cada cierto nimero de minutos.
Para no extendernos demasiado, la tabla del margen presenta, por ejemplo, solo las
temperaturas correspondientes a cada 2 horas. Esta correspondencia es una funcién
porque a cada instante de tiempo solo puede asociarse una tnica temperatura. En la
tabla tampoco pueden considerarse todos los valores de la funcién, sino solo algunos,
porque tanto el dominio como la imagen de la funcién contienen demasiados valores
para listarlos en una tabla. En casos como estos se eligen normalmente solo algunos
valores del dominio, distribuidos uniformemente por todo el dominio, tal como se

muestra con el ejemplo.

6.2.2. Expresion de una funcién

La funcion siguiente F' hace corresponder al valor 6 del dominio de la funcion el valor
3 de la imagen. También puede decirse que la imagen del 6 por la funcion F es el 3,

o incluso que la funcién evaluada en el 6 da como resultado el 3.

Esta manera de expresarlo es larga e incomoda si queremos dar la imagen de otros
valores del dominio. Para evitar este problema, se usa una forma mas breve de dar
la imagen de un elemento del dominio: se escribe el nombre de la funcién y a conti-
nuacion, entre paréntesis, el valor del dominio del que se quiere calcular la imagen.
Seguidamente, se escribe el signo igual y, finalmente, el valor de la imagen correspon-

diente.

Ejemplo
DomF ImF
Instante (hora) Temperatura (°C)
0:00 5
2:00 7
4:00 8
6:00 12
8:00 13
10:00 18
12:00 23
14:00 25
16:00 26
18:00 24
20:00 22
22:00 15

Tabla de una funcién instante-temperatura

i Qué es la expresion de una funcién?e

Es una expresién algebraica con
una variable que permite encontrar
la imagen de cualquier elemento del
dominio de la funcién. Para
hacerlo, tiene que sustituirse la
variable de la expresién por el valor
del dominio. El valor numérico
resultante de esta expresion es el
valor de la imagen de este elemento
del dominio.
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Ejemplo. Expresion de una funcién. Notacion.
En el caso de la funcion F, se escribe
F(6)=3
v se lee “F de 6 es igual a 3”, que significa que la imagen del valor 6 del dominio
es el valor 3 en el caso de la funcién F.

Del mismo modo, si se observa el diagrama anterior de la funciéon F,

e laimagen de 2 es 1; por tanto, F(2) =1
e la imagen de 4 es 6; por tanto, F'(4) = 6
e la imagen de 8 es 1; por tanto, F/(8) = 1

e laimagen de 41 es 5; por tanto, F'(41) =5

En muchos casos no puede proporcionarse una lista completa de las imagenes de
todos los valores del dominio de una funcién. Por ejemplo, en el caso de la funcion,
llamémosla g, a cada nimero real hace corresponder el mismo nimero al cuadrado. En
este caso no puede darse una lista completa porque el dominio es un conjunto infinito

(todos los ntimeros reales). Algunos de estos valores tienen las iméagenes siguientes:
e la imagen de 0 es 0% = 0; por lo tanto, g(0) = 0% = g(0) =0

e laimagen de 5 es 5% = 25; por lo tanto, g(5) = 52 = g(5) =25

e laimagen de —1 es (=1)? = 1; por lo tanto, g(1) = 1% = g(-1) =1

e laimagen de -2 es (-2)? = 4; por lo tanto, g(-2) = (-2)* = g(-2) =4

Tal como vemos, esta lista no se acaba nunca porque no es posible escribir todos los
nimeros reales. Tenemos que buscar una manera de expresar la funcién que pueda
dar la imagen de cualquier nimero del dominio sin tener que escribirlos todos. Habi-
tualmente, se da una regla algebraica que permita calcular la imagen para cualquier
elemento del dominio. Por ejemplo, en el caso de la funcién g es g(z) = 22

Esta expresion, llamada expresiéon algebraica de la funcién, indica que para
cualquier nimero del dominio, representado por la letra x, el valor de la funcién es
igual al cuadrado de este valor. En definitiva, esto indica que, para encontrar el valor
de la funcién para un elemento cualquiera del dominio, en la expresion algebraica
de la funcién tiene que sustituirse el valor de la letra = por el valor del nimero en

cuestion y hacer las operaciones que indique la expresién.

Ejemplo. Expresion algebraica de una funcién.
La expresion algebraica de una funcién es
2
g(z) ==z
Entonces, el valor de la funcién g para el valor del dominio 4 es
g(4) =4% =16

lo que indica que la imagen del 4 por la funcién g es igual a 16.
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La letra que se usa para la expresion algebraica de una funcion recibe el nombre
de variable independiente o, simplemente, variable. Muchas veces, los valores que
toma la funcién se expresan con otra letra, que suele ser la y, llamada variable

dependiente, justamente porque depende del valor de la x, la variable independiente.

6.2.3. Grafica de una funciéon

Si f es una funcién cualquiera, las parejas de niimeros z y f(z) que estén en una tabla
de la funcién pueden interpretarse como pares ordenados (z,y) = (z, f(z)), es decir,
puntos del plano cartesiano. Esta identificacion hace posible representar cualquiera

de los puntos de una funcion.

Recordad que para representar el plano cartesiano se toman dos rectas perpendicula-
res, que se denominan eje X o eje de abscisas, y eje Y o eje de ordenadas, y que se
cruzan en el punto (0,0). Este punto recibe el nombre de origen de coordenadas o,
simplemente, origen. De este modo, es posible determinar cualquier punto del plano
con dos ntimeros reales ordenados, x e y. El primero recibe el nombre de coordenada

x o abscisa, y el segundo el de coordenada y u ordenada del punto.

Visto como se determina un plano cartesiano, veamos con un ejemplo concreto cémo se

pueden representarse cualquiera de los puntos (z, f(z)) de la gréafica de una funcion.

Supongamos que t es una funcién que da la temperatura de una ciudad cada hora,
desde las ocho de la mafana hasta las once de la noche. La tabla de valores del margen
proporciona datos relativos a esta funcién. De acuerdo con esta tabla, los puntos

correspondientes a la funcién ¢, que tienen la forma (x,t(x)), se pueden expresar asi:

(8,10), (9,11), (10,13), (11,15), (12,16), (13,18), (14,20), (15,19),
(16,18), (17,16), (18,16), (19,15), (20,14), (21,12), (22,10), (23,9).

Entonces, la representacion grafica de todos estos puntos en el plano cartesiano es la

grafica de puntos siguiente:

iEje Y (temperatura. “C)

209 L]

Observad que en este caso no se ha dibujado la parte negativa de los ejes por como-

didad, ya que no hay puntos con coordenadas negativas.

i Qué es la grafica de una funcién f?
Es el conjunto de todos los pares
de puntos (z,y) del plano
cartesiano que coinciden con los
valores de esta funcién. La
coordenada x es un valor del
dominio, y la coordenada y = f(z),
el valor correspondiente de la
imagen. Para dibujar la grafica de
una funcién, basta con dibujar en el
plano los puntos que se describen
en una tabla de la funcién de la
manera (z, f(z)).

o

El sistema de coordenadas
cartesianas se utiliza para poder
determinar de manera inequivoca
todo punto P del plano con dos
niimeros reales ordenados, = e y. El
primero recibe el nombre
coordenada z o abscisa, y el
segundo el de coordenada y u
ordenada del punto. Asi se puede
identificar P(z, y). Los sistemas de
coordenadas cartesianas se
extienden de manera analoga al
espacio de tres dimensiones y a
espacios de dimensiones superiores.

/)

Ejemplo
z (hora) t(z) (°C)
08:00 10
09:00 11
10:00 13
11:00 15
12:00 16
13:00 18
14:00 20
15:00 19
16:00 18
17:00 16
18:00 16
19:00 15
20:00 14
21:00 12
22:00 10
23:00 9

Tabla instante-temperatura
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La representacion de todos los puntos de la forma (z, f(z)) se denomina grafica de
una funcién. Observad que, si una funcién tiene por dominio todo el conjunto de
ntmeros reales, es imposible representar toda la gréafica (porque no cabria en una
hoja de papel). En este caso, tendremos que conformarnos con la representacion de
una parte de esta grafica, y es costumbre seguir denominandola grafica de la funciéon

pero indicando el intervalo del dominio que representamos.

A continuacion, pueden observarse las representaciones graficas de dos funciones con-
cretas en intervalos concretos, que se estudiaran detenidamente en temas posteriores.
A la izquierda se presenta la funcién f(x) = 2z en los puntos de dominio en el inter-
valo [-3,3]. A la derecha se observa la funcién g(z) = 422 — 4z — 35 en el intervalo

[-3,4].

En estos casos observamos que al representarse todos los puntos de un intervalo de-
terminado, los puntos de la grafica estan tan préoximos que forman una linea continua,
que en el caso particular de la izquierda es recta y en el caso de la derecha curva.
De hecho, en general, todas las funciones cuyo dominio son los ntimeros reales tienen
esta caracteristica: su grafica aparece como una linea continua o como varias lineas
continuas.

Hay que destacar que la grafica de una funcién no puede tener una forma como las
que se presentan a continuacién, ya que en ambos casos hay valores en el eje X en las

que su imagen no es un tnico valor.

Este hecho puede comprobarse trazando cualquier recta vertical en las gréficas, tal
como muestra la imagen siguiente. Si una recta vertical corta varios puntos de la
grafica que se estudia, se puede asegurar que la gréafica no es de una funcién porque el
valor determinado de = por esta recta tiene como minimo maéas de una imagen, hecho

imposible en una funcion.
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6.3. Operaciones entre funciones
6.3.1. Operaciones basicas

Entre funciones diferentes cualesquiera, pueden realizarse ciertas operaciones. Estas

operaciones son las que se exponen a continuacién:

’Suma (o resta) de funciones‘ La suma (o resta) de dos funciones, f(z) y g(z), se

designa por f + g y se calcula de la siguiente manera:
(f£9)(z) = f(z) £ g()
Esta suma puede calcularse siempre que x esté en el dominio de las dos funciones
que se suman.
Por ejemplo, la suma de las funciones f(x) =3z y g(z) = 42% — 1 es
(f+9)(z) = f(z) +g(x) =3z +42° -1 =42” + 3z -1

La suma (o resta) de funciones tiene las siguientes propiedades:
e Conmutativa: f+g=g=+ f
e Asociativa: f+(g+th)=(f+g)+h

e Hay un elemento, denominado funcién cero, que es el elemento neutro de la
suma de funciones, de modo que cualquier funciéon sumada con este elemento no

varia. Esta funcion es z(z) = 0.

e Para cada funcién f(z), hay la funcién opuesta —f(x) que, sumada a la funcién

original, resulta la funcién cero.

’Producto de funciones‘ El producto de dos funciones, f(z) y g(z), se designa por

f g vy se calcula de la siguiente manera:
(f-9)(x) = f(x) - g(x)
Este producto puede calcularse siempre que la variable x esté en el dominio de las
funciones que se multiplican.
Por ejemplo, el producto de las funciones f(z) =3z y g(z) = 42% = 1 es
(f-9)(x) = f(z) - g(x) = 3z~ (42” - 1) = 122" - 30

El producto de funciones tiene las siguientes propiedades:
e Conmutativa: f-g=g- f
e Asociativa: f-(g-h)=(f-g)-h

e Hay un elemento, llamado funcién unidad, que es el neutro del producto de
funciones, de modo que cualquier funcién multiplicada por este elemento no varia.

Esta funcién es u(z) = 1.

Operar con funciones.

Las operaciones esenciales con
funciones son la suma, la resta, la
multiplicacién, la divisién y la
potenciacién. En todos los casos, el
dominio de la funcién resultante es
la interseccién de los dominios de
las funciones con las que se opera.
En el caso de la divisién, ademas,
no pertenecen al dominio aquellos
puntos que anulen el denominador.
Otra operacién importante entre
funciones es la potenciacién. En el
caso de la potenciacién, no
pertenecen al dominio todos los
puntos que anulan a la vez la base
y el exponente.

/)
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’ Cociente de funciones | El cociente de dos funciones, f(z) y g(x), se designa por f
g

y se calcula de la siguiente manera:

(-5

Este cociente puede calcularse siempre que la variable x esté en el dominio de las

funciones que se consideran y, ademas, la funcién del denominador g(z) no sea la
funcion 0.
Por ejemplo, el cociente de las funciones f(z) = -1y g(x)=xz+1es

(i)(x):M—m2_1:x—l
g

g(z) z+1

Potencia de funciones‘ La potencia de una funcién f(z) por otra funcién g(z) se

designa por f7? y se calcula de la siguiente manera:
(77) (@) = F ()"
Esta potencia puede calcularse siempre que la variable, x, esté en el dominio de ambas

funciones, f y g, y que ninguna de las dos funciones se anulen.

Por ejemplo, la potencia de la funcién f(z) = 42 — 1 per g(z) = 3z es

() ) = G = (107 1)

6.3.2. Composicion de funciones y funcién inversa

Dadas dos funciones, f y g, puede definirse la composiciéon de la funcién f con la
funcién g. Esta composicion se designa por go f y se calcula de la manera siguiente:
(9° £)(@) = g(F(2))

Para poder calcular la composiciéon de la funcion f con la funcién g en un punto a,

es necesario que f(a) pertenezca al dominio de g.

Ejemplo. Composicion de dos funciones.
Dadas las funciones f(z) = z° y g(x) = 2z, pueden definirse las composiciones
de funciones:

(90 1)(@) = g(f () = 9(a®) = 2 (a?) = 207

(fo9)(2) = f(g9(2)) = £(22) = (22)* = 42

Con este ejemplo puede observarse que la composicion de funciones no es conmutativa.
Es decir, go f no suele ser igual a fog. En otras palabras, no es lo mismo la composiciéon

de f con g que la composicién de g con f.

A partir del concepto de composicion de funciones, puede definirse el concepto de
funcién inversa de otra funcién. Si f es una funcién, se dice que g es la funcién

inversa de f si se cumplen a la vez las dos condiciones siguientes:
e (go f)(z) =z para todo = que pertenece al dominio de f

e (fog)(z) ==z para todo = que pertenece al dominio de g

Por lo tanto, estas condiciones implican que el dominio de la funcién f es igual a la

imagen de la funcién g, es decir, que Domf = Img. Esto significa que si f es una

iQué son la composicién de
funciones y la inversa de una
funcién?

La composicién de una funcién f
con una funcién g es otra funcién,
go f, tal que a cada elemento del
dominio hace corresponder
g(f(x)). Se dice que f y son g
inversas una de la otra si
(90 1) (@) =2y (fog)(z) == La
funcién inversa de f se denota por

.

o
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funcion tal que f(3) = 5, tiene que cumplirse (g o f)(3) = g(f(3)) = g(5) = 3. Es
decir, si la imagen del 3 por la funcién f es 5, la imagen del 5 por la funcién g es 3.

Y esto tiene que cumplirse para cualquier valor de f.

De manera general, se dice que una funcién g es la inversa de f si se cumple que si
f(x) =y entonces g(y) = x. En caso de ser asi, la funcién inversa de f se denota por
f7'y, en particular, si y = f(z), se escribe z = £~ (y).

Este hecho demuestra que una propiedad importante, que puede demostrarse, es que
si una funcién tiene inversa entonces ambas funciones, la funcién original y su inversa,

son biyectivas.

Ejemplo. Funciones inversas.

Son pares de funciones inversas

flz)=z+ay f_l(y) =y —a, con a € R un pardmetro cualquiera
flz)=a-zy f_l(y) =a—-y, con a € R un parametro cualquiera

fx)=a-zy f_l(y) = g, con a € R un parametro cualquiera y a # 0
a

6.4. Caracteristicas de una funcién

Las funciones se clasifican en tipos diferentes segin como se utiliza la variable inde-
pendiente. En particular, cada uno de estos tipos de funciones presenta un dominio,
una imagen y una forma grafica especifica. En este sentido, puede hablarse de familias

de funciones: polindmicas, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas...

Ejemplo. Tipos de funciones.
f(z) = 52® — x — 2 es una funcién polinémica.
g(z) =sin(z) es una funcién trigonométrica.

h(x) = 3%es una funciéon exponencial.

Cuando las funciones son tan especificas, es posible determinar ciertas caracteristicas
de su forma en particular. Ademés de su dominio y recorrido, estas caracteristicas
principales son las intersecciones de la funcién con los ejes coordenados, la determina-
cion de posibles simetrias, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, la existencia
de puntos extremos, los intervalos de concavidad o convexidad, la existencia de puntos

de inflexi6n y su comportamiento asintotico.

Los temas que siguen presentan las principales familias de funciones, que no solo es
preciso conocer, sino también saber identificar y representar graficamente. Con el es-
tudio de estas familias de funciones, se introducen los términos que hacen referencia a
los rasgos caracteristicos de cualquier funcién. Se presentan estos rasgos y se explicita

como pueden determinarse para cada una de las familias de funciones que se estudian.
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6.5. Funciones definidas a trozos

De forma general, una funcién se define como una expresién algebraica que se aplica
sobre un dominio concreto. Sin embargo, una funcién puede estar definida por varias
expresiones algebraicas diferentes, cada una de ellas asociada a un trozo especifico
de su dominio. Estas funciones, que presentan una definicién distinta para cada uno
de los trozos del dominio en que estan definidas, se llaman funciones definidas a

trozos o funciones por partes.

En particular, se reconoce una funciéon definida a trozos por su expresion algebraica
global, que viene dada por mas de una féormula. Asi, para encontrar el valor de la
imagen de cualquier punto de su dominio hace falta aplicar una u otra férmula de-
pendiendo del valor que toma la variable independiente. Por tanto, en una funcién
definida a trozos es imprescindible acompaifiar cada una de las formulas que la definen
de su dominio de aplicaciéon. En otras palabras, hace falta indicar siempre el conjunto
de puntos de la variable independiente donde es valida la férmula que la acompaiia.
En general, cada uno de los trozos en que hace falta aplicar cada una de las formulas

se especifican como puntos o intervalos.

De acuerdo con esta definicion, la expresion general de una funcién definida a trozos
presenta el aspecto siguiente:

fi(z), sizelh

fo(z), sizely

f(z) =

fn(z), sizely

donde para cada k € N, fi(z) representa cada una de las féormulas que definen la
funcién y Iy representa el intervalo o punto del dominio de la funcién donde se tiene

que aplicar esta formula en concreto. Entonces, se cumple que Dom(f)= [1UulzU... Ip.

Ejemplo. Expresion de una funcién definida a trozos

r+mw, six<-7
f(z) = sin(z), si —m<z<m

1, sim<ax<2m
En particular tenemos:
f(2n)=-2mr+7=-7
f(-m)=-m+mw=0
£(0) =sin(0) =1
f(m) =sin(7w) =0
f(5) =1

La funcién f(z) presentada en el ejemplo es una funcién definida a trozos. Concreta-
mente define tres trozos. El primer trozo esta definido para valores de x menores que
—m. En este primer tramo la imagen de la funcién estd definida por la funcién lineal

z + w. En cambio, para valores comprendidos entre —7 y 7, la funcion esta definida
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por la expresién trigonomeétrica sin(z) y para valores menores que 27 la imagen toma
siempre el valor constante 1. Observamos, ademés, que la funcién no tiene ninguna
definicién asociada para valores més grandes que 27. Este hecho indica que el dominio
global de definicién de la funcién f(z) no son todos los reales, sino solo el intervalo
(=00, 27].

La representacién grafica de una funcion definida a trozos se caracteriza por que se
pueden distinguir claramente las diversas partes que la definen. Estas partes se pueden

ver unidas o separadas.

Ejemplo. Grafica de una funcién definida a trozos

La grafica de la funcién f(z) del ejemplo anterior es:
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Resumen

Concepto de funciéon '

’ Correspondencias entre conjuntos

Definicién. Una correspondencia entre dos conjuntos es una relaciéon entre am-
bos conjuntos que hace corresponder a elementos del primer conjunto elementos del

segundo conjunto.

Representaciéon. Graficamente, las correspondencias entre conjuntos se representan
con diagramas. Los conjuntos se representan con formas ovaladas y las correspon-
dencias que se establecen entre ellos con flechas que relacionan los elementos que

contienen estas formas.

Ejemplo y elementos. En una correspondencia como la que muestra la imagen, se

identifican:

e El nombre de la correspondencia: R.

e El conjunto de partida: A = {2,4,6,8,41}.
e El conjunto de llegada: B ={1,3,5,6}.

e El dominio de R: DomR = {2,4,6,8}.

e Laimagen de R: ImR = {1,5,6}.

e La imagen de elementos concretos:

o La imagen del elemento 2 es el elemento 1.

o La imagen del elemento 4 son los elementos 5 y 6.
e La antiimagen de elementos concretos:

o La antiimagen del elemento 6 es el elemento 4.

o La antiimagen del elemento 1 son los elementos 2 y 6.
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Aplicaciones y funciones

Ejemplos y definiciéon.

Se denomina aplicacién a toda correspondencia en que cada elemento tiene una tinica
imagen. Cuando una aplicacion es definida entre conjuntos numéricos, se denomina

funcioén.

Tipos de aplicaciones. Se distinguen tres tipos de aplicaciones segiin su imagen:

e Exhaustivas: aplicaciones en las que su imagen coincide con el conjunto de lle-

gada.

e Inyectivas: aplicaciones en las que cada elemento de la imagen solo tiene una

dnica antiimagen.

e Biyectivas: aplicaciones exhaustivas e inyectivas al mismo tiempo.

Representacion de funciones

Hay diferentes maneras de representar una funcion.

Tabla de una funcién. Es una tabla de valores con dos columnas. La columna de
la izquierda contiene valores del dominio de la funcién y la columna de la derecha
contiene los valores correspondientes de su imagen.

Ejemplo: tabla de la funcién F' anterior.

DomF | ImF

41
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Expresion de una funcioén. Es una expresion algebraica con una variable que
permite encontrar la imagen de cualquier elemento del dominio de la funcién. Para
determinar la imagen, tiene que sustituir la variable de la expresién por el valor del
dominio que este toma, y operar de acuerdo con la expresién dada.

Ejemplo: Si la funcion g es aquella que hace corresponder a un nimero el mismo
ndimero al cuadrado, su expresioén tiene que ser g(x) = 22, Entonces, la imagen de 4

por la funcién g es 16, porqué g(4) = 42 = 16.

Grafica de una funcién. Es el conjunto de todos los puntos (z,y) del plano carte-
siano en el que sus coordenadas coinciden con los valores del dominio y las imégenes
correspondientes de esta funcion. En este caso, la primera coordenada, x, corresponde
a un valor del dominio, y la segunda coordenada, y = f(z), denota el valor corres-
pondiente de la imagen. Para dibujar la grafica de una funcién, tienen que dibujarse
todos los puntos contenidos en la tabla de la funcion.

Ejemplo: la grafica de la funcién f(z) = 2z cuando el dominio es el intervalo [-3,3]:

’ Operaciones con funciones

Si f y g son dos funciones, pueden definirse las siguientes operaciones:

e Suma (o resta) de las funciones f(z) y g(z). Se designa por f + g y se calcula
(f +g)(x) = f(z) + g(z). Esta suma puede calcularse siempre que z esté en el

dominio de ambas funciones, f y g.

e Producto de las funciones f(z) y g(z). Se designa por f-g y se calcula (f-g)(z) =
f(z) - g(zx). Este producto puede calcularse siempre que x esté en el dominio de

ambas funciones, f y g.

e Cociente de las funciones f(z) y g(z). Se designa por / y se calcula (i) (z) =
g g

() Este cociente puede calcularse siempre que x se encuentre en el dominio de

g(z
ambas funciones, f y g, y ademés, g(x) no sea 0.

e Potencia de las funciones f(z) y g(z): se designa por f7 y se calcula como

(f9) (z) = f(2)9®). Esta potencia puede calcularse siempre que z esté en el

dominio de ambas funciones, f(z) y g(z) no sean 0.



© FUOC o PID 00273914 188 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

e Composicién de la funcion f con la funcion g. Es otra funcion, que se designa
por go f, que cumple (go f)(x) = g(f(z)). Esta nueva funcién puede calcularse

siempre que f(z) esté en el dominio de la funcién que se aplica en segundo lugar,

g.

e Inversa de una funcion. Las funciones f y g son inversas una de la otra si

(gof)(x) =xy (fog)(x) =z ala vez Si hay inversa, ambas funciones son

biyectivas. La funcién inversa de f se denota por f_l.
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Ejercicios resueltos

1. Indicad si estas correspondencias son funciones. En caso afirmativo, realizad la

tabla de valores de cada una e indicad si son biyectivas, exhaustivas o inyectivas.

Solucioén:
Todas las correspondencias son funciones porque cada elemento del conjunto de salida solo

tiene una imagen. Sus tablas de valores son:

Entonces, podemos decir:

z | F(x)
1 69
3 6
5 1
8 69

F no es ni inyectiva ni exhaustiva.

z | G(z)
2 5
4 6
6 3
8 1

2 1
4 6
6 3
8 5
41 9

G es inyectiva porque cada elemento de la imagen tiene solo una Gnica antiimagen.

H es biyectiva porque es inyectiva (cada elemento de la imagen tiene solo una Unica
antiimagen) y también es exhaustiva (la imagen coincide con el conjunto de llegada).

2. Determina el dominio y, si hay, los puntos de corte con los ejes de estas fun-
ciones:

()
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)

fz)=a?-2z+1

o)==
h(z)=3

x2 -1
a(@) = T+2
b(z)=Vz+1

c(z)=Vz2-1
N

T
d =
@) x+5
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Solucioén:
(a) flz)=x?-2z+1

Dominio: Toda la recta real, porque se trata de un polinomio.

Puntos de corte:

e EjeY:Siz=0, f(x) = f(0) = 1. Por lo tanto, el punto (0,1).

e FEjeX:f(z)=0=2?>-2x+1=0= xz=1. Por lo tanto, el punto (1,0)
(b) g(x) =+

x
Dominio: Toda la recta real excepto los valores que anulen el denominador, es decir,
todos menos el 0 (z # 0). Por lo tanto, R\{0}

Puntos de corte:

e Eje Y:Siz=0, g(0) no existe porque z =0 no es del dominio de la funcién. Por lo
tanto, no existen puntos de corte con el eje Y.

e Eje X: No existe ningtin z que cumpla g(z) = 0. Por lo tanto, no hay puntos de
corte con el eje X.

(c) h(z)=3

El dominio es toda la recta real, porque cualquier nimero tiene la imagen igual a 3.

Puntos de corte:

e EjeY:Siz=0= h(z) =3. Por lo tanto, el punto (0,3).

e Eje X: Dado que h(zx) tiene que ser siempre 3, no puede ser nunca 0. Por lo tanto,
no hay puntos de corte con el eje X.

.'E2 -
(@ a(e) = ==

Dominio: Toda la recta real, excepto aquellos valores que anulen el denominador. Los
valores que anulen el denominador son: z + 2 = 0 = x = —2. Por lo tanto, el dominio es
R\{-2}.

Puntos de corte:

e EjeY:Siz=0=a(0)= —%. Por lo tanto, el punto (0,—%).
e EjeX:Sia(zx)=0=22-1=0= z={1,-1}. Por lo tanto, los puntos (1,0) y
(_17 0)
(e) b(z) =vVa+1
Dominio: El interior de la raiz no puede ser negativo. Esto quiere decir que, necesaria-
mente, z+1>0= x> -1. Por lo tanto, el dominio es el intervalo [-1,+o0).
Puntos de corte:
e EjeY:Siz=0=b(0)=1. Por lo tanto, el punto (0,1).
e EjeX:Sib(z)=0=2z+1=0= z=-1. Por lo tanto, el punto (-1,0).

(f) c(z)=Vaz2-1
Dominio: El interior de la raiz no puede ser negativo. Esto quiere decir que, necesaria-
mente, 22 —1>0 = x2 > 1 = |z| > 1. Por lo tanto, el dominio es producto de la unién de
los intervalos (—oo,—1]U[1,+00).
Puntos de corte son:
e Eje Y: Siz=0, ¢(0) no existe porque z = 0 no es del dominio de la funcion. Por lo
tanto, no hay puntos de corte con el eje Y.

e EjeX:Sih(x)=0=2?=1=x={-1,1}. Por lo tanto, los puntos (-1,0) y (1,0).

(8) dw) = Y22,

Dominio: En este caso se tienen que cumplir dos condiciones:

e  Elinterior de la raiz no puede ser negativo. Esto quiere decir que 22 -4 >0 = z2 >
4= |z|>2.

. El denominador no se puede anular. Esto quiere decir que x +5# 0 = x # -5

Por lo tanto, el dominio es producto de la unién de las tres condiciones:

((=00,-2] U [2,00)) \{-5} = (=00, -5) U (-5, -2] U[2, )

Puntos de corte:

e Eje Y:Siz=0,d(0) no existe porque x = 0 no es del dominio de la funcién. Por lo
tanto, no hay puntos de corte con el eje Y.

e EjeX:Sid(z)=0=Va2-4=0= 22=4= {-2,2}. Por lo tanto, los puntos (2,0)
Yy (_27 O)
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Ejercicios para practicar con las soluciones

3. Indicad la expresiéon de una funcién que tenga esta tabla:

z | f(z)
2| 5
1
5
17
26
37

DT NN O

4. Encontrad las imagenes de la funciéon f(z) = 322 - 2z + 1 para los valores 0, 1 y
-3.

5. Indicad si estas graficas corresponden a una funcién:
Gréfica 1:

Grafica 2:

6. Dadas las funciones: f(z) =222 -3z +1, g(z) =3z +1 y h(z) = e®. Determinad las
composiciones de las funciones siguientes:

(a) (fog)(x)
(b) (gof)(=)
(c) (foh)(z)
(d) (heogo f)(z)
Soluciones:
3. f(z)=22+1

4. Para encontrar las imagenes de los valores pedidos, tiene que sustituirse la variable de la
expresion por el valor dado y, posteriormente, operar de acuerdo con la expresién numérica

resultante:

(a) f(0)=1
(b) f(1)=2
(c) f(-3)=34

5. La primera grafica si que corresponde a una funciéon, pero la segunda no porque hay valores
que tienen mas de una antiimagen, por ejemplo, = = 0 donde f(0) = {-1,1}.
6. Las funciones composicién resultantes son:
(a) (fog)(x)=182"+3
(b) (go f)(z) =622 -9z +4
(¢) (foh)(z)=2(e*)?—3e* +1
(d) (hogo f)(w) = o 9u+d
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7. Funciones polinémicas

Indice

7.1. Funciones lineales ......c.cvviiieiereiernosorosoronosonons

7.1.1. Definicion y ejemplos ......coeeinininiiiiii i

7.1.2. Representacion grafica.................oiiiiiiiil

7.2. Funciones afines ........c.ciiiiiiiiiiiiieieieienrnncannns

7.2.1. Definiciéon y ejemplos ...
7.2.2. Representacion grafica................ooiiiiiinin

7.2.3. Propiedades ........ccoiiiiiiiiii i e e

7.3. Funciones cuadraticas .....cieuiviereievnosorosoronosonons

7.3.1. Definicion y ejemplos .......oovviiiiiiiiiiiii i

7.3.2. Representacion grafica............ooiiiiiiiiiiiiiiia.

7.4. Funciones polinédmicas........ccciiiiieeieiiiiiiieiennnnn.

7.4.1. Definiciéon y ejemplos ...

Una funcién polinémica es toda aquella funcién que tiene por expresion algebraica

un polinomio. El estudio de las funciones polinémicas se hace segin el grado del

polinomio, y por lo tanto tiene sentido empezar por las funciones que tienen por

expresion un polinomio de grado 1, es decir, cuando en la expresion algebraica de la

funcién la variable aparece una sola vez multiplicada por ella misma. Empecemos,

pues, analizando estos casos particulares de funciones polinémicas.

7.1. Funciones lineales
7.1.1. Definicién y ejemplos iQué caracteriza una funcion lineal? g
La expresién algebraica de una
funcién lineal o de proporcionalidad
Una funcién lineal o de proporcionalidad directa es aquella funcién cuya expre- directa es producto de un
polinomio de grado 1 sin término
sion es el producto de un ntimero por la variable. En otras palabras, se dice que f es independiente, es decir, del tipo

una funcioén lineal (o de proporcionalidad directa) si

f(=

f(z) = az. El nimero a recibe el
nombre de pendiente de la recta e
informa de su inclinacién. La grafica
correspondiente es una recta que
pasa por el origen de coordenadas.

donde a es un nimero real cualquiera. El nimero que multiplica la variable, a, se

denomina razén de proporcionalidad.

Ejemplo. Funciones lineales y razén de proporcionalidad.

g(x) = 2z, es una funcién lineal con razén de proporcionalidad 2.

h(x) = 4z, es una funcioén lineal con razén de proporcionalidad 4.

s(x) = =3z, es una funcién lineal con razén de proporcionalidad —3.
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Para estudiar la forma de la grafica de una funcion lineal, se puede crear, en primer
lugar, una tabla de la funcién. De este modo, al representar los puntos de la tabla se

obtiene la grafica asociada. Lo ejemplificamos con la funcion f(z) = 2z.

Una tabla de valores asociada a la funcién f(z) = 2z es la que aparece en el margen.
Al representar los puntos que contiene esta tabla en el plan cartesiano se obtiene
la primera de las dos graficas que hay a continuaciéon. Al observar esta grafica de
puntos, se puede deducir, de manera casi directa, déonde dibujar todos los puntos
de la grafica de la funcién. El resultado de este hecho da una recta que pasa por
el origen de coordenadas, tal como muestra la grafica de la derecha. Esta segunda

grafica corresponde a la grafica de f(x) = 2.

7.1.2. Representacién grafica

La grafica de cualquier funcion lineal es una recta que pasa por el origen de coorde-
nadas. Esto se debe de al hecho que cualquier funcién lineal es de la forma f(z) = az,
donde a es un niimero real no nulo. Al buscar la imagen del 0, se obtiene f(0) = a-0 = 0.
En consecuencia, la imagen del 0 siempre es 0 y, por lo tanto, el punto (0,0) pertenece

siempre a la grafica de la funcion.

Asi, para dibujar una funcién lineal cualquiera del tipo f(z) = ax, s6lo hay que seguir

estos pasos:

1) Se encuentra la imagen de un valor cualquiera zo del dominio de la funcién que

no sea el 0, pues ya sabemos que la imagen del 0 es f(0) = 0.

2) Se marca el punto P que corresponde a este par ordenado en el plan cartesiano:

(2o, f(20))-

3) Se traza la recta que pasa por el punto (0,0) y por el punto P anterior. Esta recta

se corresponde con la grafica de la funcion lineal.

La grafica de cualquier funcién se tiene que interpretar mirandola de izquierda a
derecha. Dicho esto, al dibujar varias funciones lineales, como por ejemplo f(z) = -2z,
g(z) = -z, h(z) = —%x, t(z) = 3z, s(z) = %a: y r(z) = 2z, se puede observar como

varia la pendiente (o inclinacion) de las rectas. En particular, se tiene que:

e Sila razon de proporcionalidad es positiva, la recta crece con mas rapidez cuanto

Ejemplo

| 1@
-1 -2
-0.8 -1.6
-0.6 -1.2
-0.4 -0.8
-0.2 -0.4
0.2 0.4
0.4 0.8
0.6 1.2
0.8 1.6

1 2

Tabla de la funcién f(z) =2z
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mayor es la razon. Este hecho se observa al comparar las graficas de las funciones

t(z) = 3z, s(z) = %a: y 7(x) = 2z, tal como muestra la imagen siguiente:

e Si la razéon de proporcionalidad es negativa, la recta decrece con mas rapidez
cuanto mas pequeia (mas negativa) es la razon. Este hecho se observa al comparar
las grafiques de las funciones f(z) = -2z, g(z) = -z y h(z) = —%w, tal como

muestra la imagen siguiente:

Atendida la relacion que hay entre la razén de proporcionalidad y la pendiente de la

grafica, la razon de proporcionalidad también se denomina pendiente de la recta.

7.2. Funciones afines
7.2.1. Definicién y ejemplos

Una funcién afin es aquella funcion cuya expresion algebraica es un polinomio de

primer grado, es decir, de la forma

donde a y b son dos nimeros reales cualesquiera. El coeficiente de la variable, a, se
denomina pendiente, como en el caso de la funcién lineal. El otro nimero, b, se

denomina término independiente u ordenada en su origen. De acuerdo con esta

i Qué caracteriza una funcién afin? 9

La expresién algebraica de una
funcién afin es un polinomio de
grado 1, es decir, del tipo

f(z) = ax +b. El nimero a recibe
el nombre de pendiente de la recta
e informa de su inclinacién. El
niimero b se denomina término
independiente e informa del corte
con el eje Y. La grafica de una
funcién afin es una recta.
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expresion, la unica diferencia que hay entre una funcién afin y una funcién lineal es

que la funcién afin anade el término independiente b.

Ejemplo. Funciones afines y sus elementos.

g(z) = 3z — 2 es una funcioén afin con pendiente 3 y término independiente

=2

h(x) = 2z — 7 es una funcion afin con pendiente 2 y término independiente

=T.

7.2.2. Representacion grafica

Al representar diferentes puntos de una funcion afin, se puede llegar a deducir la

forma de su gréfica.

Por ejemplo, consideramos la funcién f(z) = 2x + 3 y calculamos una tabla de valores
de la funcién como la del margen. Entonces, la representacion grafica resultante es la
grafica de puntos que muestra la primera de las dos imagenes que hay a continuacion.
A partir de esta grafica de puntos se puede deducir la grafica completa de la funcion
considerada, f(z) = 2z + 3. Se trata de una recta que no pasa por el origen de

coordenadas, tal como muestra la segunda de las dos imagenes de debajo.

Asi, conocido el hecho que acabamos de observar, es posible representar una funcion
afin a partir de su expresion algebraica. Si f(z) = az + b es la expresiéon general de
una funcion afin, los pasos a seguir para representarla graficamente se pueden resumir

asi:

1) Se buscan dos pares ordenados P y Q: (o, f(z0)) y (=1, f(z1)) que pertenezcan

a la gréfica de la funcién.
2) Se representan los puntos P y Q en el plano cartesiano.

3) Se unen los puntos dibujados mediante una recta.

Esta recta resultante corresponde a la gréfica de la funcién afin f(z) = ax + b.

En la grafica de toda funcién afin f(z) = ax + b se distinguen dos puntos de manera

destacada. Estos son los puntos de corte con los ejes de coordenadas. Mas concreta-

mente:

Ejemplo
| 1@
-3 -3
-2.5 -2
-2 -1
-1.5 0
-1 1
-0.5 2
0 3
0.5 4
1 5
1.5 6
2 7
2.5 8
3 9

Tabla de la funcién f(z) =2z +3
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e El punto interseccion entre la recta de la funcion y el eje Y. Este punto es (0, f(0)).
En particular, como que por definiciéon de la funcién afin f(0) es el término in-

dependiente b de la expresion de la funcién, el punto interseccion es exactamente

(0,b).

e El punto interseccion entre la recta de la funcion y el eje X. Este punto se puede
encontrar calculando la antiimagen del 0, es decir, = tal que f(x) = 0. Si T es
la soluciéon de esta ecuacidén, el punto de interseccién con el eje de abscisas sera
(%,0). Més concretamente, como que f(z) =ar+b=0= 1z = —g,a +0,y por

tanto el punto es exactamente (—3,0).

Ejemplo. Puntos de corte de una funcién.

Consideramos la funcién f(z) = 3z — 2. Entonces:
La intersecciéon de f(z) con el eje Y es (0, f(0)) = (0,-2).

La funcién f(x) corta al eje X en un punto tal que su coordenada de
ordenadas cumple

2
f(m):0<:>3x—2:0<:>m:§

Por lo tanto, el punto interseccién de la funcién con el eje X es (%, O).

Veamos los puntos de corte en la siguiente grafica:

2
3 ] pumto de core con ¢l gje de abisas

2 3 4

-2 (1), —2) ; punto de corte con ¢l ¢je de ordenadas

Expresion de la funcion dados dos puntos. A veces es necesario determinar la
funcién afin que pasa por dos puntos determinados.

Dada la expresién general de una funcién afin, f(x) = ax + b, sabemos que a indica
la pendiente de la funcién y b su término independiente. Si queremos encontrar la
expresion algebraica de f(z), tenemos que encontrar los dos valores, a y b. Para
conseguirlo, es necesario definir un sistema de ecuaciones que habra que resolver

posteriormente. Veamoslo con un ejemplo.
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Ejemplo. Cémo encontrar una funcién afin a partir de dos puntos.
Queremos encontrar una funcién afin de forma que su grafica contenga los
puntos del plano (1,-1) y (-2,-7).

Dado que el punto (1,-1) es de la gréafica de la funcién: f(1) = —1. Dado que
buscamos f(z) =azr+b,a-1+b=-1.

Dado que el punto (—2,-7) es de la gréafica de la funcién, f(-2) = —7. Por el
mismo razonamiento que antes, a-(-2) +b=—-2a+b=-7.

Hay que resolver el sistema de ecuaciones que surge de las dos condiciones

anteriores
a+b =-1

—2a+b =-T7

Al resolver el sistema se obtiene que las soluciones del sistema son a = 2 y
b = -3. Solo hay que sustituir el valores de a y b hallados en la expresion
general f(z) = az + b, de donde resulta

f(x)=2z-3

7.2.3. Propiedades

Al comparar la grafica de varias funciones afines que tienen la misma pendiente, se
observa que todas ellas son rectas paralelas. Asi se visualiza en la figura siguiente,
que presenta las graficas de las funciones f(z) =3z, g(z) =3z +1, h(z) =3z +2y
s(x) =3z -1.

Que las rectas sean paralelas significa que la dnica modificaciéon grafica que tiene
lugar al modificar el término independiente de una funcién consiste en desplazar
paralelamente la recta. A su vez, puede observarse que una funcién lineal no es méas
que una funcion afin en la que el término independiente es 0. Dicho de otro modo, se

trata de la correspondiente funcion afin que pasa por el origen.

De acuerdo con esto ultimo, se distinguen tres tipos de funciones afines segin el

valor de su pendiente. Estas son:
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e Las funciones afines que crecen a medida que se desplaza la vista hacia la derecha.
Se identifican como funciones crecientes y se corresponden con las que tienen

la pendiente positiva. Es decir, f(z) =az +b con a > 0.

e De manera similar, pero en sentido inverso, las funciones afines que decrecen a
medida que desplazamos la vista hacia la derecha. Estas funciones se denomi-
nan funciones decrecientes y se corresponden con las que tienen la pendiente

negativa. Es decir, f(z) = az +b con a < 0.

e Finalmente, las funciones afines que son paralelas al eje X. Son funciones cons-
tantes y se corresponden con las que tienen la pendiente nula. Es decir, f(x) =
ax +bcon a=0.

Ejemplo. Tipo de funciones afines.

Funcion afin constante: f(x) = 3, tiene pendiente 0.
Funci6n afin creciente: h(z) = 3z — 4, tiene pendiente 3 > 0.

Funcién afin decreciente: g(x) = —2x + 4, tiene pendiente —2 < 0.

Las graficas correspondientes a estas funciones son

=y
\ flz) =3 /

De acuerdo con las definiciones anteriores, una funcion afin es creciente cuando, a
medida que aumenta el valor de la variable, z, también aumenta el valor de la imagen
de la funcioén, y.

Por el contrario, una funcién es decreciente cuando, a medida que aumenta el valor
de la x, disminuye el valor de la y.

Finalmente, una funcién es constante cuando el valor de la imagen, y, no cambia al

variar el valor de la variable, . Una funcion constante no es creciente ni decreciente.

7.3. Funciones cuadraticas

7.3.1. Definicién y ejemplos

La expresién de una funcién cuadratica corresponde a un polinomio de segundo grado

con una tnica variable. Es decir, es de la forma

f(2) =az® + bz +c

con a,b,ce Ry a+0 (si a =0 entonces tenemos una funcion afin y no cuadratica).

i Qué caracteriza una funcién
cuadratica?

La expresién algebraica de una
funcién cuadratica es un polinomio
de grado 2. Su representacién
grafica es una parabola y los puntos
esenciales de ella son el eje de
simetria, el vértice y las ramas.

o
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a es el coeficiente de segundo grado, b el coeficiente de primer grado y ¢ el término

independiente.

Ejemplo. Funciones cuadraticas.

f(z) = 32® + 22— 2 s una funcién cuadratica con término de segundo grado

3, término de primero 2 y término independiente —2.

g(x) = 22 + 5 es una funcién cuadratica con término de segundo grado 1 y

término independiente 5. No tiene término de primer grado.

Para representar una funcién cuadratica, en primer lugar conviene construir una tabla

de valores con algunos de los valores de la funcion. Veamoslo con un ejemplo. Ejemplo  Ejemplo

., 2 z f(z)
En el margen hay una tabla que corresponde a la funcién f(z) = 3z° - 3z - 6 (no se 06 | 312
han incluido mas valores en la tabla porque seria demasiado extensa). Al representar —0.5 | -3.75
-0.4 -4.32
los puntos que contiene esta tabla, se obtiene la grafica de la izquierda. A partir de -0.3 | -4.83
. . . ., . -0.2 | -5.28
esta grafica no es complicado deducir que la representacién completa de la funciéon o1 | _ser

" 2 .

cuadratica f(z) = 3z” — 3z — 6 en el intervalo [-2,3] es la que presenta la figura de 0 -6
01 | -6.27

la derecha. 0.2 | -6.48
0.3 | -6.63
. | , 04 | -6.72

\ f 0.5 -6.75

\ /

\ ) / 0.6 -6.72
\\ =( .J,f 0.7 -6.63
) ) \ , f}; 0.8 | -6.48
j h \ / 0.9 | -6.27

a = . L I / 1 -6
;. = \ / 1.1 -5.67

\ /

. - e 5 # 1.2 | -5.28
Be 1.3 | -4.83
1.4 | -4.32
1.5 | -3.75
1.6 -3.12

Como en los casos anteriores, observamos que, una vez representados los puntos de

Tabla de la funcién f(z) =322 -3z -6
una tabla de valores de la funcién, no es complicado deducir la representacion de
todos los puntos en los que la funcién es definida, y se da lugar asi a la grafica de la

funcion. En el caso de las funciones cuadraticas, la grafica resultante es una curva.

7.3.2. Representacion grafica

Como se acaba de ver, la grafica de una funcién cuadratica es una curva. Esta curva

recibe el nombre de parabola.

Elementos principales de una parabola. Toda parabola presenta unos elemen-
tos destacados. Iremos definiendo cuéles son estos elementos y a la vez viéndolos con

un ejemplo concreto a partir de la funcion f(z) = 3z% — 3z — 6.

e El eje de simetria. Toda parabola es siempre simétrica respecto a una recta, que
recibe el nombre de eje de simetria. De manera general, si f(z) = az? +br+c=0
es la expresion de la funcién cuadratica, entonces x = —% es la ecuaciéon de la

recta que define el eje de simetria de la funcion.
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De acuerdo con la tabla de valores de la funcion f(z) = 327 - 32 -6 anterior,
el valor de esta funciéon f cuando x = 0.5 es —6.75. Al estudiar las imégenes de
los valores de x de la funcién f, observamos que este es el Gnico punto de la
funcion en el que el valor de la imagen no se consigue por otros valores de x.

En cambio, si que se repiten para cualquier otro valor de z.

Ed f(z) @ f(z)
-0.5 -3.75 1.5 -3.75
-0.4 -4.32 1.4 -4.32
-0.3 -4.83 1.3 -4.83
-0.2 -5.28 1.2 -5.28
-0.1 -5.67 1.1 -5.67

0 -6 1 -6
0.1 -6.27 0.9 -6.27
0.2 —6.48 0.8 -6.48
0.3 -6.63 0.7 -6.63
0.4 -6.72 0.6 -6.72

Esta claro, pues, que a ambos lados de los z = 0.5, los valores de la funcion
f se van repitiendo. Este hecho se puede visualizar dibujando una recta per-
pendicular al eje X, que pase por el punto z = 0.5. Al dibujar esta recta se ve
claramente que la parte de la grafica que queda a la izquierda de esta recta
es la imagen reflejada de la parte derecha, y se muestra asi la simetria de la

funcion.

e El vértice. La intersecciéon entre la pardbola y el eje de simetria es un punto que
recibe del nombre de vértice de la pardbola. En particular, si f(z) = az’ +br +c
es la expresion general de toda funcién cuadratica, el vértice de la parabola tiene

como coordenada de abscisas x = ~5a Entonces, el punto sera el par ordenado:
a
~b (b -b b* b
P f a =\ — 7 tc
2a 2a 2a 4a 2a

Seguimos con la funcién f(z) = 32° — 3z — 6. Hemos visto que el vértice de la
parabola esta en el punto de coordenadas (0.5, -6.75).

Realizamos la comprobacién analitica: por ser f(z) = 322 - 3z — 6, tenemos
=3, b=-3y c=—-6. Por lo tanto, la coordenada x del vértice es x = —% =

a
1 z .
o 0.5, tal como habiamos observado anteriormente.

e Las ramas. A partir del vértice de la parabola, esta se desarrolla en dos trazos
simétricos a ambos lados, cada uno de los cuales se denomina rama. Ambas ramas
pueden dirigirse hacia arriba o bien hacia abajo.

En particular, si f(z) = az? + bz +ces la expresion general de una funcion cu-

adratica, se tiene que:

o Si a > 0, las dos ramas de la pardbola se dirigen hacia arriba, y la funcién es

. . b . . b
decreciente en el intervalo (—oo7 —%) y creciente en el intervalo (—ﬂ, +c>o).

o Si a < 0, las dos ramas de la parabola se dirigen hacia abajo, y la funcion es

creciente en el intervalo (—oo, —%), y decreciente en el intervalo (—%, +oo).
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En el caso del ejemplo, donde f(z) = 322 - 32— 6:

o Las dos ramas de la pardbola se dirigen hacia arriba.

o La funcion es decreciente en el intervalo (—oo, —%) = (—oo7 %) y es cre-

ciente en el intervalo (—%,+oo) = (%,+oo)

Asi, en la grafica de la funcion se observa, junto con los demas elementos

descritos:

1* rama 2% rama

eje de simetria

Junto con el vértice, otros puntos importantes de una parabola son las intersecciones

de la parédbola con los ejes coordenados.

e Toda parédbola tiene una tunica interseccion con el eje Y. Para encontrarla, basta
con calcular la imagen de z = 0. Entonces, el punto de interseccién es (0, £(0)).

Si tenemos en cuenta que f(z) = axz? + bz + ¢, vemos que seré el punto (0, c).

La imagen de 0 para la funcién f(z) = 322 =3z -6 es f(0) = —6. Por lo tanto,

la interseccién de la parébola con el eje Y es el punto (0,-6).

e Para encontrar la interseccién de la parabola con el eje X, se tiene que igualar la
funcion a 0. Es decir, tiene que resolverse la ecuacion de segundo grado f(z) =0,

denominada ecuacion asociada a la funcion cuadrdtica. De manera general, estos

—b+ Vb2 - 4ac

puntos se pueden escribir (z,0), donde T = R ye— son las soluciones de
a

la ecuacion asociada a la funcion (si tiene).

La interseccion de la parabola con el eje de abscisas, se halla resolviendo f(z) =
0.

En el caso de la funcion del ejemplo, f(z) = 322 — 3z — 6, significa resolver
322 — 32— 6 = 0. Las soluciones de esta ecuacién son x = —1 y z = 2. Por lo

tanto, la parabola corta el eje X en los puntos (-1,0) y (2,0).
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La imagen siguiente muestra todos los puntos de corte de la funcién f(z) = 32°-32-6

con los ejes.

Como acabamos de ver, las intersecciones de una funcién cuadratica con el eje X
se corresponden con las soluciones de la ecuaciéon asociada f(z) = az? +bx + ¢ = 0.
Dado que una ecuacién de segundo grado puede tener dos, una o ninguna solucién
en funcién de su discriminante A = b% — 4ac, una parabola podra tener dos, una o

ninguna intersecciones con el eje X segin si la ecuacién asociada tiene dos, una o

cero soluciones. En particular, pues, se concluye que una funcién cuadrética f(z)

az? + bx + ¢ tiene:
e Dos puntos de corte con el eje X si A = b? —dac> 0
e Un punto de corte, que resulta doble, con el eje X si A = b —4dac=0

e Ningtin punto de corte con el eje X si A = b% —4ac <0

Ejemplo. Puntos de corte de una funcién cuadratica con el eje X.
Veamos un ejemplo de una funcién cuadratica que corta el eje X en dos puntos,

otra en un punto y una tercera que no corta nunca el eje X.

e A la izquierda, f(z) = 322 — 3z — 6. Esta funcién corta el eje X en dos
puntos porque la ecuacién 322 — 32 — 6 = 0 tiene dos soluciones: z = —1 y

a8 = P

e En el centro, g(x) = 2° — 4z + 4. Esta funcién corta el eje X en un solo

punto porque la ecuaciéon 22 — 4z + 4 = 0 tiene una tnica solucién: z = 2.

e A la derecha, h(z) = 22* — 3z + 6. Esta funcién no corta el eje X porque la

on 2 . . .
ecuacion 2z — 3z + 6 = 0 no tiene ninguna solucién.

f(:c)=3:c2—3z—6 g(x)=:v2—4:c+4 h(a:)=2:cz—3z+6

También concluimos que si una parabola corta en dos puntos el eje X, la ecuacion de
segundo grado asociada a la funcién cuadratica tiene dos soluciones; si corta en un
dnico punto, la ecuacién tiene una tnica solucidén, y si no corta en ningin punto, la

ecuacion no tiene ninguna solucién.
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Representacion de una parabola. Dada la expresion de una funcion cuadratica,
puede obtenerse la representacion grafica en el plano cartesiano siguiendo unos pasos
concretos. Veamos qué son mediante un ejemplo concreto.

Suponemos que queremos representar graficamente la funcién cuadratica f(z) = 42—

4z — 35. Entonces:

1) Se encuentra el vértice de la parabola, que tiene como coordenada z = ey
a

2) Se encuentran diferentes pares de puntos de la funcién que tengan la coordenada x
equidistante respecto a la coordenada x del vértice, y se representan estos puntos
junto con el vértice. Basta con representar dos puntos equidistantes del vértice

para hacernos una idea de la forma de la parabola.

3) Se unen estos puntos con una curva parabolica; el vértice no debe tener forma
puntiaguda, sino redondeada. Ademas, las ramas de la parabola tienen que elevarse
o dirigirse hacia abajo segun si el término de segundo grado es positivo o negativo,

respectivamente, de modo que siempre se vayan abriendo.
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Modificaciones en la expresion algebraica y efectos en la expresion grafica.

Modificar los coeficientes de una funcién cuadratica comporta cambios en la parabola
. 2 A .,

resultante. Si az” + bz + ¢ es la expresion general de una ecuacién de segundo grado,

estos pasos se pueden resumir en los aspectos siguientes:

e La modificacién del término independiente, ¢, de una funcién cuadratica provoca
el desplazamiento vertical de toda la parabola asociada: si el término aumenta, la

parabola sube, y, si el término disminuye, la parabola baja.

Ejemplo. Modificacion del término independiente.
Representamos las funciones
f(z) = 322 — 5z -3
g(z) =32 -5z +1
h(z) =32 - 52 -6
Al compararlas observamos que al aumentar el término independiente la para-

bola sube, y en caso contrario baja.

e El coeficiente del término de grado 2, a, puede tener signo positivo o negativo. Si
el coeficiente es positivo, las ramas de la parabola se dirigen hacia arriba, y, si es

negativo, se dirigen hacia abajo.

Ejemplo. Signo término de segundo grado.
Representamos las funciones f(z) = 322 + 3z + 2, a la izquierda, y g(z) =
322 + 3z + 2, a la derecha. En el primer caso, las ramas de parabola se abren

hacia arriba, y en el segundo caso se abren hacia abajo.

e Lamodificacion en valor absoluto del coeficiente del término de grado 2, a, también
produce un cambio regular en la parabola: si en valor absoluto este coeficiente

disminuye, las ramas de la parabola se separan, y, en cambio, si en valor absoluto

Los cambios mas evidentes al
modificar los coeficientes de la
expresién de una funcién cuadratica
son: al aumentar el término
independiente de la funcién, la
parabola se desplaza hacia arriba;
al cambiar de signo el coeficiente
de grado 2, se invierten las ramas
de la parabola; al aumentar, en
valor absoluto, el coeficiente de
grado 2, las ramas de la parabola
tienden a cerrarse.

/)
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el coeficiente aumenta, las ramas de la parabola se acercan. Hay que recordar que

el punto donde se encuentra el vértice también cambia al modificarse a.

Ejemplo. Valor absoluto del término de segundo grado. Representamos las

funciones
f(=z) = 322 + 3z +2
g(z) = 22° + 3z +2
h(z) = 622 + 3z +2
Al compararlas, observamos que la parébola de la funcion h(z), que es la
funcion con coeficiente de grado dos mayor, |6| > [3| > |2, es la pardbola menos
abierta, y por lo tanto con las ramas mas juntas. En cambio, la pardbola de

la funcién g(z), con el valor absoluto de coeficiente de segundo grado menor,

es la pardbola mas abierta, es decir, con las ramas mas separadas.

o

Funciones polindémicas
i Qué caracteriza una funcién
polinémica?

La expresién algebraica de una

funcién polinémica de grado n es

un polinomio. Por eso, se puede

hablar simplemente de polinomio.
En la grafica de una funcién
polinémica pueden diferenciarse dos
elementos: las ramas y la parte
central. En la parte central la
funcién polinémica se pliega varias
veces, como maximo, tantas como

el grado del polinomio.

7.4.
7.4.1. Definiciéon y ejemplos
Una funcién polinémica de grado n es cualquier funcién que tiene por expresion
algebraica un polinomio de grado n. A menudo se denomina simplemente polinomio.
Las funciones afines y las funciones cuadraticas son ejemplos de funciones polinémicas

de grado 1 y grado 2 respectivamente. Ahora bien, también hay funciones polinémicas

de mayor grado: un ejemplo de funcién polinémica de grado 3 es f(z) = 273 - 5% —

4z + 10.
Para hacer la grafica de una funcién polinémica, podemos crear una tabla de valores

con un buen nimero finito de puntos y, posteriormente, representarlos en el plano

cartesiano, tal como se ha hecho anteriormente en el estudio de las funciones lineales,
afines y cuadraticas. Una vez dibujada la grafica de puntos asociada a la tabla de
valores, puede deducirse la forma que toma la curva asociada a la funcién. De acuerdo
con este procedimiento, la representaciéon de una tabla de valores asociada a la funcién

(que no afiadimos porque es demasiado extensa) de la funcion f(z) = 22° -5z -4z+10

y la gréfica dibujada de un solo trazo en el intervalo [—2, 3] son:

.
. f
L f \

[
.
.
- |
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En la grafica de una funcién polinémica pueden diferenciarse normalmente dos partes:

las ramas y la parte central.

e Las ramas son los dos brazos laterales en los que se desarrolla la funcion. Nunca
llegan a ser completamente rectos, a pesar de que pueden parecerlo cuando el
dominio representado es muy grande. Pueden dirigirse ambas hacia arriba, ambas
hacia abajo, o bien una rama hacia arriba y la otra hacia abajo. Si se representa la
grafica de un polinomio en un intervalo mayor, la forma de las ramas practicamente
no varia, es decir, las ramas de una grafica nos dan una idea de como sigue la

grafica de una funcién polinémica mas alla de la parte representada.
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Ciertas caracteristicas permiten conocer hacia déonde tienen que dirigirse las ramas

de una funcién polinémica. Son:

o La rama de la derecha se dirige hacia arriba cuando el coeficiente de grado

maximo es positivo, y hacia abajo cuando es negativo.

o La rama de la izquierda se dirige hacia abajo cuando el polinomio es de grado
par y el coeficiente de grado maximo es negativo, o bien cuando el polinomio es
de grado impar y el coeficiente de grado maximo es positivo. En caso contrario,

el extremo de la izquierda se dirige hacia arriba.

e La parte central es la parte en la que la grafica se pliega varias veces. El nimero
de pliegues depende del grado del polinomio: cuanto mayor es el grado mas pliegues
puede presentar la gréafica correspondiente. El maximo ntimero de pliegues de una
funcion polinémica es su grado menos uno. Asi, un polinomio de grado 1 no puede
tener ningin pliegue. En cambio, un polinomio de grado 2 tiene exactamente un
pliegue, un polinomio de grado 3 puede tener dos pliegues, y uno de grado 4, tres

pliegues como maximo...

Dado que la grafica de cualquier funcién tiene que leerse de izquierda a derecha,
al analizar la grafica de la funcién f(z) = 22% + 32% — 122 + 3 que presenta la
imagen de debajo, comprobamos que al principio la funcién se dirige hacia arriba,

después hacia abajo y, finalmente, otra vez hacia arriba.

Este hecho nos lleva a hablar de la monotonia de una funcién, es decir, del

crecimiento y decrecimiento de una funcién. Con rigor, se dice que:

o Una funcién f(x) es creciente cuando, a medida que aumenta la variable z, el

valor de la imagen de funcion, y = f(z), también aumenta.

o Una funcién f(x) es decreciente cuando, a medida que aumenta la variable z,

el valor de la imagen de la funcién, y = f(z), disminuye.

Ejemplo. Monotonia de una funcién polinémica.
Consideremos la funcién polinémica anterior
f(=z) = 22 + 327 — 120+ 3
De acuerdo con su representacion grafica, la funcién es creciente cuando z es
menor que —2, es decreciente entre —2 y 1, y vuelve a ser creciente a partir de

x=1.

e La grafica de una funcién polindmica también presenta puntos destacados. Estos

son:
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o Los extremos. Este término hace referencia a los maximos y minimos de la
funcién. Se denomina maximo relativo (o local) de una funcién el punto en
que la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente. El valor de la funcién en
este punto es méas grande que el de cualquiera otro punto de la grafica que sea
cercano. Se denomina minimo relativo (o local) de una funciéon aquel punto
en que la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente. El valor de la funciéon
en este punto es menor que el de cualquiera otro punto de la grafica que sea

cercano.

En la grafica de la funcién anterior, f(x) = 223 + 322 - 12z + 3, podemos obser-
var que un maximo relativo se encuentra en el punto (-2, f(-2)) = (-2,23)

mientras que un minimo se encuentra en el punto (1, f(1)) = (1,-4).

o La intersecciéon con el eje Y. Hay s6lo un punto de interseccién entre la
grafica de cualquier polinomio y el eje Y. Este punto es el que tiene coordenada

x =0y, por lo tanto, se trata del punto del plano (0, £(0)).

Dada la funcién f(z) = 2% - 5z% — 4z + 10, el punto de intersecciéon de esta funeid drtica coind
uncién cuadratica coincide con su

Observad que el vértice de una 0

funcién con el eje Y es (0, £(0)) = (0, 10). méximo o minimo.

o La interseccion con el eje X. Puede haber un niimero de intersecciones con el
eje X igual al grado del polinomio como maximo. Asimismo, no siempre se llega
a este nimero. Para encontrar los puntos de intersecciéon con el eje X, se tiene
que resolver la ecuacién asociada a la funcién f(z) = 0, operaciéon que puede
ser complicada. Los valores de z que cumplen f(x) = 0 se denominan raices
del polinomio. Un polinomio que tiene raices se descompone como producto

de polinomios, algunos de los cuales son de grado 1.

El polinomio f(z) = 42% — 102° - 102 + 1423 - 2622 + 76z — 48 tiene como
raicesx =1, z=3y z=-2.

Entonces, su descomposicion es

f(x) = 42°-102° 102" +142° - 262> +762-48 = 2(2—1)*(2-3) (z+2) (22> +z+4)
La grafica de la funcién lo muestra asi: la funcién corta al eje X en los puntos
z=1,x=3y x=-2,yen el punto = 1 no cruza al eje X ya que es una raiz

doble.




© FUOC o PID 00273914 209 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Resumen

Funciones polinémicas '

Una funcién polinémica es la que tiene por expresién un polinomio. En general, se

suelen estudiar segiin el grado del polinomio. Se distinguen:

Funciones afines

Definiciéon. Una funcién afin es una funcién polinémica cuya expresion es un poli-
nomio de grado 1y, por lo tanto, del tipo f(x) = axz+b, on a se denomina pendiente

de la recta y b término independiente.
Representaciéon grafica. La grafica de una funcion lineal es una recta.

Elementos. Dada la expresion general de cualquier funcion afin, f(z) = az + b, se

definen:
e La pendiente de la recta: a, informa de su inclinacion.
e Los puntos de corte con los ejes:

o Corte con el eje Y: (0,b).

o Corte con el eje X: (—2,0).
e La monotonia (crecimiento y decrecimiento):

o La funcién es creciente si a > 0.
o La funcién es constante si a = 0.

o La funcién es decreciente si a < 0.

Ejemplo

~
\ fizl=3 /

Particularidades. Un tipo especial de funciones afines son las funciones lineales.
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Una funcién lineal es una funcién afin en la que el
término independiente es 0. Por lo tanto, es de la
forma

f(z) =az

Su representacion es una recta que pasa por el ori-

gen. Un ejemplo es la recta correspondiente a la
funcién f(z) = 2z, tal como se visualiza en el ejem-

plo de la derecha.

’ Funciones cuadraticas

Definiciéon. Una funcién cuadratica es una funciéon cuya expresion es un polinomio

de grado 2. Es decir, es de la forma az® + bz +c=0 con a # 0.

Representacion grafica. Su representacion es una curva que recibe el nombre de

pardbola.

Elementos. Dada la expresion general de cualquier funcion cuadratica f(z) = az® +

bx + ¢, se definen:

e El eje de simetria de la parabola: recta = = “3g"
a
o ) bobvrb?
e El vértice de la parabola: punto [ ——, — — — +¢].
2a" 4a 2a

e Las ramas de la parabola: se dirigen hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0.
e Los puntos de corte de la funcién con los ejes:

o Corte con el eje Y: el punto (0, £(0)).
o Corte con el eje X: los puntos (%,0), donde T es solucién de la ecuaciéon de
segundo grado asociada f(x) = az® + bz + ¢ = 0. Puede haber:
— Dos: si A =b%—4ac>0.
— Uno: si A =b% — 4ac = 0.
— Ninguno: si A = b? — dac < 0.

e La monotonia (crecimiento y decrecimiento):

o Si a > 0: es decreciente en el intervalo (—oo,—%) y creciente en el intervalo
(-2, +00).

o Si a < 0: es creciente en el intervalo (—oo, —%) y decreciente en el intervalo
(-2, +).

Ejemplo

2 rama

vertice

£ B
(2%
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Funciones polinémicas

Definiciéon. Una funciéon polinémica es una funcién cuya expresion es un polinomio.

A menudo, se denomina simplemente polinomio.

Representaciéon grafica. La grafica de una funcion polindmica es una curva. En

esta curva se distinguen dos zonas principales: las ramas y la parte central.

Elementos. Dada una funcién polinémica cualquiera f(x), se definen:

e Las ramas. Son los dos brazos laterales en los que se desarrolla la funcién.
o La rama de la derecha se dirige hacia arriba cuando el coeficiente de grado
maximo es positivo, y hacia abajo cuando es negativo.

o La rama de la izquierda se dirige hacia abajo cuando el polinomio es de grado
parejo y el coeficiente de grado méximo es negativo, o bien cuando el polinomio
es de grado impar y el coeficiente de grado maximo es positivo. En caso contrario,

el extremo de la izquierda se dirige hacia arriba.

e La parte central es la parte en la que la grafica se pliega varias veces. El méximo

de pliegues de una funcién polinémica es su grado menos 1.
e Los puntos de corte:

o Corte con el eje Y: el punto (0, f(0)).

o Corte con el eje X: los puntos (Z,0), on T es solucién de la ecuacién asociada a
la funcion f(x) = 0.

e Los extremos: son los puntos maximos y minimos relativos (o locales) de la

funcion.

Ejemplo

puntos de corle
con los ejes

pliegues del
polinomio

AN

minimo

ramas del |

" T——__ polinomio ’.'
T — i
- /
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Ejercicios resueltos

1. Una funcién lineal cumple que f(4) = 12. ;Cual es la expresion algebraica de
esta funcion? Represéntala graficamente.

Solucion:
Para ser una funcion lineal, tiene que ser de la forma f(z) = ax. Por lo tanto, f(4) = 12. Si
x =4 resulta a-x = 12, de donde obtenemos a = — = 3.

Por lo tanto, la expresion de la funcion lineal buscada es f(x) = 3z.
Su representaciéon grafica es una recta que pasa por el centro de coordenadas y el punto
(4,12), tal como muestra la imagen:

4,12)

2. Una funcién afin cumple f(2) =5y f(0) = 1. ;Cual es la expresién algebraica
de esta funcion? Represéntala graficamente.

Solucion:
Para ser una funcion afin, tiene que ser de la forma f(z) = axz + b. Por lo tanto:

e f(2)=5, esto quiere decir a-2+b=5=2a+b=5

e f(0) =1, esto quiere decir a-0+b=1=b=1

De la segunda condiciéon tenemos b = 1. Sustituyendo este valor b en la primera condicion,
resulta 2a+b=2a+1=5=2a=4=a=2.

Por lo tanto, la expresion algebraica de la funcion lineal afin es f(z) = 2z + 1.

La grafica de esta funcion es, pues, una recta que pasa por los puntos (2,5) y (0,1), tal como
muestra la imagen.

3. ;Hay alguna funcién afin que cumpla a la vez que f(2)=-4y f(-5)=-107

Solucioén:
Para ser una funcion afin, esta tiene que ser de la forma f(z) = ax + b que, de acuerdo con
las condiciones del enunciado, tiene que cumplir a la vez:

e f(2)=-4, esto quiere decir a-2+b=-4=b=-4-2a
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e f(-5) =-10, esto quiere decir a- (-5) +b=-10=b=-10+5a
Igualando las dos expresiones de b obtenemos
6
-4-2a=-10+5a = -2a-5a=-10+4=-Ta=-6=a= 7

Sustituyendo este valor de a en una de las dos condiciones iniciales, por ejemplo la primera,
obtenemos
be-4_2q-_4_2.0_728-12 40
7 7 7
Por lo tanto, si que existe una funcién afin que cumple las condiciones, y es f(x) = ga: - ?

4. Determina la expresion de la funcién afin que describe esta grafica:

Solucién:

Observemos que la grafica de la funciéon es una recta que pasa por los puntos (0,-6) y (2,0).
Esto quiere decir f(0) = -6y f(2) = 0. Dado que se trata de una funcion afin, tiene que ser
de la forma f(z) = axz +b. Por lo tanto, tiene que cumplirse a la vez:

e f(0)=-6=a-0+b=-6=b=-6
e f(2)=0=>2a+b=0=2a=-b
De la primera condicién, encontramos que b = —6. Al sustituir este valor de b en la segunda
condicién, resulta
2a=-b=>2a=6=>a=3
Por lo tanto, la expresion de la funcion afin que determina la grafica es f(z) = 3z — 6.

5. Encuentra el vértice de la parabola f(z)=3z% -z + 1.

Solucioén:
Sabemos que una pardbola es la forma de la grafica correspondiente a cualquier funcion
cuadrética, que puede escribirse de la forma f(z) = az? + bz + c. En este caso, sabemos que

el vértice de la parabola tiene como coordenada de abscisas x = ——.

a
Entonces, en este caso identificamos a =3, b= -1y ¢ =1y, usando la férmula del vértice para
cualquier parabola, resulta

b -1 1

y su imagen es

1 1\2 1 1 - 11
f@ - (3)-a(b) Lo 2L, 30006 51
6 6 6 36 6 36 36 12

Por lo tanto, el punto del plano donde esté el vértice es

1 1 1 11
@@ =(57(5))- (5-32)
6. Encuentra la expresién de una parabola que cumpla a la vez estas condiciones:
f(1) =2, f(-2)=11y f(0) = 1.

Solucién:
Para ser una parabola, esta tiene que ser de la forma f(x) = az? + bz +c. Entonces, se obtiene,
por las condiciones del enunciado:

e f(l)=2=a+b+c=2
e f(-2)=11=4a-2b+c=11
o f(0)=1=0+0+c=1=c=1

De la tercera condicién, se puede asegurar ¢ = 1. Sustituyendo este valor de c¢ en las dos
primeras condiciones, podemos encontrar a y resolviendo b un sistema de dos ecuaciones y
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dos incognitas:

a+b+1=2
4a-2b+1=11
Resolvemos el sistema por igualacion:
11-1-4
De la primera ecuaciéon resulta b =1-a y de la segunda b = 7211 = 2a - 5. Igualando

las expresiones para b, resulta

l-a=2a-5=3a=6=>a=2

Encontrado el valor de a lo sustituimos en la primera ecuacién para encontrar el valor de b:

b=1l-a=1-2=-1
Por lo tanto, la expresién de la funcién buscada es f(z) = 222 -z + 1.

7. Encuentra la expresiéon de una parabola, f(z), que tenga una raiz en z = 2, su
vértice esté en r = -1 y su imagen valga -27.

Solucion:
Al tratarse de una parabola con minimo una raiz, podemos escribir la funcién cuadratica
como

f(@)=az? +bzx+c=C(z-x1)(z - z2)

donde a, b, ¢ y C son valores reales concretos y =1 y x2 son las raices del polinomio de
segundo grado asociado a la funcién cuadratica.
De manera general, también sabemos que las raices del polinomio asociado a la funciéon
cuadratica son las abscisas de puntos equidistantes al vértice de la parabola que la funcion
representa.
Segun lo que sabemos, y dadas las condiciones del enunciado, trabajaremos con la segunda
expresion de toda funcion cuadrética: f(z) = C(z—z1)(z —z2) donde z1 y z2 son las raices,
y C un valor real por determinar.
Por el enunciado, sabemos que el vértice estd en x = —1 y que una de las raices estd en x = 2.
Esto quiere decir en particular que las raices equidistan 3 unidades del vértice z =2 = -1+ 3.
Por lo tanto, la otra raiz, que también estard a la misma distancia del vértice, tiene que estar
en x = -1 -3 = -4. Por ello, deducimos que la funcién viene dada por una expresion del tipo
f(z) =C(xz-2)(x+4), donde falta por determinar el valor C. Utilizamos el valor que toma
la funcién en el vértice:

f(-1)=-27=C(-1-2)(-1+4) = -27=-9C=-27T=C =3
Por lo tanto, concluimos que: f(z) = 3(x - 2)(z +4).

8. Encuentra la expresion de esta parabola.

Solucién:

Observamos que la funcién pasa por los puntos (=5,0), (1,0) y (0,-15). Esto quiere decir
que f(-5) =0, f(1) =0y f(0) =-15. Dado que se trata de la representacién de una funcion
cuadratica, tiene que ser de la forma f(x) = az? + bz + c. Por lo tanto, se tiene que cumplir:

e f(-5)=0=>25a-5b+c=0
e f(1)=0=a+b+c=0
o f(0)=-15=c=-15

Por la tercera condicién, ¢ = —15.Al sustituir este valor de ¢ en las dos primeras ecuaciones,
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se trata de resolver el sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas, y resulta

25a - 5b =15
a+b=15
. .. . 15 - 25a
De la primera ecuacion se tiene b = 5 - 5a - 3, y de la segunda b = 15 — a. Igualando

las dos expresiones de b resulta
5a-3=15-a=6a=18=a=3

Sustituyendo este valor en la segunda condicion, resulta b=15-a =15 -3 = 12. Por lo tanto,
la expresion de la funcion es f(x) = 322 + 12z - 15.
De manera alternativa, la expresion cuadratica de la funcion puede escribirse

(@) =C(z-z1)(2 - x2)
donde z1 y x2 son las raices del polinomio. Del hecho que f(-5) =0y f(1) =0, tenemos que
-5y 1 son las raices del polinomio asociado a la funcién. Por lo tanto f(z) = C(z+5)(z-1).
Por otro lado, dado que f(0) = -15significa que —15 = —=5C', de donde resulta C = 3.
Por lo tanto, f(z) =3(z-1)(z+5).
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Ejercicios para practicar con las soluciones

9. Un kilogramo de patatas cuesta 56 céntimos. Determina la funcién que define
el coste de las patatas segun los kilogramos comprados, representa la funcién en
el plano cartesiano y contesta las siguientes preguntas:

(a) ;Cual es el Dom(f)?
(b) ;Qué precio tendran 3.5 kg de patatas?

c) Si se tiene un unico billete de , ;cual es la cantidad maxima de patatas
Si ti (nico billete de 5€, ;cual 1 tidad maxi de patat
que puede comprarse (sin dejar nada a deber)?

10. La tarifa de una empresa de mensajeria con entrega a domicilio es de 12€ por
tasa fija mas 5€ por cada kilogramo que se envia. Se pide:

(a) Encuentra la expresion algebraica de la funciéon Precio del envio segin su
peso en kilogramos.

(b) ;Cuales son el dominio y el recorrido de la funcién?

(c¢) Representa la funciéon graficamente.

(d) ;Cuanto costara enviar un paquete de 750 gramos?

(e) ;Cual es el peso maximo que puede enviarse si solo se tiene un billete de

50€7

11. La longitud de la circunferencia y el area del circulo se expresan en funcién
del radio. Escribe las dos expresiones algebraicas y dibuja las graficas corres-
pondientes. ;Qué tipo de funciones son? ;Para qué valor del radio coinciden
numéricamente la longitud y el area? ;Cual es el valor de la longitud y el area,
en este caso?

Soluciones:

9. La expresion de la funcion es f(z) = 0.56z, donde x representa la cantidad de kilogramos.
La grafica es

(a) Dom(f)=R -~
(b) 1.96 €
(c) 8.93 kilogramos

10. (a) La expresion de la funcion es y = 5z + 12, donde x son los kilogramos que se envian.
(b) Dom(f) = (0,+00) y Im(f) = (12, +o0)
(c) 15.75 €
(d) 7.6 kilogramos
La grafica es
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11. Las expresiones algebraicas, son I(r) = 277, que es una funcién lineal, y a(r) = wr2,
que es una funcién cuadratica. La longitud y el radio coincidirdn numéricamente cuando
I(r) = a(r), por lo tanto cuando r = 0, que no tiene sentido fisico, y » = 2. En este segundo
caso, [(2) = a(2) = 47 = 12.57. Las graficas son:
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8. Funciones trigonométricas

Indice
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Razones principales de un 4ngulo agudo

8.1. Razones trigonométricas
8.1.1.

En un tridngulo rectangulo ABC como el siguiente,

ra
L
£
_-\\\\__.. /
. 10\L /
KoL
.
//
= |

¢ (cateto-adyvacente)

Razones principales de un angulo agudo

b (cateto-opuesto)

La trigonometria es una parte de @

las matematicas que estudia la
relacién entre la medida de los
angulos y los lados del triangulo.
De hecho, la propia palabra,
trigonometria, tiene origen en ello:
tri significa tres, gono significa
angulo y metria significa medida, es
decir, trigonometria significa
medida de (figuras) con tres
angulos.

podemos definir las razones trigonométricas del angulo agudo a de la manera siguien-

te:

del 4ngulo « es el cociente entre el cateto opuesto al angulo y la hipotenusa.

Se indica sin(a) y se calcula as:

sin(a) = P

b cateto opuesto

hipotenusa

Se tiene que destacar que el seno es un nimero positivo nunca mayor que 1 porque

un cateto no puede ser nunca superior a la hipotenusa: 0 < sin(a) < 1.



© FUOC e PID_ 00273914 219

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

de este dngulo « es el cociente entre el cateto adyacente al angulo y la

hipotenusa se indica cos(a) y se calcula as:

c cateto adyacente
cos(a)=—= —"——
a

hipotenusa

También hay que destacar que el coseno es un nimero positivo nunca mayor que

1 (un cateto no puede ser nunca superior a la hipotenusa) 0 < cos(«a) < 1.

de este angulo « es el cociente entre el cateto opuesto y el cateto

adyacente al 4ngulo y se indica tan(a) o tg(a) (se usan indistintamente los sim-
bolos tg o tan, a pesar de que durante el curso acostumbraremos a usar tan), y se

calcula asi:

b cateto opuesto
tg(a) = tan(a) = - = —CALCL0 OPUESTO
¢ cateto adyacente

No es dificil constatar que la tangente también puede calcularse como el cociente
del seno entre el coseno:

tg(a) = tan(a) = sin(e) _

Qlale o

cos(a)
Razones trigonométricas de los angulos mas usados. Los angulos se miden

habitualmente en el sentido antihorario y en grados (°) o bien en radianes (rad).

radian: | Si en una circunferencia cogemos un arco de longitud igual a la del radio,

el angulo correspondiente tiene una medida que denominamos radian (rad).

Su amplitud no depende del radio. De hecho, puesto que la longitud de la circunfe-
rencia es 277 y el angulo de una vuelta entera es 360°, tenemos

360° = 27 rad

Veamos una tabla con las razones trigonomeétricas de los &ngulos mas utilizados.

a(en rad) | afen grados) | sin(a) | cos(a) | tan(a)
il 30° 1 V3 | V3
6 2 2 3
T 45° Q Q 1
4 2 2
™ V3 1
= 60° —_ - 3
3 2 2 V3
™
- 90° 1 0 0o
2

Las razones trigonométricas de un 0

angulo no dependen del triangulo
rectangulo escogido para definirlas.

iPor qué el seno y el coseno de Z- 9

rad (45°) coinciden? Si uno de I;Ls
angulos de un triangulo rectangulo
es igual a 7 rad, es evidente que el
otro angulo (aparte del recto) tiene
que medir también % rad. Por la
misma razén, los dos catetos tienen
que ser iguales, es decir, b = c. Por
lo tanto, el seno y coseno

coincidiran.
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Teorema fundamental de la trigonometria. Dado un tridngulo de catetos b y

¢, y de hipotenusa a se puede calcular

(sin(a))? + (cos(a))? = (2)2 + (5)2 = b—z + C—z = v’ +202 = a72 =1

a a a

teniendo en cuenta el teorema de Pitagoras, a®=b%+c2 En definitiva,

(sin(a))? + (cos(a))? = 1

Es decir, para cualquier dngulo « la suma de los cuadrados del seno y el coseno es

igual a 1. Esta igualdad también se escribe a menudo asi:
sin? (@) + cos®(a) = 1

Esta formula nos permite calcular el seno a partir del coseno (y al revés):

sin?(a) = 1 - cos®(a) <> sina = /1 — cos?(a)
Del mismo modo, cosa = /1 —sin?(a).

Ejemplo. Aplicacion del teorema fundamental de la trigonometria.
Si el seno de un angulo o fuera 0.4, su coseno tendria que ser
cos(a) = V1-0.42 = 0.9165

Del mismo modo, si el coseno de un angulo a fuera 0.8, su seno serfa sin(a) =

VvV1-0.84=0.6

8.1.2. Razones principales de un angulo cualquiera

Las razones trigonométricas de un angulo cualquiera se pueden deducir a partir de
las razones trigonométricas de un angulo agudo.

Para calcular las razones trigonométricas de un angulo cualquiera, sea agudo o no,
trabajaremos con la circunferencia unidad (también llamada circunferencia gonio-
métrica). Para lo cual, tenemos que dibujar en el plano cartesiano una circunferencia

unitaria de centro el origen de coordenadas y radio 1.
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Se dibuja el angulo a del cual queremos calcular las razones trigonométricas con
el vértice en el centro, el primer lado sobre el eje X y el segundo que corte la cir-
cunferencia unidad. Como que la hipotenusa coincide con el radio, que es 1, tenemos

que el punto de corte con la circunferencia unidad tiene coordenadas (cos(a),sin(«)).

(cos(o), sina))

sinf o)

cosl)

cos(o)

Ahora dibujamos un segundo angulo 3, esta vez obtuso. Como en el caso anterior, las

coordenadas del punto de corte con la circunferencia son (cos(3),sin(3)).

(coa(er), sin(ca))

Vemos que aqui el coseno de [ sera negativo, mientras que el seno de 3 sera positivo.
Ahora bien, su valor absoluto no puede ser, en ningin caso, mayor que 1.

En general, se pueden definir de esta manera las razones trigonométricas de cualquier
angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0 y 360°), donde el seno y
el coseno de cualquier dngulo son nimeros comprendidos entre —1 y 1. Lo vemos
en el grafico siguiente, donde recordamos que cada punto de la circunferencia tiene

coordenadas (cos(a),sin(a)).
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(0, -1)

Por otro lado, cualquier angulo mas grande que 27 rad (o en grados 360°) se corres-
ponde con un angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0° y 360°), tal

como se muestra en la imagen siguiente:

——rad
= 4
|

i I 97 . . . .
Vemos que los angulos vE rad y il 27 = 1 tienen las mismas razones trigonomé-
tricas.

En general, si @ es un angulo entre 0 y 27 rad (de manera equivalente, entre 0° y

360°),
sin(a) =sin(2r + o) =sin(2- 271+ a) = ...
cos(a) = cos(2m+ @) =cos(2- 27+ ) = ...
es decir, las razones trigonométricas se repiten cuando se suma 27 a un angulo. Asi,

por ejemplo (en grados),

sin(8342°) = sin(23 - 360° + 62°) = sin 62°.
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Cuadrantes. Cada cuarto del plano dividido por las dos rectas reales se denomina
cuadrante. Asi, pues, en la circunferencia unidad hay cuatro cuadrantes, que se
numeran del 1 al 4 en el sentido antihorario. En cada cuadrante cambia el signo
de las razones trigonométricas, tal como se puede ver a partir de las coordenadas

(cos(a),sin()) de cada punto. Lo resumimos en la imagen siguiente:

Cuaddrante 11 Cuadrante T

Cuadrante 111 Cuadrante IV

En todo caso, las razones trigonométricas de cualquier angulo se pueden encontrar
conociendo tinicamente las razones trigonométricas de los 4ngulos del primer cuadran-

te. Podemos observar las relaciones siguientes si « és un angulo del primer cuadrante:

sin(m — ) = sin(a) sin(m + ) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(«)

cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(—a) = cos(a)

tan(m — a) = —tan(a) | tan(m+a) =tan(a) | tan(-a) = —tan(a)

Observamos que el angulo —a es el mismo que el angulo 27 — a.
Vemos que en cualquier caso la propiedad fundamental de la trigonometria se cumple,

es decir, para cualquier angulo «,

sin® (o) + cos®(a) = 1

Esto es asi porque en iltimo término el seno y el coseno de un dngulo cualquiera siem-
pre se calculan a partir del seno y el coseno de un angulo agudo: la dnica modificaciéon

es el signo, que no es importante cuando se eleva el valor al cuadrado.

8.2. Funciones seno y coseno

Las funciones circulares o trigonomeétricas son las asociadas a las razones trigonomé-
tricas. Las mas importantes son la seno, la coseno y la tangente. La variable de estas
funciones circulares se expresa habitualmente en radianes y no en grados sexagesima-

les.
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Estas funciones tienen la propiedad de ser periédicas, o sea que las mismas iméagenes
se repiten cada vez que al valor z le sumamos una cantidad fijada, que se llama

periodo.

8.2.1. Definicién y ejemplos

Funcién seno. La funcién seno es aquella funcion que asocia a un angulo en radia- El término seno tienen una historia @
. . . curiosa. Una antigua obra hindi
nes su seno. O sea que en cada valor del seno de la circunferencia unidad se traslada a sobre astronomia, Surya Siddhanta,
- ., . , . . , . presenta una tabla de
su posicion correspondiente en el valor del angulo del eje de abscisas. Asi, por ejemplo, medianas-cuerdas (muy dtiles para
. T\ _ . _ calcular los movimientos de las
S (7) =1lo Sll’l(ﬂ') =0. estrelles) que coinciden con la idea

del seno de un angulo.
Posteriormente, la obra Aryabhatiya
d’Aryabhata, también hindd y del
500 dC aproximadamente, hace un
estudio mas profundo de las
medianas-cuerdas, que denomina
jiva (en sanscrito). Los arabes la
tradujeron, y el término jiva fue

De esta forma, se obtiene la grafica siguiente, que vemos que se repite en cada intervalo

de longitud 2.

sinfx)

transformado en el arabigo jiba,
pero escrito jb (ya que el arabe
clasico no tiene vocales). Mas

adelante, los traductores de esta

obra al latin tradujeron jb por seno,

ya que pensaron que se referia a
jaib (y no a jiba), y jaib significa
“pecho” o “sina”. Asi, del significado

|
g
e

original, “mediana-cuerda”, se pasé,
......................... pelos aamon e s s e por una traduccién errénea, a

“seno”.

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién seno son:

e La imagen de la funcién es el intervalo [-1,1].

e Tiene periodo 27 y, por lo tanto, basta con conocer los valores y caracteristicas
de la funcién en cualquier intervalo de longitud 27, por ejemplo, en el intervalo

[0, 27).

e Los puntos de corte con el eje X son: ... — 27, —m, 0, w, 27, .... Por lo tanto, en

general son los puntos (km,0) k € Z.

e Es creciente en intervalos de longitud =, por ejemplo, en los intervalos (7g, %) o

(3z 5z

o ) De manera general es creciente en los intervalos (%’T + 27k, 57” + 27rlc)

para cualquier k € Z.

e Es decreciente en los intervalos (g + 27k, 3777 + 27rk) para cualquier k € Z.

3= ™ 57

e Tiene maximos en los puntos de abscisas ... =5, 5, 5 ... y minimos en los puntos
de abscisas . ..— 57”, -5 37” ... De manera general, tiene maximos en (g + 27k, 1)

y minimos en (37“ + 27k, —1) para cualquier k € Z.

e Es una funcién impar o simétrica respecto al origen porque cumple sin(-z) =

—sin(z).

El coseno surgié de la necesidad de@

calcular el seno del angulo
complementario. Asi, originalmente,
en 1620 Edmund Gunter escribié
“co.seno” precisamente para indicar

Funcién coseno. La funcién coseno es aquella funcién que asocia a un angulo en

radianes su coseno. La gréfica de esta funcion se construye de manera parecida a como

se construye la del seno. Igual que con el seno, vemos que la grafica se repite a cada “seno del angulo complementario”
(que, como sabemos, es igual al
intervalo de longitud 2. coseno del angulo). Un poco mas

tarde, John Newton (no Isaac
Newton) estandarizé el término
coseno, del cual proviene nuestro
coseno.
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Algunas de las caracteristicas de la funcién coseno son:

e La imagen de la funcién es el intervalo [-1,1].

e Tiene periodo 27 y, por lo tanto, basta con conocer los valores y caracteristicas
de la funcién en cualquier intervalo de longitud 27, por ejemplo, en el intervalo

[0,27).

e Los dos puntos de corte con el eje X son: ... =T =, 5 ‘%T .... Por lo tanto, en

general, son los puntos ((Qk: +1)3, O) keZ.

e Es creciente en intervalos de longitud , por ejemplo, en los intervalos (m,0) o

(, 2m). De manera general, se dice que es creciente en los intervalos (7 + 27k, 2 + 27k)

para cualquier k € Z.
e Es decreciente en los intervalos (27k, 7 + 2wk) para cualquier k € Z.

e Tiene méximos en los puntos de abscisas ... —2m,0, 27 ... y minimos en los puntos
de abscisas ... — m, 7 ... En general, tiene maximos en (27k,1) y minimos en

(7 + 27k, -1) para cualquier k € Z.

e Es una funcién par o simétrica respecto al eje X porque cumple cos(z) = cos(—x).

8.2.2. Relacién seno y coseno

A primer vistazo, se puede comprobar que la funcién seno y la funcién coseno son

muy parecidas. Si representamos ambas funciones en un mismo grafico, este parecido

se hace mas patente:

Observamos que su forma es exactamente la misma, pero la funcién seno (en azul)
est4 ligeramente “avanzada” (en 3 respecto de la funcion coseno (en rojo). Esto es asi

porque

Al estudiar las graficas de las
funciones seno y coseno hemos
observado cémo éstas alcanzan un
maximo y un minimo que se
alternan de forma periédica. El
intervalo entre estos dos extremos
es el recorrido de la funcién y la
mitad de distancia entre estos dos
extremos en las funciones
trigonométricas, recibe el nombre
de amplitud. Asi, podemos definir
la amplitud de una funcién
trigonométrica como la distancia
entre el maximo y el minimo de la
funcién dividida entre 2. De
acuerdo con ello, la amplitud de las
funciones seno y coseno es 1.

(/)
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cos(z) = sin (:p + g)

En esta tabla se muestra esta relacién de manera més detallada, describiendo cada

una de las funciones segtn el cuadrante:

T 0 | Cuadrante % Cuadrante 7 | Cuadrante 37’7 Cuadrante 27
I 11 111 v
sin(x) | 0 | positiva 1 p0s1t1v.a 0 negatlYa 1 negajtlva 0
. decreciente decreciente creciente
creciente
cos(x) 1 posmv.a 0 negatn./a 1 nega.utlva 0 p051j51va 1
decreciente decreciente creclente creciente

8.2.3. Transformaciones

Tanto la funcién seno como la funcién coseno pueden verse transformadas si las su-
mamos o multiplicamos nimeros reales. Estas transformaciones son similares a las
que podemos encontrar en los otros tipos de funciones.

Veamos en qué consiste cada una.

Translaciones verticales ‘ En este caso, las funciones cumplen las mismas propiedades

que las funciones originales exceptuando los puntos de corte con el eje X.
Encontraremos una translacion vertical en expresiones de la forma

f(z) =sin(z) + k

g(x) =cos(z) + k
donde k puede ser cualquier valor real.
Si el valor k£ que sumamos es positivo, la funcion se trasladara k£ unidades hacia arriba
y, en cambio, si es un valor negativo, se moverad k£ unidades hacia abajo. Podemos

comprobarlo con los ejemplos de la grafica siguiente:

cos(xr) — 1

Dilataciones/contracciones verticales | En este tipo de transformaciones vemos como

cambia el recorrido de la funcién amplidndose o reduciéndose. Se mantiene el resto
de propiedades. Encontraremos una contracciéon o dilatacién vertical en expresiones
de la forma

f(z) =C-sin(z)

g(z) = C - cos(x)
Si el valor |C| < 1, veremos que la funcién se contrae y el recorrido serd menor que

el inicial. En caso contrario, veremos una dilatacion y el recorrido serd mas grande.
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Tenemos que tener en cuenta también que en el caso de C < 0 tendremos una simetria

respecto del eje X. Veamos unos cuantos ejemplos en las graficas siguientes:

Translaciones horizontales | Podemos pensar este tipo de transformaciéon como una

composicion de funciones sencilla. Conservamos las mismas propiedades, pero los
puntos de corte con el eje X, los maximos y minimos, intervalos de creci-
miento y decrecimiento se han trasladado. Las translaciones horizontales son de
la forma

f(z) =sin(z +b)

g(z) = cos(z +b)
En b > 0 la translacion es hacia la izquierda (mueve la funcién hacia la izquierda). En
b < 0 la translacion es hacia la derecha (mueve la funciéon hacia la derecha). Veamoslo

en las graficas siguientes:

flz) = cos{x)

glx) = eos(x +3)

iz} = cos(z—2)

Dilataciones/contracciones horizontales ‘ Finalmente, estas transformaciones afectan

al periodo, y con él los puntos de corte en el eje X y los maximos y minimos,
intervalos de crecimiento y decrecimiento que no se trasladan como en el caso
anterior, pero los puntos de corte y otras caracteristicas serdn més cercanos o méas
distantes segin la transformacion. Las dilataciones o contracciones horizontales son
de la forma

f(z) =sin(a-z)

g(x) = cos(a-x)
Vemos que en 0 < a < 1 tendremos una dilataciéon de la funcién y el periodo serd
mayor. En cambio, en a > 1 tenemos una contraccién y el periodo serd menor. De

. L2 . <
hecho, el nuevo periodo sera 7” Veamoslo graficamente:

sin(2 r)

e :-- .Li|-,(:’ ]
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En resumen, las transformaciones que podemos tener son:

f(z) =C -sin(ax +b) + k
g(z) = C -cos(ax +b) + k

k  Translaciones verticales. La grafica se desplaza k unidades verticalmente. Sube en

k> 0y bajaenk <0.

C Dilataciones/contracciones verticales. En C < 1 la grafica se contrae, y en C > 1

la grafica se estira. En C' < 0 hay una simetria respecto al eje X.

b Translaciones horizontales. La grafica se desplaza b unidades horizontalmente.

Hacia la izquierda en b > 0 y hacia la derecha en b < 0.

a Dilataciones/contracciones horizontales. Hay un cambio de periodo que afecta a

todas las caracteristicas de la funciéon. En 0 < a < 1 el periodo serda mayor y en

a > 1 el periodo serd menor.

8.3. Funciones tangente y cotangente

8.3.1. Definicién y ejemplos

Funcién tangente. La funcién tangente es aquella funcién trigonométrica que aso-

cia a un dngulo en radianes su tangente. Para construirla, se tiene que tener en cuenta

sin(x)
tan(z) = tg(z) =
(@) = tele) = S
La representacion grafica de esta funcién es

I
g
|5+

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcion tangente son:
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e A diferencia de la mayoria de las funciones estudiadas hasta el momento, el domi-
nio de esta funcién no incluye todos los nimeros: para los valores en los cuales el
coseno es 0, la funcién no existe (porque se tendria que dividir entre 0, cosa que

es imposible). Esto pasa cuando z es igual a g + k7, donde k es un nimero entero

-7m =57 -3w -m w 3w 5m Tm

cualquiera. Es decir, para ... 5=, 5=, =5~, 555, 5 5 3

e La imagen de la funcién son todos los nimeros reales.

e Tiene periodo 7, por lo tanto basta con conocer los valores y caracteristicas de la

funcion en cualquier intervalo de longitud , por ejemplo, en el intervalo [0, ).

e Los puntos de corte con el eje X son ... —2m, —m,0,m, 27 .... Por lo tanto, en

general son los puntos (km,0) k € Z.
e Es una funcion creciente en todo su dominio.

e No tiene maximos ni minimos.

Funcién cotangente. La funcién cotangente es aquella funcién trigonomeétrica que
asocia a un angulo en radianes su cotangente. Para construirla, se tiene que tener en
cuenta
cos(z) 1
cotg(z) = — = = ——
sin(z) tan(z)

La representacion grafica de esta funcion es

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién cotangente son:

e El dominio no incluye todos los ntimeros, como en el caso de la tangente: para
los valores en los cuales el seno es 0, la funcién no existe (porque se tendria que
dividir entre 0, cosa que es imposible). Esto pasa cuando z es igual a k7 (donde

k es un nimero entero cualquiera). Es decir, para ... — 27, —7,0,7,27. . ..
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e La imagen de esta funciéon se compone de todos los nimeros reales, positivos o

negativos.

e Tiene periodo 7, y por tanto basta con conocer los valores y caracteristicas de la

funcién en cualquier intervalo de longitud 7, por ejemplo, en el intervalo [—m, 7).
e Los puntos de corte con el eje X son (g + km, O), donde k es un nimero entero.
e Es una funcién decreciente en todo su dominio.

e No tiene maximos ni minimos.

8.4. Funciones secante y cosecante
8.4.1. Definicién y ejemplos

Las funciones secante y cosecante se definen de la manera siguiente:

1 1
sec(z) = (@) cosec(z) = (o)

Se pueden representar de la manera siguiente:

Cosee| et

Se trata, pues, de dos funciones periddicas de periodo 27, las caracteristicas esenciales

de las cuales son:

e Los dominios son:

o La funcién secante: todos los niimeros excepto % + km, donde k es un ntmero

entero.

o La funcién cosecante: todos los nimeros excepto km, donde k es un ntmero

entero.
e La imagen se compone de todos los niimeros reales, excepto el intervalo (—1,1).
e Los intervalos de crecimiento son (sin contar los puntos que no son del dominio):

o La funcién secante: es creciente en (2km, (2k + 1)) y decreciente en ((2k +

1), (2k + 2)7), donde k es cualquier ntimero entero.
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o La funcién cosecante: es creciente en ((4k +1)3, (4k + 3)%) y decreciente en

((4k +3)%, (4k + 5)%), donde k es cualquier nimero entero.
e Maximos y minimos:

o La funcién secante: tiene minimos en (2km,1), y maximos en ((2k + 1), -1),

donde k es un ntimero entero.

o Lafuncion cosecante: tiene minimos en ((4k + 1) 5 1) y maximos en ((4k +3)Z, —1),

donde k es un ntmero entero.

e La secante tiene un tnico punto de corte con el eje Y en el punto (0,1) mientras

que la cosecante no tiene ninguno.

8.5. Funciones inversas
8.5.1. Definicién y ejemplos

Todas las funciones trigonométricas tienen inversa en el intervalo de periodicidad pro-
pio de la funcion. En cualquier caso, las mas importantes son las funciones inversas del
seno, coseno y tangente. Para denominarlas, todas preceden el nombre de la funcion

original del término arco.

e La funcitn inversa de la funcién seno se denomina arcoseno y es una funcién que
asigna a cada valor del intervalo [—1,1] el 4ngulo cuyo seno corresponde a este

valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los valores

T T
272

ejemplo, arcsen(0) = 0, ya que el angulo que corresponde al valor del seno 0 es el

de los angulos entre [ ] Esta funcion se designa con el simbolo arcsen. Por

angulo 0 radianes.

e La funcién inversa de la funcién coseno se denomina arcocoseno y es una funcién
que asigna a cada valor del intervalo [—1,1] el dngulo cuyo coseno corresponde a
este valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los
valores de los 4ngulos entre [0, 7]. Esta funcién se designa con el simbolo arccos.
Por ejemplo, arccos(0) = 5, ya que el dngulo que corresponde al valor del coseno

0 es el angulo g radianes.

e La funcién inversa de la funciéon tangente se denomina arcotangente y es una
funcion que asigna a cada valor real el dangulo cuya tangente corresponde a este

valor. Como hay muchos valores donde pasa esto, solamente se utilizan los valores

_r
272

ejemplo, arctan(0) = 0, ya que el dngulo que corresponde al valor de la tangente

de los angulos entre ( ) Esta funcién se designa con el simbolo arctan. Por

0 es el angulo 0 radianes.

Estas son las representaciones de estas funciones que son funciones simétricas de la

funcion original respecto de la recta y = = por ser funciones inversas:

Muchas calculadoras usan sinfl,
cos™! y tan~! para referir se a
arcsin, arccos y arctan
respectivamente. Pero esta
notacién no quiere decir que sean
las funciones —L1—, —L _ nj
sin(z) ' cos(z)
—L__ sino que son las funciones
Tan(@)

inversas.

/)
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aresina

arctania )

arceos(T)

4

1l =
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Resumen

Funciones Trigonométricas '

En un triangulo rectangulo ABC como el siguiente,

\‘/ 2
i [cateto-opuesto)

¢ (eateto-adyacente)

podemos definir las razones trigonométricas del angulo agudo a de la manera siguien-

te:

del angulo o

. b cateto opuesto
sin(a) = —= ———
a hipotenusa
del angulo «
c cateto adyacente
cos(a)=—=—"——
a hipotenusa

del angulo
sin(a) b cateto opuesto

t =t = =~ =
g(a) = tan(a) cos(a) ¢ cateto adyacente

Los angulos se pueden medir en grados (°) o bien en radianes (rad).
Si en un circunferencia cogemos un arco de longitud igual a la del radio, el
angulo correspondiente tiene una medida que denominamos radian (rad).
Su amplitud no depende del radio y, de hecho, como que la longitud de la circunfe-
rencia es 277 y el angulo da una vuelta entera de 360°, tenemos

360° = 2w rad.

Teorema fundamental de la trigonometria

sin® () + cos®(a) = 1

Razones principales de un angulo cualquiera. Trabajaremos con la circunfe-
rencia unidad. Por eso, se dibuja el angulo « del cual queremos calcular las razones
trigonomeétricas, con su vértice en el centro, su primer lado sobre el eje X y el segundo

cortando la circunferencia unidad. Como que la hipotenusa coincide con el radio, que
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es 1, tenemos que el punto de corte con la circunferencia unidad tiene coordenadas

(cos(a),sin(a)).

(cos(a), sin(a))

= sin(er)

/, sinfc) coslar)

cos(a)

(cos(ex), sinfx))

Podemos encontrar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera a partir de

las relaciones siguientes, tomando « € (O7 %)

sin(m — ) = sin(a) sin(m + ) = —sin(a) | sin(-a) = —sin(«)
cos(m —a) = —cos(a) | cos(m+a)=-cos(a) | cos(—a) = cos(a)
tan(m — a) = —tan(a) | tan(m+a) =tan(a) | tan(-a) = —tan(a)

Observamos que el angulo —a es el mismo que el angulo 27 — a.
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Funcién seno

sinfx)

|
T
03| S

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién seno son:

e TImagen: [-1,1].

e Periodo: 27.

e Puntos de corte con el eje X: (km,0) k € Z.

e Creciente en los intervalos: (37” + 27k, 57” + 27rk) para cualquier k € Z.

e Decreciente en los intervalos: (g + 27k, 7“ + 27rk) para cualquier k € Z.

e Maximos en (g + 27k, 1) y minimos en (37” + 27k, —1) para cualquier k € Z.

e Funcién impar o simétrica respecto al origen. Cumple sin(-z) = —sin(z).

Funcién coseno

Algunas de las caracteristicas de la funcién coseno son:

e Imagen: [-1,1].

e Periodo: 27.

e Puntos de corte con el eje X: ((2k + 1)%,0) keZ.

e Creciente en los intervalos (7 + 27k, 27 + 27k) para cualquier k € Z.

e Decreciente en los intervalos: (27k, 7 + 27k) para cualquier k € Z.

e Maximos en (27k,1) y minimos en (7 + 2wk, —1) para cualquier k € Z.

e Funcién par o simétrica respecto al eje X. Cumple cos(z) = cos(—x).
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Funcién tangente

o] -

Algunas de las caracteristicas fundamentales de la funcién tangente son:

e Dominio: R\ {§ + kn}, donde k es un nimero entero cualquiera.
e TImagen: todos los niimeros reales.

e Periodo: 7.

e Puntos de corte con el eje X: (km,0) k€ Z.

e Funcién creciente en todo el dominio.

e No tiene maximos ni minimos.

Las transformaciones del seno y coseno que podemos tener son:

f(z) =C-sin(ax +b) + k

g(z) =C-cos(ax +b) + k

k Translaciones verticales. La grafica se desplaza k unidades verticalmente. Sube

en k>0 o0 bajaen k<0.

C Dilataciones/contracciones verticales. En |C| < 1 la grafica se aplasta, en

|C| > 1 la grafica se estira. En C < 0 hay una simetria respecte al eje X.

b Translaciones horizontales. La grafica se desplaza b unidades horizontalmente,

hacia la izquierda en b > 0 o hacia la derecha en b < 0.

a Dilataciones/contracciones horizontales. Hay un cambio de periodo que afec-
ta a todas las caracteristicas de la funcién. En 0 < a < 1 el periodo serd mayor y

en a > 1 el periodo serd menor.
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Ejercicios resueltos

1. Considera la funcién f(z) = sin(z) cos (z - a).
(a) Para a =0 da todos los puntos de corte con el eje X.

(b) Para a = 7, calcula su amplitud.

Solucion:

(a) Para encontrar todos los puntos de corte con el eje X, imponemos sin(z) cos(z) =0, y
por lo tanto seran los puntos tales que sin(z) =0 o cos(z) =0, y los puntos = = wk por
un lado y los puntos x = g + mwk por otro con k € Z. Si unimos todos los puntos podemos
decir que la funcion se anulara en los puntos x = gk: con k €Z.

(b) Nos fijamos que cos (x - g) es igual a sin(z), y por lo tanto la funcién que consideramos

es f(x) =sin?(x). Esta funcién solo toma valores positivos menores que 1, y por lo tanto
su amplitud es 1.

2. Resuelve las ecuaciones trigonométricas siguientes:
(a) sin?(z) +3sin(z) +2=0
(b) 2sin?(x) +3cos(z) =3

Solucion:

(a) Para resolver la ecuacién sin?(z) + 3sin(z) + 2 = 0, llamaremos y = sin(x), de manera
que la ecuacion queda de la forma 32 + 3y +2 = 0.
Si resolvemos esta ecuacién de segundo grado, obtenemos dos soluciones y = -2y y = —1.
Como que y = sin(z), podemos descartar la primera de las dos soluciones, ya que el
sin(z) solo toma valores entre —1 y 1. Las soluciones de la ecuacion inicial seran las
soluciones de la ecuacién sin(x) = -1, y estas son z = 37” + 27k con k € Z.

(b) En primer lugar, vemos que la ecuacion tiene términos en sin(z) y cos(z). Utilizaremos
el teorema fundamental de la trigonometria para reescribir la ecuaciéon solo en términos
de cos(z). Como que sin?(z) = 1 - cos?(z), obtenemos 2(1 - cos?(x)) + 3 cos(z) = 3, que
simplificamos para obtener

—2cos?(x) +3cos(x) -1 =0
Como en el caso anterior, llamaremos
y = cos(x)
, de manera que la ecuacién queda —2y2 + 3y -1 =0.
Resolvemos esta ecuacion de segundo grado y obtenemos dos soluciones: y=1y y = %
Por lo tanto, las soluciones seran aquellos valores que cos(z) =1 o cos(z) = %

Buscamos estos valores y obtenemos las soluciones de la ecuacién inicial = = 2wk para

la primera yz = g +2rky x = 5?’7 + 27k con k € Z. Por lo tanto, todos estos valores son

solucién de la ecuacidn inicial.

3. A partir del teorema fundamental de la trigonometria demuestra que
(a) sec?(z) =1+ tan?(x)

(b) cosec?(z) =1+ cotan?(z)

Solucion:
(a) Por un lado a partir de la definicion obtenemos sec?(z) = ———— y por otro
cos?(x)
1+ tan?(z) =1+ sin?(x) _ cos?(x) +sin?(x) _ 1
cos?(x) cos?(x) cos?(x)

por lo tanto obtenemos la igualdad que queriamos.

1
(b) Igual que antes vemos por un lado a partir de la definicion que cosec?(z) = ﬁ y
sin®(z

por el otro

cos?(x) B sin?(z) + cos?(z) __1

sin(z) sin?(x) sin?(x)

1+cotan?(z) =1+

4. Encuentra una funcién con seno o coseno que tenga amplitud 2, periodo 7 y
tal que f(0) =2.

Solucion:

Proponemos un par de soluciones, una con seno y otra con coseno (no son unicas). En ambos
casos hemos multiplicado la « por 2 para que el periodo sea la mitad del periodo del seno
y coseno. También hemos multiplicado por 2 la funcién para conseguir la amplitud deseada.
Finalmente podemos jugar con las translaciones (horizontales y verticales) para que la funcién
pase por el punto (0,2).

Vemos la grafica de dos funciones con estas caracteristicas: f(x) = 2sin(2z) +2 y g(x) =
2 cos(2x).
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5. ;Puedes encontrar valores de z tales que sin(z) = tan(x)?
Solucién:

A partir de la definicion de tan(z) podemos escribir la ecuaciéon de la forma

sin(z)
cos(z)
Por lo tanto, vemos que esta igualdad se cumplira en los casos en que sin(z) =0 o cos(z) =1,
pero nos fijamos que si se cumple la primera igualdad seguro que se cumple la segunda ya que
en los puntos en donde sin(x) = 0 tenemos que cos(z) = +1 (no es cierto el reciproco). Por lo
tanto, los puntos donde coinciden la funcién seno y la tangente son los puntos en donde las
dos se anulan, x = vk para k € Z.

sin(z) = <> sin(z) cos(x) = sin(z) < sin(z)(cos(xz) - 1) =0

6. A partir de la grafica de sin(z + 2) justifica y construye la grafica de sin(2z) -5
y 3sin (%m)

) : ’ . ' 1 \/ 5 ’ ' \
-1

Solucién:
Empezamos escribiendo g(z) = sin(2z)-5 a partir de transformaciones de la funcion sin(z+2)

g(z) =sin(2(z+2)-4)-5

Esto significa que desplazamos la funcion sin(z +2), 5 unidades hacia abajo, 4 unidades a la
derecha y la contraemos horizontalmente dividiendo el periodo inicial por 2.
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Hacemos lo mismo para g(x) = 3sin (%w) y obtenemos

g(z) = 3sin(%(w+2) - 1)

Por lo tanto en este caso, hemos desplazado la funcién 1 unidad a la derecha, hemos dilatado
horizontalmente la funcién obteniendo un periodo el doble del inicial y hemos dilatado la

funcion verticalmente 3 unidades.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

7. Determina el periodo de las siguientes funciones:
(a) sin(2z)
(b) cos(3z)
(¢) sin (%x)
(d) tan(4x)

8. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas
(a) tan?(z) - tan(z) =0
(b) 1-cos?(z) = cos?(z)

9. Utiliza las relaciones trigonomeétricas conocidas para simplificar las siguientes
expresiones

(2)

sin(7 + x) — sin(7 — z)

cos(m + x) + cos(m — )
cos(z) —sin(x)
1-tan(z)

(b)

10. Encuentra todos los valores tales que

0 o ce2))
(b) tan (arcsin (%))

11. ;Es par la funcién f(z) =sin(z?) +cos(x) + 3?7 (Recuerda que una funcién es par
si f(-z) = f(z) para cualquier valor de z).

12. Encuentra la expresion algebraica de esta funcion utilizando solo el seno

v

13. Encuentra la expresion algebraica de esta funcién utilizando solo el coseno

"
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Soluciones:

7. (a) w

8. (a) :Jc:ﬂ'kyz:g+7rkconkez
3
( )x:E+7rky:v=—Tr+7Tk:conkeZ
4 4
9. (a) tan(z)
(b) cos(x)

10. (a) ig

(b) 3
11. Si, la funcion f(z) es par.
12. sin (z+ %)
13. 2cos(z) +3

=
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9. Funciones exponencial y logaritmica
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9.1. La funcién exponencial

9.1.1.

La funcién exponencial de base a se define a partir de las potencias de ntmeros.

En general, si a es un nimero positivo, la funcién exponencial de base a se define

como a”.

Ejemplo.

Entonces,
9(0) = 3°

Definicién y ejemplo

Funcién exponencial de base 3.
g(z) =3"

=1,9(1)=3"=3,9(2)=3%=9, g(-1) =37" =

i Qué es una funcién exponencial? Q

Una funcién exponencial se define a
partir de las potencias de los
niimeros. Su expresién tiene la
forma a® , con a > 0.

Dom(a®) =R e Im (a®) =R*. Son
funciones siempre crecientes para

a > 1, decrecientes para a < 1. No
tienen ni maximos ni minimos.

Una de las funciones exponenciales esenciales es la que tiene como base el nimero

irracional e, cuyos primeros decimales son 2.71828182845904523 ... En este caso, la

funcién se denomina simplemente exponencial, sin especificar la base, y se escribe

exp (z) o simplemente e”.

9.1.2.

Grafica

Podemos deducir la forma general de la grafica de cualquier funcion exponencial a

partir de un ejemplo concreto.
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Al representar la grafica de una tabla de una funcién exponencial, por ejemplo, g(z) =

3% en el dominio [-3,2], se obtiene una gréfica de puntos con este aspecto:

L]
L]
(-]
L]
L]
-]
L]

@
251 ®

a®
ea°°°

ae @
-3 25 -2 15 -1 05 0 05 1 15 2

De la representacion anterior, no es complicado deducir que la grafica de la funciéon

exponencial de base 3 en el dominio [—3,2] se convierte en la siguiente:

A partir de la grafica se observa que cualquier valor de la funcion es siempre positivo,
lo que indica que la funcion es siempre positiva. Ademaés, se observa que la grafica pasa
por el punto (0,1). Estas son dos propiedades de todas las funciones exponenciales.
La primera, porque para cualquiera que sea el exponente, la potencia de base positiva
es siempre positiva. La segunda, porque cualquier nimero elevado a 0 es siempre 1.
Asi, en particular, la grafica de una funcion exponencial siempre queda por encima

del eje X.

9.1.3. Propiedades

De acuerdo con los hechos observados anteriormente, se cumplen ciertas propieda-
des para todas las funciones exponenciales. Si escribimos y = a®, con a > 0 estas

propiedades son:

e El dominio de cualquier funcion exponencial son todos los reales: R = (—o0, +00).
e La imagen de cualquier funciéon exponencial de base a # 1 es R* = (0, +00).

e La grafica de una funcion exponencial siempre pasa por el punto (0,1).

e Sila base a es mayor que 1 (a>1):
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o Si 1 < x2, a®' < a®?, es decir, la funcién crece al aumentar la variable. En
definitiva, la funcion es creciente. Ademas, el crecimiento es mayor cuanto mayor

es la base.

o Cuanto menor es el valor de la variable x, mas se acerca a 0 el valor de la imagen

y, a pesar de que no se llega a alcanzar nunca este valor.

e Sila base a es menor que 1 (a <1):

o Si 21 < x2, a”* > a”?, es decir, la funciéon decrece al aumentar la variable. En
definitiva, la funcién es decreciente. Ademas, el decrecimiento es mayor cuanto

menor es la base. base.

o Cuanto mayor es el valor de la variable x, mas se acerca a 0 el valor de la imagen

y, a pesar de que no llega nunca a alcanzar este valor.

e Silabasees 1 (a=1):la funcién es constante, puesto que 17 =1-...-1=1.
——
xr

Estas propiedades se observan en las graficas de cualquier funcién exponencial.

Identifiquémoslas en las siguientes:

La imagen de la izquierda muestra las graficas de 4”, 3%, 2% y (%)w Observad que, por
ser la base mayor que 1, son funciones crecientes, con un crecimiento mayor cuanto
mayor es la base. Ademas, notamos que, cuanto mas a la izquierda de, z = -1, por
ejemplo, el valor de las funciones se aproxima muy rapidamente 0, pero sin alcanzar
este valor.

La imagen de la derecha muestra las graficas de (%)357 (%)x, (%)x y (%)x Observad
que, por ser la base menor que 1, son funciones decrecientes, con un decrecimiento
mayor cuanto menor es la base. Ademas, notad que, cuanto més a la derecha de
x =1, por ejemplo, el valor de las funciones se aproxima muy rapidamente a 0, pero
sin lograr este valor.

Finalmente, observad que las graficas de 4%, 3%, 2¥ y (%)x y las gréficas de (i)x,

(l)aj, (l)m y (g)m son simétricas respecto al eje Y. Este hecho es debido a

3 2 3
- =qa
a

La funcion exponencial es una de las funciones mas importantes por sus aplicaciones,
puesto que es capaz de describir una gran variedad de fenémenos, especialmente los de
crecimiento. Por eso es habitual que estas funciones también se denominen funciones
de crecimiento. En particular, se aplican a hechos tan importantes como el crecimi-

ento de una poblacién de bacterias en un laboratorio, el crecimiento demografico del
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ntmero de animales, la manera como decrece la materia radiactiva (crecimiento nega-
tivo), la razon por la que un obrero aprende un cierto proceso o la velocidad con que
una enfermedad contagiosa se disemina con el tiempo. Las funciones exponenciales
también son utiles para calcular el interés obtenido en una cuenta bancaria, puesto

que describen el aumento monetario a un interés compuesto.

9.2. El logaritmo
9.2.1. Definicién

El logaritmo de base a, con a > 0, de un nimero real positivo z, se calcula de la
siguiente manera:

log, x = log,(z) =y si x =a”
Por ejemplo, el logaritmo de base 2 de 8 es igual a 3 porque 23 = 8. Entonces, podemos
escribir

logy 8 = logy(8) = 3, porque 2° =8

En general, pues, se escribe log, para indicar precisamente esta operacion: el logaritmo

de base a.

Ejemplo. Logaritmos de bases
e Logaritmo de base 3 de 81: log(81) = 4 porque 3* = 81.
e Logaritmo de base 5 de 25: logs(25) = 2 porque 5% = 25.

e Logaritmo de base 7 de 49: log;(49) = 2 porque 72 = 49.

9.2.2. Propiedades

Las propiedades del logaritmo derivan de las propiedades de las potencias, debido a
la relacion que hay entre ambas operaciones. Asi, para un logaritmo de base a, log,,

se cumplen las propiedades siguientes sea cudal sea el valor de a > 0:

1) log,(a) =1y log,(1) =0

2) El logaritmo del producto es igual a la suma de logaritmos:

log, (z - y) = log,(x) +log,(y), para z,y >0

puesto que

lo8a @) log, (2) 41084 (y) _ 4108, (2)+log, (y)

=" y =Qa

3) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo
de la base:

log,, (my) =y-log,(z), para x>0

puesto que
Y Yy log
aloga(az ) Y = (aloga(;ﬂ)) -y log,, (x)

4) El logaritmo de un cociente es el logaritmo del numerador menos el logaritmo del

denominador:

El origen del concepto de Iogaritmo@

estd en un problema de matematica
aplicada: la necesidad de simplificar
la tarea de los calculadores,
excesivamente complicada cuando
se trataba de realizar
multiplicaciones, divisiones e,
incluso, potencias o extracciones de
raices en problemas relacionados
inicialmente con la agrimensura y la
astronomia, especialmente cuando
tenia que aplicarse la navegacién.
Arquimedes ya tenia una idea
fundamental que generaria los
logaritmos. Pero no fue hasta John
Napier (siglo XV) que se aproveché
la idea lanzada por Arquimedes. Los
logaritmos fueron de gran ayuda
para el nacimiento de la fisica
matematica a finales del siglo xv.
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log,, (g) =log,(z) - log,(y), para z,y >0

puesto que

loga(i) = log, (z-y") = log,(x) +log, (v ) = log,(x) ~ log, ()

5) Es posible relacionar dos logaritmos de bases diferentes, a y b, con esta formula:

log, (z)
log, (b)

puesto que si denominamos y = log,(z) y z = logy(z), entonces = = a

logy (z) = , para z >0

Yo pe

. z
Ademas, dado que b = a'°8®®) podemos escribir x = a¥ = b* = (aloga(b)) =
= a*18() Ppor 1o tanto,

log, () =y = z-log,(b) =logy(x) - log, (b)

de donde se deduce la propiedad enunciada.

9.3. La funcién logaritmica
9.3.1. Definicién y ejemplos

La funcién logaritmica de base a, con a > 0y a # 1, es la funcién inversa de la

funcién exponencial de base a. Es decir,
y=log,(z) si z=a"
Dado que la funcién se define a partir de las propiedades del logaritmo, también se

denomina directamente funcién logaritmo.

Hay dos casos particulares en la notaciéon de esta funcion:

e Cuando la base es el nimero irracional e, se habla de logaritmo neperiano y se

escribe In. Es decir, se entiende In = log,.

e (Cuando la base es el nimero 10, se habla simplemente de logaritmo, sin especificar
la base, y se suele escribir simplemente log. Es decir, se entiende log = logy.
9.3.2. Graéfica

Podemos deducir la forma general de la grafica de cualquier funcién logaritmica a

partir de un ejemplo concreto.

Al representar graficamente una tabla de una funcién logaritmo, por ejemplo, la de

base 2 en el dominio (0, 8], se obtiene una grafica de puntos como esta:
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iQué es una funcién logaritmica? 9

Una funcién logaritmica de base a
es la funcién inversa de una funcién
exponencial de base a. Su expresién
es de la forma log, (z) , donde
a>0. Dom (log,(z)) =R" e
Im(log, (x)) = R. Son funciones
siempre crecientes para a > 1y
decrecientes para a < 1. No tienen
ni maximos ni minimos.

John Napier (de ahi el calificativo @

de neperiano) nacié en 1550. En
1614 publicé Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, donde relaciona
una progresién geométrica con una
progresidn aritmética. La primera es
la progresién de las distancias
recorridas con velocidades
proporcionales a si mismas, y la
segunda, la progresién de las
distancias recorridas con velocidad
constante, donde estas distancias
son los “logaritmos” de las
primeras. La obra comprende una
tabla de logaritmos de senos, con
los angulos que varian de minuto en
minuto. En 1619 aparecié una
segunda obra, Mirifici
logarithmorum canonis constructio,
en la que el autor explica cémo
calcular los logaritmos.
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A partir de esta grafica puede deducirse la grafica de la funciéon. Asi, en este caso, la

grafica de la funcién logaritmo de base 2 en el dominio (0, 8] resulta

En la grafica se observa que la funcion se define inicamente para valores positivos,
pero su imagen abarca todos los valores reales. Ademés, observamos que la grafica de
la funcién pasa por el punto (1,0). Esto ocurre en todas las funciones logaritmicas
debido a que el logaritmo se define a partir de las potencias de los niimeros. En
particular, observad que la grafica de una funcién logaritmica siempre queda a la

derecha del eje Y.

9.3.3. Propiedades

De acuerdo con los hechos observados anteriormente, se cumplen ciertas propiedades
para las funciones logaritmicas. Si escribimos y = log,(z), con a > 0 y a # 1, estas

propiedades son las siguientes:

e El dominio de cualquier funcién logaritmica de base a es igual a R* = (0, +00),

puesto que corresponde a la imagen de la funcién exponencial de base a.

e La imagen de cualquier funcién logaritmica de base a es igual a todos los nimeros
reales: R = (—o0, +00), puesto que es el dominio de la funcién exponencial de base

a.
e La grafica de cualquier funcién logaritmica siempre pasa por el punto (1,0).
e Sila base a es mayor que 1 (a > 1):

o Si ) < w2, entonces log, (z1) < log, (z2), es decir, la funcién crece al aumentar
la variable. En definitiva, la funcion es creciente. Ademas, no hay limite para el
crecimiento de la funcién: cuando el valor de variable x aumenta, la imagen y

también aumenta. Este crecimiento es mayor cuanto menor es la base.

o Cuanto més cerca de 0 esta la variable z, menor es el valor de la imagen y; por

eso se dice que la funcion log, (z) tiende a —oo cuando la x tiende a 0.
e Sila base a es menor que 1 (a < 1):

o Sixy < w2, entonces log, (1) > log, (z2), es decir, la funcién decrece al aumen-
tar la variable. En definitiva, la funcion es decreciente. Ademés, no hay limite
para el decrecimiento de la funcién. Este decrecimiento es mayor cuanto mayor

es la base.
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o Cuanto més cerca de 0 esta la variable z, mayor es el valor de la imagen y; por

eso se dice que la funcion loge(x) tiende a +oo cuando la z tiende a 0.

Estas propiedades se observan en las graficas de cualquier funcién logaritmica.

Identifiquémoslas en las siguientes gréficas:

logy(x)

log gl az)

log: (%)

La imagen de la izquierda muestra las graficas de las funciones logy (), In(z), log(x),
logsg (). Recordemos que In(z) es el logaritmo neperiano (de base e), y log(z) (sin
indicar la base) hace referencia al logaritmo de base 10. Observemos que, son funciones
crecientes porque la base es mayor que 1, con un crecimiento mayor cuanto menor es
la base. Ademas, vemos que cuanto maés a la izquierda de = = 1, por ejemplo, el valor
de las funciones decrece muy rapidamente, sin limite concreto.

La imagen de la derecha muestra las graficas de las funciones logaritmicas de bases
1 1
e’ 10
decrecientes porque la base es menor que 1, con un decrecimiento mayor cuanto mayor

inversas a las anteriores, es decir, de bases %, y 2—10. Observad que son funciones
es la base. Ademas, cuanto mas a la izquierda de = = 1, por ejemplo, el valor de las
funciones crece rapidamente, sin limite concreto.

Finalmente, vemos que las graficas log,(z) y log% (x) son simétricas respecto al eje
X. Esto es asi porque

log1 (z) = —log, (x)
z
Las funciones logaritmicas son importantes para estudiar fenomenos fisicos, por ejem-

plo, la descomposicién radiactiva.

9.4. Relacion entre las graficas exponencial y logaritmica

Hay una relacion estrecha entre las gréaficas de una funcién exponencial y de una
funcion logaritmica de la misma base, a causa de la definicion del logaritmo a partir

de las potencias de nimeros. Las deducimos a partir de algin ejemplo concreto.

Consideremos, por ejemplo, las graficas de la funcién logaritmo neperiano, In(z), y
de la funcién exponencial, e”, y comparémoslas. Recordad que la gréfica de cualquier
funcién se interpreta de izquierda a derecha y tiene que analizarse con precauciéon

porque siempre es aproximada y es posible no interpretarla correctamente.
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Al representar las dos gréficas correspondientes a In(z) y ¢* conjuntamente, en el
dominio [-4, 4], por ejemplo, observamos que ambas funciones son simétricas respecto
a la recta y = x. Es decir, que si se dobla el papel con las dos funciones por la recta

y = x, ambas curvas coinciden después del plegado.

Esto también ocurre si las funciones tienen la base menor que 1. Por ejemplo, las

funciones exponencial y logaritmica de base %: (%)x y logi (z) en el dominio [—4,4]:
3

Como hemos anticipado, puede observarse que las funciones son también simétricas

respecto a la recta y = x.

Esto no solo es aplicable a estas funciones. De manera general, se tiene que si dos fun-
ciones cualesquiera son inversas una de la otra, sus graficas cumplen esta propiedad:
son simétricas respecto a la recta y = x. Esto es facil de explicar, ya que la inversa de
una funcién intercambia los papeles de la = y la y. Por lo tanto, la funcién inversa ha
de tener la misma forma que la funcién original, salvo que los ejes X y Y tienen que

intercambiarse.

9.5. Ecuaciones exponencial y logaritmica

Ecuacién exponencial. Es una ecuacion con funciones exponenciales.

Resolver este tipo de ecuaciones no es facil en general, y no hay ninguna férmula
de resoluciéon general. Lo que conviene en estos casos es agrupar al maximo y con-
venientemente las potencias que asi lo permitan para intentar sustituir la ecuacion
exponencial por una ecuacion lineal o cuadratica. Por eso es fundamental identificar y

aplicar las propiedades de las potencias. A continuacion hay algunos ejemplos de esto.

Un primer ejemplo de ecuacién exponencial de resolucion sencilla debido a la igualdad

entre las bases podria ser este:

i Qué es una ecuacion exponencial? 9

Es una ecuacién con funciones
exponenciales. Para resolver una
ecuacién exponencial, conviene
agrupar al maximo las potencias
para poder sustituir la ecuacién
exponencial por una ecuacién lineal
o cuadratica. Del mismo modo,
pueden resolverse sistemas de
ecuaciones exponenciales.
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Asimismo, la resoluciéon de ecuaciones exponenciales puede ser mas compleja, como

por ejemplo la siguiente:

Esto puede complicarse més. Es el caso de una ecuaciéon como esta:
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Del mismo modo, también pueden resolverse sistemas de ecuaciones exponenciales
convirtiéndolos en sistemas de ecuaciones lineales al manipular convenientemente las

potencias. Este es un ejemplo:

Ejemplo. Resoluciéon de sistema de ecuaciones exponenciales.

5% = 5Y.625
2% . 2Y = 256
Reescribimos la primera ecuacién de manera conveniente:
5°=5Y .5 = 5°7¥ = 5
Reescribimos también la segunda ecuacién de manera conveniente:
2%.9Y =28 = 97V = 98
El sistema original queda reducido a un sistema de ecuaciones lineales:
T-—y=4
rz+y=8
Al resolver este sistema, por ejemplo, por reduccion, obtenemos la solucion
(z,y) = (6,2)
Finalmente, comprobamos que la solucién obtenida satisface al sistema origi-

nal.

Ecuacién logaritmica. Es una ecuaciéon donde aparecen funciones logaritmicas.

Resolver este tipo de ecuaciones no es facil en general, y no hay ninguna férmu-
la general de resolucién. Lo que conviene en estos casos es agrupar al maximo y
convenientemente los logaritmos que lo permitan para intentar sustituir la ecuacién
logaritmica por una ecuacién lineal o cuadratica. Para ello, es fundamental identificar
y aplicar las propiedades de los logaritmos. Vedmoslo con la resolucién de algunos

ejemplos.

i Qué es una ecuacién logaritmica? 9

Es una ecuacién con funciones
logaritmicas. Para resolver una
ecuacién logaritmica, conviene
agrupar al maximo los logaritmos
para poder sustituir la ecuacién
logaritmica por una ecuacién lineal
o cuadratica. Del mismo modo,
pueden resolverse sistemas de
ecuaciones logaritmicas.
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También pueden resolverse sistemas de ecuaciones logaritmicas procediendo de mane-
ra similar, es decir, intentando siempre agrupar los logaritmos que lo permitan para
convertir las ecuaciones iniciales en ecuaciones lineales o cuadraticas. Un ejemplo de

sistema de ecuaciones logaritmicas podria ser el siguiente:
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Resumen

Funciones exponenciales y logaritmicas '

’ Funciones exponenciales ‘

Definicién. Una funcién exponencial de base a > 0 es la que se define a partir de las

potencias de los niimeros.

Expresién. y = a”, con a > 0.

Una de las funciones exponenciales mas importantes es la de base e ~ 2.71828182845904523.

Su expresion es y = e”.
Propiedades.

e Dominio: R = (-0, +00)

e Imagen: R" = (0, +o0)

e No tienen ni maximos ni minimos.

e Pasan por el punto (0,1).

Gréaficas.

a>1

a<l

Funcion creciente
Cuando z tiende a —oo, la funcién tiende a 0.

Cuando z tiende a +oo, la funcién tiende a +oo.

Funcion decreciente

Cuando z tiende a —oo, la funcién tiende a +oo.

Cuando z tiende a +oo, la funcién tiende a 0.

1 x
Las graficas de a” y (;) , para a > 0 cualquiera, son simétricas respecto al eje Y.

Definicién. El logaritmo de base a, con a > 0, de un nimero real x es

log,(z) =ysiz=a

Propiedades.

1) log,(a) =1y log,(1) =0.

Y
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2) El logaritmo del producto es igual a la suma de logaritmos:

log, (z-y) =log,(z) +log,(y)

3) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo

de la base:
IOga (xy) =y IOga(m)

4) El logaritmo de un cociente es el logaritmo del numerador menos el logaritmo del

denominador:
T
oz, () = 1oga () ~ 02 (1)

5) Es posible relacionar dos logaritmos de diferentes bases, a y b, con esta formula:
log,, (z)

1Ogb(a’,) = log (b)

’ Funciones logaritmicas

Definicién. La funcién logaritmica de base a, con a >0y a # 1, es la funcién inversa

de la funcién exponencial de base a.

Expresién. y = log,(z) si z = a”.

Una de las funciones logaritmicas mas importantes es la de base e = 2.71828182845904523.
Su expresion es y = In(z).

Cuando la base de la funcién logaritmo es el nimero 10, se expresa simplemente

y = log(z).

Propiedades

e Dominio: R = (0, +00)

e Imagen: R = (—00,+00)

e No tienen ni maximos ni minimos.

e Pasan por el punto (1,0).

Graficas
a>1 a<l
Funcién creciente Funcién decreciente
Cuando z tiende a 0, la funcién tiende a —oo. Cuando z tiende a 0, la funciéon tiende a +oo.
Cuando z tiende a +o0, la funcion tiende a +o0. | Cuando x tiende a +oo, la funcion tiende a —oo.

logy(x)

log gl )

-1 = |(|g_!{.r}

Las graficas de log, y logi, para a > 0 cualquiera, son simétricas respecto al eje X.
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Gréficas de las funciones exponenciales y logaritmicas

Las graficas de las funciones exponenciales y logaritmicas de la misma base son

simétricas respecto de la recta y = x.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Ecuacién exponencial. Es una ecuacién que incluye funciones exponenciales. Para
resolver una ecuacién exponencial, tienen que agruparse al maximo y de manera
conveniente las potencias para sustituir la ecuacidén exponencial por una ecuacion

lineal o cuadratica.

Del mismo modo, pueden resolverse sistemas de ecuaciones exponenciales convirtién-
dolos en sistemas de ecuaciones lineales. Esto se hace manipulando convenientemente

las potencias.

Ejemplo de ecuacidn Ejemplo de sistema

7"+ 7x+1 + 7a:+2 =2793 5% = 59 .625

TP 47T 47277 = 2793 2727 =256

5% = 5Y.625 = 5% = 5Y . 5% = 5% 7Y = 54

77 (1+7+7%) = 2793
2% . 2Y = 256 = 2% . 2 = 28 = 2%*Y = 98

7% .57 = 2793 por lo tanto, se trata de resolver
e 2198 coy=4
57 r+y=8
7% = 72 de donde resultan
de donde resulta z=6yy=2
z=2 que también verifican el sistema original.

que también verifica la ecuacién original.

Ecuacién logaritmica. Es una ecuaciéon con funciones logaritmicas. Para resolver
una ecuacién logaritmica, tienen que agruparse al maximo y de manera conveniente los

logaritmos para sustituir la ecuacion logaritmica por una ecuacioén lineal o cuadréatica.
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Del mismo modo, pueden resolverse sistemas de ecuaciones logaritmicas convirtién-
dolos en sistemas de ecuaciones lineales. Esto se hace manipulando convenientemente

los logaritmos.

Ejemplo de ecuacidn Ejemplo de sistema
2log(x) — log(z — 16) = 2 T4y =65
log (3:2) —log(z —16) =2 log(z) +log(y) = 3
22 log(z) +log(y) =3 = log(z - y) = 3 = log(1000)
log ( . 16) =log(100) por lo tanto, se trata de resolver
2
100 T+y=65
z-16 2y = 1000
2% - 100z + 1600 = 0 de donde resultan
de donde resultan =40y y =250 bien x =25y y =40
que también vefi{:i(?a?lyelmsi:s‘fgma original que también verifican el sistema original.
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Ejercicios resueltos
1. Encontrad una funcién exponencial del tipo f(z) = a® que cumpla f(6) = 64.

Solucién:
Tiene que cumplirse f(6) = a% = 64. Sabemos 25 = 64. Entonces, una posibilidad es considerar
a = 2. Por lo tanto, una funcién exponencial que cumple la condicion que se pide es f(z) = 2%.

2. Determinad cual de estas funciones son crecientes y cuales decrecientes, y
ordenadlas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento. Justificad la respuesta.

f(x) =117 g(x) = 13%,h(z) = 0.1%,¢(x) = 0.37
Solucioén:

f(z) =11% y g(x) = 13% son crecientes, porque son funciones exponenciales y su base es
mayor que 1.

h(z) =0.1% y t(x) = 0.3% son decrecientes, porque son funciones exponenciales y su base
es menor que 1.

Para ordenar estas funciones exponenciales de mayor crecimiento a mayor decrecimiento,
hay que tener en cuenta que si la base es mayor que 1, el crecimiento de la funcién es mayor
cuanto mayor es la base. En cambio, si la base es menor que 1, el decrecimiento de la funcion
es mayor cuanto menor es la base. Por lo tanto, el orden tiene que ser este:

g(x) =137, f(z) = 117, t(x) = 0.3 y h(z) = 0.1"

3. Calculad estos logaritmos sin usar la calculadora:
(a) logy(32)
(b) logy(81)
(c) logs (5°)
(d) log; (V243)

Solucién:
Para encontrar el valor de estos logaritmos, hay que hacer tres cosas.
En primer lugar, conocer el valor de algunas potencias basicas, por ejemplo:

32=2%81=92y 243=3°
En segundo lugar, aplicar la suma de logaritmos para el logaritmo de un producto, en parti-
cular

log, (z") =log,(z ... ) =log,(x) +...log,(x) = n-log, ()
—
n veces n veces

Finalmente, recordar que log,(a) = 1.
De acuerdo con esto, se tiene:

(a) log,(32) =logy(2%) =5-logy(2) =5-1=5
(b) logg(81) = logg(92) = 2-logg(9) =2-1 =2
(c) logs(5%) = 3-logs(5) =3-1=3

)
)
)
(d) logs (\/ﬁ) =logs (243%) =logs (35)% =log, (3%) = g -log5(3) =

5.8
2 2

4. Encontrad una funcién logaritmica del tipo f(z) = log,(z) log.(xz) que cumpla
£(125) = 3.

Solucioén:
Tiene que cumplirse f(125) =log,(125) = log,, (53) = 3. Dada la definicion y las propiedades
de la funcién logaritmo, resulta
3 =log, (5%) = 3-log,(5) = 1 = log,(5)
que solo es posible si a = 5. Por lo tanto, la funcién logaritmica que tiene que considerarse es

f(@) = logs(x).

5. Determinad cual de estas funciones son crecientes y cuales decrecientes, y
ordenadlas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento. Justificad la respuesta.

f(z) =logg(z), g(x) =logy o (), h(x) = logy3(x),t(x) = logg 1 (z)
Solucioén:

f(z) =logs(x) y h(z) =log;5(z) son crecientes, porque son funciones logaritmicas y su
base es mayor que 1.

g(z) =logg o(x) y t(z) = logy 1 (x) son decrecientes, porque son funciones logaritmica y
su base es menor que 1.
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Para ordenar estas funciones logaritmicas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento, hay
que tener en cuenta que si la base es mayor que 1, el crecimiento de la funcién es mayor
cuanto menor es la base. En cambio, si la base es menor que 1, el decrecimiento de la funcion
es mayor cuanto mayor es la base. Por lo tanto, el orden tiene que ser este:

f(z) =logg(x), h(z) = logy3(x), t(z) =logg 1 (x) y g(z) = logg o ()

6. Encontrad el valor de z que cumpla estas igualdades:
(2) logy(z) =4
(b) log,(27) ==z
(c) log% (4) ==z
(d) logz (V) =

Solucion:

N w

Para resolver estas igualdades, hay que aplicar la definicién del logaritmo, es decir,
y =log,(z) six =a?
De acuerdo con esta definicién, tenemos:
(a) 4 =logy(x) six = 4% = 256 = = = 256
(b) log,(27) =z si27T=2" =>2=3
(c) log1(4) i4 (1)96 ! 2 4=22
= = - = — =I=- =
c) 0g1 T si 5 5 T , ya que
3
(d) logy (V&) = 3 si 7=3% =VB >a2-3-27

7. Resolved estas ecuaciones:
o 3% _5.32=36
o 2log(10x) —log(12 - 4z) = 2

Solucion:

La primera ecuacién se puede resolver de manera casi directa, observando que se puede
interpretar como una ecuacion de segundo grado de incégnita 3%. El segundo caso es una poco
mas complejo. Para poderla resolver como una ecuacién de segundo grado conviene, en primer
lugar, manipular las expresiones que contienen los logaritmos para asi poder eliminarlos y
resolver la ecuacién como una de segundo grado. Asi pues, observamos que la ecuacién a
resolver se puede reescribir como:

log(10022) - log(12 - 4z) = log(10?)

3%~ 5.3 = 36 log (1002?) - log (12 - 4z) = log (10%)
Por la propiedad de una potencia de una po- | Por la propiedad del cociente de logaritmos,
tencia, reescribimos 10022
_ 2
x\2 P 13 =log(10%)
(3%)°-5-3"=36 12 -4z
Agrupamos de manera conveniente: Por lo tanto, )
100z
V2 _ k9T _qn _ =100
(3%)°-5-3"-36=0 12— 4z
Tomamos ¢ = 3" y sustituimos en la ecuaciéon: | Simplificamos:
2
t2-5t-36=0 T
., 12 -4z
Se trata de una ecuacién de segundo grado.
. " Operamos:
Podemos resolverla aplicando la férmula, y ob- 2
. z° =12 -4x
tenemos las soluciones
t=-4,t=9 Y ordenamos términos:
Deshacemos el cambio para encontrar los va- 2’ +4x-12=0
lores de z: Resolvemos aplicando la férmula por ecuacio-
37 =t = -4 = -2? no es posible por ser -2% un | pes de segundo grado y obtenemos las solucio-
valor negativo. nes
3% =t =9 =232 = gz = 2. Sustituimos = = 2 en
la ecuacion original y comprobamos que si es r=-6yz=2
solucién:
3%2-5.3%2=81-45=36

En el primer caso, es claro que las soluciones obtenidas son solucién de la ecuacién del
enunciado. En el segundo caso, al sustituir las posibles soluciones en la ecuacién del enunciado,
resulta que solo x = 2 cumple la igualdad, por lo tanto solo x = 2 es solucion de la segunda
ecuacion.
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8. Resolved estas ecuaciones:
e In(z)+In(z-1)=0
e log(z)-log (:E2) =log(7)

Solucion:

In(z) +In(x-1)=0

log(z) — log (1’2) =log(7)

Aplicamos la propiedad del producto de loga-
ritmos:
In(z-(x-1))=0

Aplicamos el exponencial y tenemos en cuenta
que el =1:

z-(x-1)=1
Operamos:

z2-x-1=0
Resolvemos la ecuacién de segundo grado y ob-
tenemos

1+ \/5
xTr =
2
Finalmente, comprobamos si las soluciones ob-
tenidas satisfacen la ecuacién original.

Aplicamos la propiedad del cociente de poten-
cias:

log (%) =log(7)

Por lo tanto, se trata de resolver

T
==
Ordenamos términos:
722 -z2=0
Y operamos:
z-(Tx-1)=0
de donde resulta
=0,z = l
7

Finalmente, comprobamos las posibles solucio-

nes en la ecuacion original: z = 0 no es posible;

en cambio, si que es solucién el valor x = %
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Ejercicios para practicar con las soluciones
9. Encontrad las funciones inversas de f(z)=e3® y g(z) = In(4z + 3).

10. Resolved las ecuaciones siguientes:

(a) 2171 — 26

1
b 5z+3 - =
(b) 577 =

(c) 3% —4.3%"1 = 27

(d) logs (42) =2

(e) logg(z+1) +logg (9-(z+1))=2
(£) 3logy(x) - 2log, (x) = 2

11. Una sustancia se desintegra siguiendo la funcién
D(t) =100-275

donde D es la cantidad (en gramos) de sustancia que hay al cabo de ¢ aflos. ;Qué
cantidad de sustancia tendra de aqui a 15 anos?

12. Para predecir el crecimiento de la poblacién de una ciudad, se utiliza la fun-
cién

P(t) = Py - 203t
donde P, representa la poblacién inicial y ¢ representa el tiempo (en afios). Si

la poblacién actual de la ciudad es 50.000 habitantes, ;cuanto tiempo (en afios)
tendra que pasar para que la poblacién se duplique?

Soluciones:
9. i (z)=1n (ré)
RO
10. (a) =7
(b) z=-4
(¢) x=1,2=2
(d) == %
(e) z=2
(f) =2

11. 12.5 gramos.
12. Cerca de 23.1 anos
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10. Continuidad de funciones
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10.1. Limites de funciones
10.1.1. Nocidén intuitiva de limites

El limite funcional es un concepto relacionado con la tendencia de los valores de una
funcion a medida que varian los valores de la variable y tienden a un valor determi-
nado. El limite de una funcién en un valor determinado de z es igual a un nimero
al que tiende la funcién cuando la variable tiende a este valor x, aproximéandose cada

vez més al nimero objetivo pero no llegando nunca a tomar este valor.

El limite de una funcién en un valor x es igual a un nimero al que tiende la funcién
cuando la variable tiende a este valor (sin llegar nunca a serlo). Si el limite de una
funcién f(x) en un valor a es igual a b se escribe de este modo:

lim f(z) =5

r—a
También se dice que “la funcidn f(x) tiene limite b cuando la x tiende a a”. Por
ejemplo, si f(z) es una funcién que cumple que, cuando la z tiende a 3, la funcién
tiende a 1, se escribird asi:

lim f(z)=1

r—3
Con la notacién anterior, puede entenderse que x — 3 es una forma de representar la

frase “x tiende a 8”7, que significa que el niimero z se aproxima infinitamente a 3 pero

sin llegar nunca a tomar este valor.

Asi, pues, el limite de una funcién en un valor ¢ da una idea de la tendencia de la
funcién cuando el valor de la x tiende a este valor. Para estudiar el limite de una
funcion en un valor, se puede crear una tabla con diferentes valores de la funcion cuyo

componente z tiende al valor a (pero nunca es a).
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10.1.2. Concepto y definicion

A partir de la nocién intuitiva que podemos deducir de los ejemplos anteriores, damos

la definicién formal del concepto de limite de una funcién:

El limite de la funcién f(z) cuando z tiende al valor a es b:
lim f(z)=b
r—a

si se cumple que, dado cualquier niimero real ¢ > 0, hay un nimero real § > 0

de manera que si 0 < |z — a| < § se cumple |f(z) —b| <e.

En otras palabras, decimos que una funcién f(z) tiene limite b cuando z tiende
a a si, y solo si, dado un intervalo cualquiera centrado en b, hay un intervalo de centro
a de manera que todos los punto de este intervalo, excepto el punto a, tienen su imagen

en el intervalo de centro b anterior.

En general, no se recurre a la definicién de limite para buscar el limite de una funcién
en un punto, sino que se utilizan limites ya conocidos, unas reglas sencillas de célculo
con limites y el uso de tablas de valores con sucesiones cuyo limite sea el valor en el

que se quiere buscar el limite.

Antes de ver todas estas técnicas, veamos ejemplos sencillos que explican esta defi-
nicién y la enlazan con la nocién intuitiva de limite funcional que hemos discutido

antes.

Ejemplo. Limite de una funcién constante.

Dada la funcién constante f(x) =k, para k un nimero cualquiera, se cumple

lim f(z) =k
Tr—a

para cualquier valor a.

Y
X
k E
) 4]

a &

Tomamos un intervalo centrado en k tan pequenio como queramos (en la ima-
gen cogemos € > 0 tan pequeiia que casi parece 0). Consideramos cualquier
intervalo centrado en a y le llamamos (a — §,a + §) para § > 0 cualquiera.
La imagen de cada punto de este intervalo por la funcién valdra exactamen-
te k (ya que la funcion es constante), y por lo tanto cae dentro del intervalo

(k—¢e,k+e¢).
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Ejemplo. Limite de la funcién identidad.
Consideramos ahora la funci6n identidad f(z) = z. Para cualquier valor a se

cumple

lim f(z) = a.

r—a

Cogemos cualquier valor € > 0 y consideramos el intervalo (f(a) —¢, f(a) +¢),
que no es mas que (a—e,a+¢) porque f(a) = a. Ahora tenemos que encontrar
un valor § > 0 que dependa solo de la £ (pero no del valor a) tal que la imagen
del intervalo (a — d,a + §) esté dentro del intervalo (a — e,a + €). Esto es,
considerando que evaluar un intervalo no es méas que evaluar todos los puntos

que pertenecen,

f(a=d,a+9))c(f(a) =&, f(a) +¢).

Yy
/.
/
F i
vl
F
4
e y
/
ke —+
~ ¥4
& 4
A
,/
//' r_’ﬁ- f)
rd
. = »
v a 4

En nuestro caso de la funcién identidad f(z) = z, no es mas que encontrar un
0 > 0 tal que

(a-d,a+d)c(a-c,a+e).

Esto se cumple tomando cualquier 6 < e.

10.1.3. Operaciones con limites

El calculo de limites respeta habitualmente las operaciones bésicas: si se suman,
restan, multiplican, dividen, y se calcula la potencia del limite de dos funciones, da

el limite de operar estas dos funciones. Esto es:

El limite de la suma (o resta) de dos funciones en un punto es igual Si observamos las dos primeras 0

L. . .. . propiedades mencionadas, podemos
a la suma (o resta) de limites de estas funciones en el punto en cuestion, es decir, ver que el cilculo del limite de un
polinomio en cualquier niamero no
es mas que el valor que toma el
lim (f(x) + g({E)) = lim f(.CC) + lim g(LL') polinomio en este niimero

r—a r—a r—=a particular. Esto se debe a que un
polinomio no contiene mas que

Producto | El limite del producto de dos funciones en un punto es igual al producto sumas, restas y productos, cuyo
R . . X limite no es mas que la suma, resta
de limites de estas funciones en el punto en cuestion, es decir, y producto de limites. Por lo tanto,

solo se tiene que calcular el limite
de =, que coincide, como hemos
lim (f(g;) . g(gj)) = lim f(;p) - lim g(;p) visto en los ejempllos anteriores, con
T—a T—a T—a el nimero al que tiende la z, y
operarlo con las operaciones del
polinomio.
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El limite del cociente de dos funciones en un punto es igual al cociente de

limites de estas funciones en el punto en cuestién siempre que el denominador no sea

0, es decir,
f(z) alcli%f(m)

1m = X~ -
v=a g(z)  lim g(x)

El limite del exponencial de una funciéon por otra en un punto es

igual al exponencial de limites de estas funciones en el punto en cuestién siempre que

ambas funciones no tomen el valor 0 a la vez, es decir,

lim f(m)g(z) = lim f(m)}cigég(m).

10.1.4. Limites laterales

El limite lateral izquierdo de una funcién f(z) en un punto a es el limite de la
funcién cuando se considera que la variable solo puede tomar valores més pequefios
que el punto, esto es, el valor que toma la funciéon cuando nos aproximamos en su

punto objetivo desde puntos por la izquierda de este. Este limite se denota por
lim f(z)="5b
r—a~

El limite lateral derecho de una funciéon f(z) en un punto a es el limite de la
funcién cuando se considera que la variable solo puede tomar valores mayores que el
punto, esto es, el valor que toma la funcién cuando nos aproximamos en su punto

objetivo desde puntos por la derecha de este. Este limite se denota por
lim f(z) =5
T—a*

En particular, podemos ver que si el limite de una funcién en un cierto punto existe,
coincidiré con los limites laterales cuando estos tengan sentido. El hecho reciproco
también es cierto: si los dos limites laterales existen y coinciden con el mismo valor,
el limite de la funcion también existird y tomara el mismo valor. Aun asi, si los dos
limites laterales toman valores diferentes, el limite de la funcién en aquel punto no

existe (aunque la funcion si que sea definida en aquel punto).

Matematicamente, esto se puede escribir

lim f(z) existe y vale b < lim f(z)= lim f(z)="5
r—a r—a” z—at
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10.1.5. Limites al infinito

Se dice que el limite de una funcién f(z) cuando z tiende a +oo vale
b si, para cualquier € > 0, existe un cierto ntimero k tal que, para = > k,
(@) -t <=

De manera similar, se dice que el limite de una funcién f(z) cuando z
tiende a —oo vale b si, para cualquier ¢ > 0, existe un cierto nimero k tal que,

para z < k, |f(z) - b <e.

El concepto de infinito no se
empieza a utilizar asiduamente
hasta el siglo xv para designar lo
que es mayor que cualquier otra
cosa imaginable. Es entonces
cuando se empieza a usar como
simbolo una curva llamada
lemniscata oo.

@




© FUOC o PID 00273914 268 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Estos limites se denotan respectivamente

lim f(x)=5 ml_l)r_noo flx)=b

T—>+00
Intuitivamente, que el punto b sea el limite de la funcién en significa que la funciéon
se acerca mas a b cuanto mayor sea el punto z en la que la evaluamos. En particular,
todos los nitimeros mayores que un cierto nimero k estdn muy cerca de b (en el

intervalo de radio €), tal como puede verse en la grafica:

-

o

I

o

+
SRR T S

-

Para poder hacernos una idea de cuél es el valor de este limite, podemos evaluar la fun-

cion en nimeros cada vez mayores de manera similar a como lo habiamos hecho antes.
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Ejemplo. Calculo del limite en el infinito de un polinomio.

Calcular el limite de un polinomio en el infinito es una tarea sencilla si anali-

zamos cada uno de los monomios que lo forman por separado.

A medida que x toma valores mayores, el término que crece a mas velocidad
serd siempre aquel que tiene el exponente mas grande, y por lo tanto el limite
del polinomio cuando = — +oo serd oo con el mismo signo que el coeficiente
del monomio de grado superior al polinomio (término dominante).
. . 2 . . . 5 2 e
Por ejemplo, lim 3z° —x — 7 = +oo, mientras que lim —-z° +2x°+7 = —oo0,
T—>+o0o Ir—+oo
ya que los términos de grado inferior crecen hacia oo a velocidad més lenta que
el término dominante, y por lo tanto, cuando = es bastante grande, restarlos

no hace variar practicamente el valor del polinomio.

Por otro lado, el calculo del limite de un polinomio cuando = — —oo serd oo,

pero para saber el signo correspondiente tenemos que separar dos casos:

e Si el grado del término dominante es par, el signo serd el mismo que en el

del coeficiente del del monomio de mayor grado.

e Si el grado del término dominante es impar, el signo serd opuesto al del
coeficiente del monomio de mayor grado, ya que estaremos evaluando nii-

meros negativos y por lo tanto el signo tendra que cambiar.

Con los ejemplos anteriores, lim 3z2—2-7= +oo0,y lim —2°+22%+7 = +o00.
T—>—00 T—>—00

10.1.6. Reglas basicas de calculo de limites

A la hora de encontrar limites hay algunas reglas sencillas que pueden deducirse de

la definicion de limite y que es ttil tener presentes para agilizar el calculo:

k-o0 =00,k # 0|En un producto, si un factor tiende a infinito y el otro tiende a un

nimero diferente de 0, el producto tiende a infinito y tiene un signo que resulta del
signo del infinito del primer factor multiplicado por el signo del nimero al que tiende

el segundo factor.

Ejemplo. Calculo de limites de tipo k- oo = oo, k # 0.
1
e lim (2w2+1)~(4——):[+oo~4]:+oo
T—+00 x

. 1 1
e lim 5x-(4——4+—)=[—oo-4]=—oo
T—>—o00 T T
1
e lim (—3m2—2)-—3 =[-2-(+00)] = —o0
z—0+ az

1 4
. zlirg_ o (—3—ac +9:) =[-00-(-3)] = +o0
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+00 + 00 = +00,k + 00 =+00, —00 — 00 = —00,k — 00 =—o00 | En una suma, si uno o

més sumandos tienden a infinito con el mismo signo, la suma tiende a infinito con el

signo correspondiente.

Ejemplo. Calculo de limites de tipo k + oo = 0o, +00 + 00 = +00.

z—0-

1
e lim (—+2x2+7):[—oo+7]:—oo
T

e lim (\/5+7+z):[+oo+7]:+oo
o

T—+oo

o lim (\/z+x)=[+00+00]=+00
T—+00

=0| En un cociente, si el denominador tiende a infinito y el numerador tiende

hacia una constante k, el cociente tiende a 0.

k
Ejemplo. Calculo de limites de tipo — = 0.
(o0}

° lim

6 [ 6] o
< -|l— =0
T—>—oco x* — 3 +00

. b5+2x 5 +
e lim == |l==|= 0
=0~ 4 — = +00

4-8 4 _
o lim 8 = [—] =0
z——00 20 + 4 —00

C 32t 42 [ 2 ]
[ ] hm—:
-0 G 18

=2 +0oo
2

0 =00,k # 0| En un cociente, si el numerador tiende a una constante diferente de

0 y el denominador tiende a 0, el cociente tiende a infinito con un signo que resulta

del signo para la direccion que se aproxima al 0 del denominador multiplicado por el

signo del niimero al que tiende el numerador.

k
Ejemplo. Calculo de limites de tipo o =00,k #0.

2242 [18]
e lim = =400

=4+t x—4 0_+
322 +1 [13]
e Jlim ———=|—|=-00
z—2- £ —2 0~
. 32741 [13]
[ ] hm — =] — | =+00
s (z-2)2 0¥

10.1.7. Indeterminaciones

Normalmente, para poder calcular el limite de una funcién en un punto nos basare-
mos en las propiedades de céalculo estudiadas previamente. Pero jqué ocurre cuando

estamos en uno de los casos en los que no podemos aplicarlas porque no funcionan
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(como por ejemplo cuando el limite del denominador de una fraccién vale 0, o cuando

tanto la base como el exponente de una potencia valen 0)?

Hay muchos casos en los que el limite de la funcién en un punto no puede calcularse
porque el resultado no es ningin nimero; ni siquiera es infinito. En estos casos decimos
que estamos ante una indeterminacién, y cada una tiene que resolverse de una

manera particular para poder encontrar el valor del limite en aquel punto.

Veamos los diferentes tipos de indeterminaciones:

0
Indeterminacién de tipo 0 Suele producirse cuando nuestra funcién es resultado

de un cociente de polinomios cuyas funciones tienden a 0 en el punto para el que
queremos calcular el limite, y cuando no podemos aplicar por lo tanto la regla para

el limite de una divisién.

Cuando nos encontramos ante esta indeterminacién causada por una fraccién de po-
linomios, el problema es producto de que tanto el polinomio del numerador como el
del denominador comparten una raiz k. Solo hace falta factorizar ambos polinomios

y dividir los factores comunes para resolver la indeterminacion.

0
Ejemplo. Indeterminacion de tipo i

2
z° -4
Para la funcién f(z) = —— el limite en 2 es una indeterminacion, ya que
B=2

en la fraccion

lim z2 — 4
x—2

lim x — 2
x—2

los limites del numerador y el denominador valen 0.

Las raices del numerador son z = +2, mientras que el denominador solo se anula

en x = 2. Por lo tanto, la raiz z = 2 es una raiz comin a los dos polinomios, y

2

—4 2)(z -2 9 9
i _ gy A=) G eRd
-2 1 —2 z—2 T —2 z—2 M =2 1

Indeterminacion de tipo = ‘ Se trata de limites en que la funcién es una fraccion el

numerador y denominador de la cual tienden a oo (independientemente del signo del
infinito). El numerador y denominador de la fraccién son a menudo polinomios (es el
caso que encontraremos a menudo en este curso).

M
x)

polinomio (el término de grado superior), y dividimos cada uno de los dos polinomios

En este caso escribimos f(z) = y buscamos el término dominante de cada

entre el término dominante, de forma que casi todos los términos de cada polinomio

quedaran convertidos en limites del tipo —, que ya sabemos que se anulan. Los dnicos
0o

términos que no se anularan son los del mismo grado que el término dominante, en

los que se cancelan las variables y quedan solo sus coeficientes.
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Supongamos de momento que el numerador se escribe p(z) = anz™ + an_12" " +
...+ a1z + ag, con a; € R los coeficientes del polinomio, y el denominador g(z) =

m-1

bnx™ + b1z +...+bix + b, también con b; € R.

Supongamos, ademas, que p(z) es de grado superior a g(z) [n>m], y el término

dominante es z". Entonces, si dividimos p(z) y g(z) entre el término dominante x"

queda
p(x) anz™ +an_12" ' + ... +aiz +ag
™ - "
n n-1
an® Ap-1T aix  ag
= T e
" z" " z"
+ dn-1 + a“
= ap L+ —
w”l
y, similarmente,
a() _ bm b
xn - x’ﬂ*m :C’I’L

Por lo tanto,

lim @ = anp
Tr—too T

im 48
r—t+oo M

Finalmente, el limite queda
(z)

. p(x) . n . an
lim —< = lim q”(ji‘r: lim — =[oo]

T—+00 q(x) - T—+00 z—too ()

3

x’I’L
El limite serd oo y, para saber el signo, tendremos que separar el caso +oo del caso
—oo, fijarnos en el signo de los coeficientes de los términos dominantes y si los términos

dominantes son de grado par o impar.

Similarmente, si el grado de g(z) fuera superior al de p(z) [m > n], dividirfamos el

numerador y el denominador por ", obteniendo

lim @

T—too MM

= 0

lim —= = by
Y, por lo tanto,

p(x) e 0
lim 2% = lim —2"— = lim — =[0]
xT—>+oo q(w) T—>+o00 q(z) T—>+00 by
I’"l

Finalmente, si el grado de () fuera igual al grado de p(x) [n = m ], el limite anterior

quedaria

. p(ﬂC) . pz(f) . Gn an

lim —<% = lim —%—— = lim — =| —

T—>+00 q(x) xT—+00 q(z) T—+00 by, bm
zn

vy en este caso el resultado del limite seria el cociente entre los coeficientes de los

términos dominantes.
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Indeterminacién de tipo 0 - oo | Esta situacion siempre se da en limites del tipo

lim () g(x),

donde uno de los limites de las funciones vale 0 y el otro oo (independientemente de

su signo).

Vemos que el producto podemos reescribirlo asi:

F(@)-g(w) = L2

g(x)

00
de manera que nuestra indeterminacién se ha convertido en una del tipo —, que ya
0o

sabemos resolver.

Indeterminacion de tipo oo — oo | Esta indeterminacién es habitual en diferencias de

funciones que contienen raices. En estos casos tiene que multiplicarse y dividir la
funcion por su conjugada (la misma expresion cambiando la resta por una suma) y

usar la igualdad notable (a —b)(a +b) = a® - b°.
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Indeterminacién de tipo 1°° | Es una indeterminacién que se da cuando tenemos una

funcion exponencial en la que la base tiende a 1 y el exponente a oco.

Esto es, si tenemos nuestra funcién escrita como f(z)?®) donde lim f(z) = 1y
r—a

lim g(z) = 00, entonces lim f(z)?*) da lugar a este tipo de indeterminacion.
T—a T—a

Se soluciona mediante el cambio

lim f(z)7™") =

r—a

lim [ f(x)-1]-g(2)
era .
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10.2. Continuidades
10.2.1. Funcién continua en un punto

Se dice que una funciéon f(z) es continua en un punto z¢ si se puede evaluar en
este punto y su valor coincide con el limite de la funcién cuando z tiende a zg, es
decir,

Jim 1) = £ (o).

Intuitivamente, esto quiere decir que el valor que toma la funcién en el punto xg
es exactamente aquel al que nos aproximamos a medida que evaluamos puntos cada
vez méas cercanos a xg. Dicho con otras palabras, cuando dibujamos la grafica de

la funcioén, no da ningtn salto y podemos seguirla toda sin levantar el boligrafo del

papel.

Se dice que una funcién es continua cuando lo es en todos los puntos de su dominio.
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10.2.2. Discontinuidades de una funcién

Una funcién que no es continua en un punto particular puede serlo por diferentes
causas. Puede ser que la funcion no esté definida en aquel punto particular, pero que
los limites laterales si que existan; puede ser que los limites laterales no coincidan (y
por lo tanto que el limite en aquel punto no esté definido); puede ser que el limite
de la funcién en el punto no exista (ya sea porque los limites laterales no coinciden o

porque diverjan) y que la funcién tampoco esté definida, etc.

Seguidamente estudiaremos tres casos de discontinuidad de funciones, que son los que

encontraremos mas habitualmente.

Discontinuidad evitable ‘ Este tipo de discontinuidad se da cuando la funcién no

esta definida en el punto x pero los limites laterales existen y coinciden. Es decir,

Jim f(z) = lim f(z), pero 3f(zo).

Se usa el término discontinuidad evitable porque es una discontinuidad que puede evi-
tarse si redefinimos la funcién para que sea continua, como cuando el valor en el punto
problemaético es igual al limite de la funcién en aquel punto, es decir, considerando la
funcion f definida por

~ f(z) sl x # zo

f(z) =

lim f(x) siz==z0
r—>Xo

Ejemplo. Discontinuidad evitable.

2
T

Consideramos f(z) = _2 . Tal como hemos estudiado previamente, esta
funcién no esta definida en el punto x = 2, pero el limite cuando x tiende a 2
si que existe, y vale 4. Por lo tanto, estamos ante una discontinuidad evitable

en T = 2.

Entonces, consideremos la funcion

T4 Gea
~ six
fl@) =1 z-2

4 six=2

La funcién f(z) es idéntica en casi todos los puntos a la funcion f(z), salvo
en el punto z = 2, donde f(z) no esta definida pero f(z) si que lo esta. El
limite de f(z) en z — 2 coincide con su valor en el punto, y por lo tanto la

funcién es continua en este punto.
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| Discontinuidad de salto | Es el caso en el que los dos limites laterales de la fun-

cion existen pero no toman el mismo valor, independientemente de si la funcion esta

definida en aquel punto o no. Es decir,

lim f(z)# lim f(z)
z—xd T—x]

Discontinuidad asintética| Esta discontinuidad es una versién extrema del caso

anterior, en el que al menos uno de los dos limites laterales diverge. Esto es,

lim f(z) =000 lim f(z)==oo.
Tl Ty

Podria visualizarse en cierto modo como una discontinuidad de salto infinito.
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10.2.3. Asintotas

Una asintota es una recta a la que se aproxima la funcién sin llegar nunca a tocarla

porque z tiende a un cierto nimero a (o a los infinitos).

Segin su inclinacién, las asintotas pueden ser verticales, horizontales u oblicuas.

Asintotas verticales | Se dan en un punto k del eje X cuando al menos uno de los

limites laterales en este punto tiende a +oo, es decir, cuando en la funcién tiene una

discontinuidad asintética en k. En este caso, la recta de ecuacion es la asintota

vertical.

Asintotas horizontales | Se dan cuando existe el limite en alguno de los infinitos.
Para lim f(z) =k, la recta de ecuacion es la asintota horizontal (idem con
Ir—>+oo

el limite con —o0). Una funciéon puede tener hasta dos asintotas horizontales si los dos

limites a +oo existen y toman valores diferentes.
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’Asintotas oblicuas | Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y = ax + b a

cuya funcién se aproxima a medida que z tiende a +oo. Para encontrar la ecuacion
de la recta, tenemos que encontrar los coeficientes a, b tales que
lim [f(z)- (az+b)]=0.

Ir—+oo

Igual que las asintotas horizontales, una funcién puede tener hasta dos asintotas

oblicuas: una para el limite en +oco y otra para el limite en —oo.

Las asintotas oblicuas suelen darse a menudo en funciones cocientes de polinomios

_p(z)
f(z) = )

minador g(z). En este caso particular, la ecuacion de la asintota viene dada por el

en los que el grado del numerador p(x) supera en 1 el grado del deno-

cociente de la divisién de polinomios que define la funcion f(z):

dividendo resto

divisor

= cociente + —
divisor

Y, al calcular el limite cuando x tiende a infinito, el dltimo término tiende a 0 y

queda solo el cociente (que es de grado 1 por ser la diferencia entre los grados de los

polinomios), que sera la ecuacion de la asintota.

Ejemplo. Asintota oblicua para un cociente de polinomios.

2
-2z +3
Sea f(z) = L 272 Cuando calculamos la division de polinomios nos
queda
2
z° -2z +3 2
f(z) = Q-1 o

donde z — 1 es el cociente y 2 el resto de la divisién. Por lo tanto, la asintota
tiene por ecuaciéon x — 1 (en rojo en la imagen), y vemos que es la misma

asintota para los dos limites.

10

10 -8 -6 —4 -2

(=
o

En el caso general, en el que f(x) no tiene que ser necesariamente un cociente de poli-
nomios, tiene que usarse la definicién de asintota oblicua directamente para encontrar

la ecuacion de la recta.

Si una funcién tiene asintota
horizontal en uno de los limites, en
aquel limite no podra tener asintota
oblicua. Fijaos que una asintota
horizontal es un caso particular de
asintota oblicua en a = 0.

/)
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Hay una asintota oblicua si, y solo si, se cumple

mlirin flx) = oo
lim m = a
T—otoo I

Jim [f(z) —az] = b

donde a,b son ntmeros reales y y = ax + b es la ecuacion de la asintota.
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Resumen

Continuidad de funciones '

Definicién limite. El limite de una funcién en un valor = es igual a un ntmero
al que tiende la funcién cuando la variable tiende a este valor (sin llegar nunca a serlo).

Si el limite de una funciéon f(x) en un valor a es igual a b, se escribe de este modo:
lim f(z) =5
r—a

La definicion formal del concepto de limite de una funcién es:

El limite de la funcién f(x) cuando z tiende al valor a es b,
lim f(z) =5
r—a

si se cumple que, dado cualquier niimero real € > 0, hay un nimero real § > 0

de manera que si 0 < |z — a| < § se cumple |f(z) - b| < e.

Operaciones con limites

El limite de la suma (o resta) de dos funciones en un punto es igual

a la suma (o resta) de limites de estas funciones en el punto en cuestion, es decir,
lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(x).
r—a r—a r—a

El limite del producto de dos funciones en un punto es igual al producto

de limites de estas funciones en el punto en cuestion, es decir,
lim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- lim g(z).
Tr—a T—a T—a

El limite del cociente de dos funciones en un punto es igual al cociente de

limites de estas funciones en el punto en cuestion siempre que el denominador no sea
0, es decir,

S )
e g(z)  lim g(z)’

El limite del exponencial de una funcién por otra en un punto es

igual al exponencial de limite de estas funciones en el punto en cuestion siempre que

ambas funciones no tomen el valor 0 a la vez, es decir,

lim f(x)g(x) = lim f(x)’lci*%g(gg).
r—a r—a

Limites laterales. El limite lateral por la izquierda (la derecha) de una
funcién f(z) en un punto a es el limite de la funcién cuando se considera que la
variable solo puede tomar valores menores (0 mayores) que el punto, esto es, el valor
que toma la funcién cuando nos aproximamos a su punto objetivo desde puntos por

su izquierda (o por la derecha). Este limite se denota por
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Jim f@)=b  (Jim (@) =)

En particular, podemos ver que si el limite de una funcién en un cierto punto existe,
coincidiré con los limites laterales cuando estos tengan sentido. El hecho reciproco
también es cierto: si los dos limites laterales existen y coinciden con el mismo valor,
el limite de la funcién también existird y tomaré el mismo valor. Aun asi, si los dos
limites laterales toman valores diferentes, el limite de la funciéon en aquel punto no

existe (aunque la funcién si esté definida en aquel punto).

lim f(z) existe y vale b < lim f(z)= lim f(z)="5
r—a r—a” z—at

Limites al infinito

lim f(z)="5 lim flz) =5

T—+oo

Se dice que el limite de una funcién f(z) cuando z tiende a +oo vale
b si para cualquier € > 0 existe un cierto nimero k tal que si x > k entonces
F(@) bl <e.

De manera similar, se dice que el limite de una funcién f(z) cuando z
tiende a —oo vale b si, para cualquier € > 0 existe un cierto numero k tal que

si z < k entonces |f(z) —b| <e.

Reglas de calculo

ko0 =00,k # 0 | En un producto, si un factor tiende a infinito y el otro tiende a un

numero diferente de cero, el producto tiende a infinito, y tiene un signo que resulta
del signo del infinito del primer factor multiplicado por el signo del namero al que

tiende el segundo factor.

00 + 00 = 00,k + 00 = 0o | En una suma, si uno o mas sumandos tienden a infinito

con el mismo signo, la suma tiende a infinito con el signo correspondiente.

— =0 | En un cociente, si el denominador tiende a infinito y el numerador tiende

hacia una constante k, el cociente tiende a 0.

k
0 =00,k # 0 | En un cociente, si el numerador tiende a una constante diferente de 0

y el denominador tiende a 0, el cociente tiende a infinito, y tiene un signo que resulta
del signo de para qué direccién se aproxima el 0 del denominador multiplicado por el

signo del namero al cual tiende el numerador.

Indeterminaciones

Esta indeterminacion suele darse cuando la funcién es resultado de un cociente

de polinomios, en que las dos tienden a 0 en el punto para el que queremos calcular el

limite, y por lo tanto no podemos aplicar la regla para el limite de una divisién. Para
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resolverla normalmente, basta con factorizar ambos polinomios y dividir los factores

comunes.

oo

= | Se trata de limites en los que la funcién es una fraccién cuyo numerador y

denominador tienden a oo (independientemente del signo del infinito). En este caso,
si n es el grado del término dominante del polinomio del numerador y m el del

denominador tenemos

0 si m>n
p(z) _ .
1m =300 si m<n
w~xeo q()
an .
— si m=n
bm

donde an y by son los coeficientes de los términos dominantes de p(z) y ¢q(z) res-

pectivamente y el signo de co para m < n se tendra que estudiar en cada caso.

m Esta situacion simpre se da en limites del tipo

lim f(2) - g(2),

donde uno de los limites de las funciones vale 0 y el otro oo (independientemente de
su signo).

Vemos que podemos reescribir el producto como

f(2)-g(a) = 12

g(x)

[e.e]
de modo que nuestra indeterminacién se ha convertido en una del tipo —, que ya
0o

sabemos resolver.

Esta indeterminacién es habitual en diferencias de funciones que contienen

n estos casos tiene que multiplicarse y dividirse la funcién por su conjugada (la misma

expresion cambiando la resta por una suma) y usar la igualdad notable (a—b)(a+b) =
2 2

a” —=b".

Es una indeterminacién que se da cuando tenemos una funcién exponencial en

la que la base tiende hacia 1 y el exponente hacia oco.

Esto es, si tenemos nuestra funcién escrita como f(z)?®) para lim f(z) = 1y
r—a

lim g(z) = oo, entonces lim f(z)?®) da lugar a este tipo de indeterminacion.
r—a r—=a

Se soluciona mediante el cambio
lim f(x)g(m) =

r—a

lim [ (2)-1]-9(x)
er—a .

Definiciéon funcién continua. Se dice que una funcién f(z) es continua en un
punto zp si la funcién se puede evaluar en este punto y su valor coincide con el limite

de la funcién cuando z tiende a xq, es decir,

Jim f(z) = f(zo).

Se dice que una funcién es continua cuando es continua en todos los puntos de su

dominio.



© FUOC o PID 00273914 284 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Tipos de discontinuidades

Discontinuidad evitable ‘ Este tipo de discontinuidad se da cuando la funcién no

estd definida en el punto zg, pero los limites laterales si que existen y coinciden. Es

decir,

Jim f(z) = lim f(z), pero 3(z0).

Discontinuidad de salto ‘ Es el caso cuando los dos limites laterales de la funci-

6n existen pero no toman el mismo valor, independientemente de si la funcién esta

definida en aquel punto o no. Es decir,

lim f(z)# lim f(x)
Toxh Tz

Discontinuidad asint()tica‘ Esta discontinuidad es una versién extrema del caso

anterior, en que al menos uno de los dos limites laterales diverge. Esto es,

lim f(z) =200 0 lim f(x)=+oo.
=Ty T

Asintotas

Asintotas verticales | Se dan en un punto k del eje X cuando al menos uno de los

limites laterales en este punto tiende a +oo, es decir, cuando en la funcién tiene una
discontinuidad asintética en k. En este caso, la recta de ecuacion es la asintota

vertical.

’ Asintotas horizontales | Se dan cuando existe el limite en alguno de los infinitos.

Si lim f(z) =k, la recta de ecuacion es la asintota horizontal (idem con el

T—>+o0o
limite con —oo). Una funcién puede tener hasta dos asintotas horizontales si los dos

limites a +oo existen y toman valores diferentes.

Asintotas oblicuas ‘ Si, y solo si, se cumple

lim f(z) = oo
lim M = a
Tr—too

lim [f(z)-ax] = b

T—>+o00

donde a, b son ntmeros reales y y = ax + b es la ecuacién de la asintota.
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Ejercicios resueltos

1. Calculad los siguientes limites, si existen, paso a paso:

(a) lirré z3-222 +1
e

23 - 4
(b) lim — %
z—0 3x-5

(¢) lim |:\/x2 +z-(z+ 1)]

T—>+o0o
$3

2
—z°+1
d) lim —————
()1—1*+°°2z3+x2—9

-19
l' -
(e) lim (z-2)3

®) iim (x%l)*

(g) lim

22— (a+ Dz +a

(h) lim —— 53
1
@) 1 22+ +1)7 T
1 my| ——-
z—1 2r +1

22 -3z +1 )
- =z

@ Jm (2

T—+00

Solucion:

(a) En este primer limite basta con sustituir el valor de  que es 3 en la funcién de la cual
calculamos el limite, asi obtenemos que el limite es 10.

(b) Igual que hemos hecho en el caso anterior, si sustituimos las = de la funcién por 0
obtenemos que el limite es 0.

(c) En este caso, en principio da indeterminacién oo — oo, y por lo tanto lo que haremos serd

multiplicar por el conjugado: )
(\/x2 +x - (:c+1)) (\/gc2 +x+ (x+1))
lim [\/ac2+x—(x+1)] = lim
T—>+oo T>+oo VaZiz+ (z+1)

. '12+x—(:t+1)2 . —x-1
= lim —_— | = lim
xr—>+oo

zoteo | a2 v+ (z+1) Va2 +z+ (z+1)

—z-1 1
£ -1 -= -1
= lim =

—z |= lim | ——%—— —
L ——+00 2+1 " (z+1) T—+00 /1 +Lli14L 2
| 22 T x T

(d) Vemos que es el cociente de dos polinomios del mismo grado, y por lo tanto,

3

3_.2
' z7—x“+1 1 1

. -z +1 — 1-2+55 1

im —————= lim ——"—5—= lim & = —

z—+00 Q3 + 2 -9 x—>+oo 22 +§' -9 T—+00 2+l_% 2
z x x

(e) Observamos que en este caso, si sustituimos los valores de = por 0, nos queda —T197 y por
lo tanto tenemos que trabajar un poco mas este limite para ver cuanto vale en caso de
que exista. Nos fijamos en los limites laterales

wo2t (-2)3
. -19
lim ——

Tx—>27 ($ - 2)5

Dado que los dos limites laterales son diferentes, el limite no existe.

= +o00

(f) Vemos que este limite da 1°°, que sabemos que es una indeterminacion y, por lo tanto,
si lo escribimos apropiadamente tenemos

2
, 22 +1\" , 1\
lim = lim (1 + —) =e
T —+00 x2 xr—+00 x2
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(g) En este caso, cuando sustituimos las « por 2 observamos que el resultado es % y, por lo
tanto, una indeterminaciéon. Intentamos simplificarlo:

22 -4 M(x+2)=4

li =1i
zlg -2 :ELIHQ M
(h) En este caso, cuando sustituimos las x por a observamos que el resultado es %i, por lo
tanto, una indeterminacion. Intentamos simplificarlo:

m2—(a+1)z+a_hm (xz -1)(z—a) . (x-1) a-1

lim = = lim =

z—a z3 - a3 z—a (z—a) (22 +ax +a?) <~a (z2+ax+a?) 3a?
El tnico valor conflictivo es a = 0 porque anula el denominador. Estudiamos, pues, este
caso por separado.

. e .ox-1 . .
Si a = 0, el limite inicial es hn% —— ¥, por lo tanto, como el denominador es siempre
xT— €T

positivo y de grado mayor que el numerador, tenemos que este limite es —oco independi-
entemente que x sea mayor o menor que 0.

i) Observamos que se trata de una indeterminacion del tipo 1°°, y por lo tanto calculamos
Yy
(f(z) -1)g(x), donde f(z) es la funcion que tiende a 1y g(z) la que va a infinito

2rz+1 1) 1 22—z 1 _ x(z—t) z—1

= = —_—
2z +1 z-1 2z+1z-1 (2z+1)

(@) - at) - :

. 1
Por lo tanto, el limite que buscamos es e3.

(j) Observamos que se trata de una indeterminacion del tipo oo — oo, y por lo tanto inten-
taremos operar las dos funciones para poder resolverla.

lim
—

22 -3z +1 R 22 -3z+1-2%+32 X 1
—_— = = lim = lim =0
-3 T—>+oo r—3 z—+oo g — 3

2. Indicad los puntos en los que estas funciones no son continuas y el tipo de
discontinuidad que presentan. Razonad la respuesta.

(a) f(x)= 222
T
l .
(b) f(x) = = siz+0
1 siz=0
© fa) =22
-1
Solucion:

(a) Observamos que esta funcién presenta una discontinuidad cuando el denominador se
anula, y por lo tanto para x = 0. Y, ademas, si calculamos los limites laterales en este

punto, tenemos

. x+3 . T+3
lim =400 lim =
x—0t x z—0" X

—00

Por lo tanto, en = 0 tenemos una discontinuidad asintética.

(b) En este caso, similar al anterior, la funcién presenta una discontinuidad cuando el deno-
minador se anula, por lo tanto para x = 0. Y, ademés, si calculamos los limites laterales
en este punto, tenemos

Pero a diferencia del anterior, en = = 0 tenemos definida la imagen, y por lo tanto es un
caso especial de discontinuidad asintotica.

(c) Como en los casos anteriores, vemos en qué puntos se anula el denominador. Vemos que es
para x = 1. Calculamos ahora el limite en este punto para ver qué tipo de discontinuidad
tenemos:

lim = lim =limz=1
z—=1 -1 rz—1 =T r—1

Como que el limite existe, vemos que la discontinuidad es evitable.

3. Considerad la funcién

3 2
x° -2z +x
r)= ———m8
@) 823 + 3z

. Qué valor hay que asignar a f(0) para que la funcién f sea continua en z = 07
Explicadlo.



© FUOC o PID 00273914 287 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Solucioén:

Antes de estudiar el punto z = 0, veamos cuales son los puntos de discontinuidad (si hay) de
la funcién. Para hacerlo, analizamos en qué puntos se anula al denominador.

823 +3c=0< (822 +3) =0 =0

Por lo tanto, esta funcién solo tiene una discontinuidad en x = 0. Estudiamos el limite y
vemos que es una indeterminacién del tipo %, y por lo tanto

ot =22+ @ -2a41) o 2P-2w41 1
lim = lim = lim =—
20 8r3+3r @0 #(8z2+3) >0 8z2+3 3

Por lo tanto, si tomamos f(0) =

%, la funcién sera continua.

4. Calculad el dominio como unién de intervalos de continuidad, estudiad el com-
portamiento de la funcion en los extremos del dominio (asintotas) y los tipos de
discontinuidades que presentan las siguientes funciones:

(@) 1) = 22
®) So) =5
(€) f(@) = =7y
@ 1) S

Solucion:

(a) Vemos que el denominador de esta funcién se anula para z = -2 y z = 3, y por lo tanto
el dominio sera
Domf = (-o00,-2) U (-2,3) U (3,+00)

Por lo tanto, ahora tenemos que estudiar los limites en x = -2, x = 3 y +oo para saber
qué tipos de discontinuidades tenemos y qué asintotas tiene la funcién.

lir+n flz)=1" lim f(z)= 1* 1irr§_ f(z) =+o0 lim2+ f(z)=-o00

lim f(x) = lim M 23
x—3 x—3 (aj + Q)M 5

Por lo tanto, podemos concluir que esta funciéon tiene una discontinuidad evitable en
z =3, una asintota vertical en x = -2 y una asintota horizontal en y = 1.

(b) Vemos que el denominador de esta funcion se anula para z =0y x = -1, y por lo tanto
el dominio sera
Domf = (-o00,-1) U (-1,0) U (0, +00)

Por lo tanto, ahora tenemos que estudiar los limites en x = -1, z = 0 y +oo para saber
qué tipos de discontinuidades tenemos y qué asintotas tiene la funcién:

lim f(z)=0% lim f(z) =+ lim f(z)=-0c0 lim f(z)=-o00
T—>+00 r——1" rx—-11 x—0

Por lo tanto, podemos concluir que esta funcién tiene dos asintotas verticales: una en
z =0y otra en z = —1. También tiene una asintota horizontal en y = 0.

(¢) Vemos que el dominio de esta funcién es Domf = (—o0,0) U (0, +00). Ahora tenemos que
estudiar los limites en « = 0 y +oo para saber qué tipos de discontinuidades tenemos y
qué asintotas tiene la funcion

0 0
lim f(z)=-o00 lim f(x)=+o0 lim f(x):[f]:o lim f(m):[—]:(]
r—>—00 r—>+00 =0~ 1 x—0t + 00
Por lo tanto, esta funcién presenta una discontinuidad evitable en = 0 y no tiene

asintotas.

(d) Como en el caso de la funcién anterior, vemos que el dominio de esta funcion es Domf =
(=00,0)U (0, +00). Ahora tenemos que estudiar los limites en x = 0 y oo para saber qué
tipos de discontinuidades tenemos y qué asintotas tiene la funcién.

6+1 7 6+0 Tl 0+l

li 2Dy =270 3 = 2T
A=y W S, (=) 241 0+1
e

Por lo tanto, esta funciéon presenta una discontinuidad de salto en z = 0 y tiene una
asintota horizontal en y = %
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5. Estudiad el dominio y la continuidad de la funcion

IB—QCL’Q
1) ="a—y

en funcién del parametro a, un nimero real positivo.

Solucién:

En primer lugar observamos que el denominador de la funciéon se anula para z =3y = = -3.
Asi, pues, el dominio de esta funcion es Domf =R\ {-3,3}. Ahora tenemos que estudiar los
limites en estos dos puntos para ver la continuidad.

Empezamos por x = -3 y miramos los limites laterales

Jim  f(z) = -oo

va que el numerador tiende a 9(—3 —a) (un valor negativo) y el denominador a 0 con valores
positivos.

li =+
i f(x) = +oo

va que el numerador tiende a 9(-3 - a) (un valor negativo) y el denominador a 0 con valores
negativos. Por lo tanto, en « = -3 tenemos una discontinuidad asintética para cualquier valor
de a.

Ahora miramos qué pasa con = = 3. Y, de hecho, si estudiamos los limites laterales, nos
encontraremos la misma situacion que en el punto anterior exceptuando el caso a = 3. Si
a = 3, tendremos

3 2 2
z° —ax T 3
lim = lim Le—3) ==
@>3 22-9 -3 (x+3) 2
Por lo tanto, si a # 3 tenemos una discontinuidad asintdtica en = = 3, pero si a = 3, la
discontinuidad seré evitable.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

6. Calculad los siguientes limites:

(a) lim(z” -2)

z+1
b) 1l
()zlj{llx2+1
2
+x -2
(¢) lim ‘z el

=13 - 202 —x +2

223 - bx +3
m —F
w—>+oo 83 — 222 + 6

(d)

1
(e) lim 2e(=-1)?
z—1

(f) lim z?-3

T—>+o0

(8) lim —

r—>—00 4

(h) lim z-Va2 -3z

xr—00

7. Considerad la siguiente funcién:

x? -4z +3
3 +322 -4

f(z) =

(a) Encontrad el limite de la funcién cuando z tiende a estos valores: 0, 1, -2, +o0, —oco.

(b) Estudiad la continuidad de esta funcién e indicad si presenta discontinuida-

des y de qué tipo.

8. Calculad el limite de la siguiente funcién cuando z tiende a 3:

r+3 si x<3
f(z) =

2x si >3

9. ;Para qué valor de p € R sera continua la funcién f(z) siguiente?

202 —pr+3 si z>1
f(=) =

2z + 3 si z<1

1
10. Encontrad las asintotas horizontales de la funcion f(z) = — + 2, las asintotas
x

1
verticales de g(z) = i las asintotas oblicuas de h(z) =
z—

Soluciones:

6. (a) 7

(g) 0
3
() 5
3 2
7. (a) lim f(2) = -7, lim f(2) = -5, lim f(2) = -coy lim f(x)=0.

22 -2z +1

(b) Esta funcion es continua excepto en z = 1 (discontinuidad evitable) y = = -2 (discon-

tinuidad asintética).

8. Calculamos los dos limites laterales y vemos que los dos son 6. Por lo tanto, el limite

cuando x tiende a 3 es 6.

9. p=0

10. y = 2 es una asintota horizontal de f(z), z =2 es una asintota vertical de g(z) yy=x+1

es una asintota oblicua de h(z).
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11. Derivacion de funciones
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11.1. Derivada de una funcién en un punto

La derivada de una funcién en un punto es uno de los conceptos que han revolucio-
nado las matematicas. No es un concepto sencillo, pero, en cambio, tiene muchisimas
aplicaciones. Ademas, tal como se vera, el proceso de calculo de derivadas no es ex-

cesivamente complicado si se siguen unas reglas concretas.

iQué es la derivada de una funcién 9

.. . .. en un punto?

11.1.1. Definicion e interpretacion Es igual a un cierto limite que
coincide geométricamente con la
pendiente de la recta tangente a la

La derivada de una funcién f(z) en un punto concreto xg se indica por f'(xo) funcién en este punto. La derivada
. . de una funcién f(z) en un punto
y se define mediante el calculo de este limite: z( se indica por f(z().

f,(:r()) = lim f(xo) —f(CC)

Zo o — &

Alternativamente, podemos definir la derivada de la funciéon f(z) en zg asi: @
El calculo diferencial es el término

con el que se hace referencia al
f(l'o + h) _ f(a:o) célculo de derivadas. Junto al

h calculo integral, ha permitido
observar las matematicas desde una

(z0) = Jimy

Las dos definiciones son totalmente equivalentes y pueden utilizarse indistintamente. nueva perspectiva tedrica, ademas
de tener un impacto extraordinario
en la descripcién y manipulacién de
. L. . I lidad fisica. El to d
Puede ocurrir que este limite no pueda calcularse, y en este caso se dice que la 2 fealidad Tisica. = concepto de
? limite, basico en el calculo

funcion no es derivable en el punto zg. Practicamente todas las funciones que se han diferencial, se ha tratado desde la
antigiiedad. Sin embargo no fue

hasta el siglo xv cuando se

construyé el calculo diferencial (e

integral) que conocemos hoy en dia.

introducido en este curso son derivables en todo su dominio.

La definiciéon de derivada de una funcién en un punto esta ligada intimamente a la

recta tangente a la funcién en este punto. Veamos cémo.

La imagen que hay a continuacion representa la grafica de una funcion f(z) y la

recta tangente t a la funcién en un punto (zo, f (zo)). También se han trazado otras
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rectas, que pasan por este punto de tangencia (xo, f (zo)) y otros puntos de la funcién,

(z, f(x)), que se van acercando a su punto de tangencia (zo, f (z0)).

flx) Lt

%

flen)

flz)

Al analizar esta situacién vemos que el cociente
f (o) — f(=)
To— T
representa la relaciéon que hay entre los dos lados de un tridngulo cuya hipotenusa es
la recta que pasa por los puntos (zo, f (z0)) y (z, f(z)). Ademas, observamos que
este cociente no es mas que la tangente del angulo que forma la recta tangente con el
eje X y, por lo tanto, el que determina la pendiente de esta recta, tal como pretende

ilustrar esta segunda imagen:

flx)

4

flen)

flz)

7 = :

Esto significa que, cuanto mas cerca estd un punto = de xp, méas cerca esta la recta
que pasa por (zo, f (z0)) y (z, f(z)) de la recta tangente a la funcién en zg. Por lo
tanto, estas rectas coinciden en el limite. Esto explica por qué el limite del cociente
indicado tiene que ser la pendiente de la recta tangente en el punto (xo, f (z0)) ¥, de
aqui, la coincidencia con la definicion de la derivada de la funcién en el punto zg.

De acuerdo con esta situacién geométrica, esta pendiente no es mas que la tangente
del angulo «, angulo al que tiende el angulo 8 a medida que se aproxima a xg. En

definitiva:

f’(mo) = tan(a)

donde « es el dngulo que hay entre el eje X y la recta tangente a la funcién en el

punto xo.
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11.1.2. Calculo

La derivada de una funcién en un punto xg de su dominio puede calcularse aplicando
la definicién de derivada de una funcién en el punto xo en cuestion:
xo) — f(x
f/(330): lim f( 0) f( )
T—>T To— T

Veamos algunos ejemplos concretos:

Ejemplo. Calculo de la derivada de una funcién constante.
Sea la funcién constante
f(z) =3
Calculamos su derivada en el punto zg = 2 aplicando la definicion de derivada

de una funcién en este punto:

o) _
F@)-f@) 373 = lim0=0
2—x -2 2 -1 =22 -z =2

f(2) = lim
r—2
de donde resulta

f(2)=0

De hecho, de acuerdo con este procedimiento, se puede ver que la derivada de esta
funcion, f(z) =3, en cualquier punto xg es siempre f'(xq) = 0.
En general, la derivada de una funcién constante f(z) = a, a € R en cualquier punto

xo es siempre f'(xq) = 0.

Ejemplo. Calculo de la derivada de una funcién lineal.
Sea la funcion lineal
f@) ==
Calculamos su derivada en el punto x = 3 aplicando la definicién de derivada
de una funcién en este punto:
fG) = F@) 322 g g
33—z >33 —-—x x-3

f'(3) = lim
x—3
de donde resulta

F(3)=1

De hecho, de acuerdo con este procedimiento, se puede ver como la derivada de la

funcién f(z) = 2 en cualquier punto o es siempre f'(zo) = 1.

Los grandes creadores del calculo @

diferencial fueron el inglés Isaac
Newton (1642-1727) y el aleman
Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). De forma diferente e
independiente, sistematizaron y
generalizaron ideas y
procedimientos que habian sido
abordados con éxito parcial desde
la antigiiedad.
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Ejemplo. Calculo de la derivada de una funcién cuadratica.
Sea la funcién cuadratica
2
f@)=x
Calculamos su derivada en el punto x = 6 aplicando la definicién de derivada

de una funcién en este punto:

1©) = f() 6o
6-x

’ .
=l
f(6) acl—>n% z—6 6—x

Sabemos que 62 — % = (6 — x)(6 + z), y por lo tanto

2
7'(6) :glci_)rré6_—z -l = = lim (6 +) = 6+6 = 12
de donde resulta

f'(6) =12

De hecho, de acuerdo con este procedimiento, se puede ver como la derivada de esta

funcion, f(z) = z°, en cualquier punto zg es siempre f'(xg) = 2x0.

Ejemplo. Calculo de la derivada de una funcién polinémica de grado 3.
Sea la funci6n
f(@)=a"
Calculamos su derivada en el punto x = 4 aplicando la definicién de derivada
de una funcién en este punto:

3 3

4-—x T o544z

Sabemos que 4° — 22 = (4 - ) (42 +4z + ac2), y por lo tanto

) B (4-2)(£P+az+a?)
f(4) = lim —— = lim
x4 4-—x x4 4-z

= lim (4> +4z+2”) = 347 = 48
xr—

de donde resulta

f'(4) =48

De hecho, de acuerdo con este procedimiento, se puede ver como la derivada de esta

funcion, f(z) = 23, en cualquier punto zo es siempre ' (x0) = 323

11.2. Derivada de una funcién
11.2.1. Definicién e interpretacién

Al calcular la derivada de una funcién f(z), se obtiene una nueva funcién en todos
los puntos de su dominio.

Esta nueva funcién se llama funcién derivada de f(z), se designa por f'(z) y hace
corresponder a cada punto del dominio el valor de la derivada de la funcién f en este
punto.

El proceso de encontrar la funcion derivada de una funcién dada se denomina derivar
la funcioén.

Parece razonable que, para derivar cualquier funcién, se tendria que calcular f’(x)

para todos los puntos de su dominio. En otras palabras, se tendria que calcular el

iQué es la derivada de una funcién?Q

La derivada de una funcién f es
aquella funcién que asocia a cada
valor la derivada de la funcién f.
Esta nueva funcién se designa por
f'. Aunque, teéricamente, se
tendria que calcular el limite que
conduce a la derivada para cada
punto, en la practica hay una tabla
con las funciones derivadas de las
principales funciones.




© FUOC o PID 00273914 294 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

limite que define la derivada en cada uno de los puntos de su dominio. Sin embargo,
este proceso es imposible. Ahora bien, el analisis de los limites que determinan la
derivada de la funcién en cualquier punto de su dominio para diferentes funciones
(de manera similar a como se ha hecho en el apartado anterior para diferentes mo-
nomios) permite determinar una relacion directa de las derivadas de las principales
funciones conocidas. Esta relacion se presenta en formato de tabla, que se muestra a

continuacion.

Tabla de funciones derivadas. Las derivadas de las funciones principales son:

Tabla de funciones derivadas
/(@) 7'(x) Ejemplos
k,keR 0 f(x)=3= f'(z)=0
@)=z = () =1
a-r,a€R a ,
9(z) = -4z = g'(z) = -4
SoneR | neat! f@)=at = f'(z) = 4a°
1
v NG
sin(z) cos(x)
cos(z) —sin(x)
_
tan(z) cos?(x)
1+ tan®(x)
a®,aeR a® -1n(a) f(@) =3 :>f,(x) =37 In(3)
g(x) =e* = g'(z) =€
1 f(x) = logg(z) = f'(x) = ; logs(e)
log, () 2 e @) = )= L
arcsin(z) !
1—22
arccos() -
1- 22
1
arctan(z) T2

Estudiamos un caso particular: el de la funcién cibica f(z) = 23 Empezamos por

dibujar la grafica:
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De acuerdo con esto, la derivada de esta funciéon en un punto cualquiera es igual a la
pendiente de la recta tangente de la funcién en el punto. Asi lo confirma la imagen que
hay a continuacién, en la cual se han trazado las tangentes a la funcién en diferentes

puntos de su dominio.

Al observar esta imagen notamos:

(a) La recta tangente en el punto (0,0) es una recta horizontal (casualmente el
mismo eje X) con pendiente 0. Este hecho permite afirmar que la derivada de la

funcién en el 0 es exactamente 0:
F(0)=0

(b) La derivada es la misma para valores con el mismo valor absoluto: las tangentes
a la funcién en los puntos P, de abcisa x = 0.7, y Q, de abcisa = = 0.7 tienen
la misma pendiente, es decir, f'(=0.7) = f'(0.7). Este hecho en particular indica
que en este caso la funcion derivada tiene que ser simétrica respecto al eje de

ordenadas.

. . 2 3
Analizadas las gréficas de la funcién f(x) = z° y las rectas tangentes en algunos
puntos de su dominio, comprobamos si estas caracteristicas se cumplen en la funcién

derivada que obtenemos mediante el uso de la tabla de las derivadas.

Segiin la tabla, la derivada de la funcién f(z) = z° es f'(z) = 3z°. Entonces, y como

confirmacién de lo que hemos observado anteriormente:
(a) f'(0)=3-0%=0;

(b) La funcién derivada 3z° es una funcién cuadratica sencilla de estudiar:
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e Es siempre positiva y, en particular, cumple
F(=0.7) =3-(=0.7)* = 3(0.7)% = f/(0.7) = 1.47 >0
e Tiene el vértice en el punto (0,0), y esto indica que es simétrica respecto al

eje Y y por tanto f'(z) = f'(~x).

11.2.2. Reglas de céalculo

La tabla de derivadas no permite calcular directamente la derivada de un polinomio,
por ejemplo. Ahora bien, hay una serie de reglas para la suma y resto, la multiplicacion
y divisién, la composicién y la potencia de funciones que se derivan de las reglas de
calculo de limites (puesto que la derivada no es mas que un limite) y posibilitan

calcular la derivada de un gran nimero de funciones. Veamos cualés son estas reglas:

e La derivada de la suma (y resta) de dos funciones es igual a la suma (resta)

de las derivadas de cada una de las funciones:

(f(2) £g(x))" = f'(x) x¢'(x)

Ejemplo. Derivada de una suma de funciones.
Sean f(z) = 2> y g(z) = 2. Tenemos que f'(z) = 327 y ¢'(z) = 2.
Entonces, la derivada de f(z) + g(z) es

(f(z) +g(z)) = f'(x) + ¢'(z) = 32" + 2

Ejemplo. Derivada de una resta de funciones.
Sean f(x) = z° y g(x) = 2°. Tenemos que f'(z) = 52* y ¢'(x) = 2a.
Entonces, la derivada de f(z) — g(z) es

(f(z) - g(z)) = f'(z) - ¢’ (z) = 52" - 22

e La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera
funcion multiplicada por la segunda funcion sin derivar mas el producto de la

primera funcion sin derivar por la derivada de la segunda funcion.

(f(2) g(2))" = f'(x) g(x) + f(2) - g' () ‘

Ejemplo. Derivada de un producto de funciones polinémicas
Consideramos h(z) = 3z° como el producto de f(z) = 3 por g(z) = z°.
La derivada de f(z) es f'(z) = 0 y la derivada de g(z) es ¢'(z) = 5z”.

Entonces, la derivada de h(z) es

B'(z) = f'(z)-g(z) + f(z)-¢'(x) =0- z® +3-52" = 152"

Deducimos de este ejemplo como la derivada de cualquier monomio es igual al

producto del coeficiente por la derivada de su parte literal.
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e La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada de la funcion
del numerador multiplicada por la funcién del denominador sin derivar menos el
producto de la funcién del numerador sin derivar por la derivada de la funcién del
denominador, todo esto dividido por el cuadrado de la funcién del denominador

sin derivar.

9(z) 9°(x)

K (z) = (f(x)) _f'(@) - g(2) - f(2) - 4'(2)

e La derivada de la composicion de dos funciones se calcula utilizando la regla
de la cadena, que consiste al multiplicar la derivada de la funcién que se aplica

en primer lugar por la derivada de la segunda funcién aplicada a la primera.

[(F(9(2)) = 1 (9(2)) -4 (2) |

0, equivalentemente,

(fog) () =(f 0g)(x) g ()
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e La derivada de una potencia de dos funciones se deduce de la regla de la
cadena:
Si f y g son dos funciones, consideramos la funcién potencia:
W) = ()"
Entonces, podemos considerar
In(h(x)) =10 (f(2)?®) = g(2) - In (f(x))
De esta manera se ha eliminado el exponente.
Derivamos los dos miembros de la igualdad usando la regla de la cadena y la regla
del producto de funciones. La derivada del término de la izquierda es
(n(h()))’ = 15 -1 (@)

Y la derivada del término de la derecha acontece
(9(z) -In(f(2))) = ¢'(z) I (f(x)) +
De esta manera, si igualamos las dos derivadas,

1 ’ /
s W) = @) W @) +

Si aislamos h'(7) a la izquierda, obtenemos finalmente

g(z) - f'(=)
f(x)

g(z) - f'(=)
f(x)

K = 1@ (o) m () L)
= 1D ()t () + I (@)
- @ (g (e - 29T

Ejemplo. Derivada de una composiciéon de funciones.

Sin(®) omo la potencia de f(z) =  elevada a g(z) =

Consideramos h(z) = z
sin(z).
De acuerdo con la definicién de las funciones, f y g, f'(z) = 1y ¢’ (z) = cos(z).
Entonces, la derivada de h(z) es

g(x)f'(x)

"(z) = 2)9® ' (z) - In (f(z s
K@ = 1" (s@ i)« L000)

(@) (Cos(x) ‘In(z) + #)

Con estas reglas y la tabla de derivadas, se puede derivar una gran cantidad de

funciones.

11.3. Aplicaciones de la derivada

Las aplicaciones de la derivada en el estudio de funciones son muy amplias. Compren-
den desde el célculo de ciertos elementos interesantes para trazar las graficas hasta
problemas de maximizacion o minimizaciéon (denominados también, de manera gene-
ral, problemas de extremos). Entre las muchas aplicaciones importantes que tiene la
derivada en el estudio de funciones, destacamos el hecho de identificar los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de una funcién, y los de concavidad y convexidad, im-
prescindibles a la hora de localizar los extremos (méximos y minimos) y los puntos
de inflexion. Proporcionar esta informacion es clave para representar graficamente

cualquier funcioén.
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11.3.1. Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Hemos visto que la derivada de la funcién en un punto es igual a la pendiente de
la recta tangente a la funcién en este punto. Veamos con algunos ejemplos la rela-
cion de la derivada con la monotonia de la funcion, es decir, con su crecimiento y

decrecimiento.

La imagen que hay a continuacién muestra la gréafica de una funciéon f(z), en la cual

se ha trazado la recta t tangente a la gréafica en el punto P de coordenadas (zo,yo).

Que t sea una recta tangente en el punto
P quiere decir que es una recta que corta : t
la grafica de la funcion en este punto P sin
atravesarla, solo apoyandose. La pendiente
de esta recta, tal como se ha visto antes, se L .

corresponde con la derivada de la funcion ;

i Qué relacién hay entre la derivada 9

de una funcién y su
crecimiento/decrecimiento?

La derivada de la funcién en un
punto es igual a la pendiente de la
recta tangente a la funcidén en este
punto. En consecuencia:

— Si una funcién es creciente en un
punto, la derivada de esta funcién
en el punto es positiva. Ademas,
cuanto mas rapidamente crece la
funcién mas grande es el valor de la
derivada en el punto.

— Si una funcién es decreciente en
un punto, la derivada de esta
funcién en el punto es negativa, y
cuanto mas rapidamente decrece la
funcién menor es el valor de la
derivada en el punto.

en este punto.

P‘s ] [ 1 15 2 :7/ 3

Consideramos ahora un segundo punto de la funcién f, Q de coordenadas (z1,y1),
donde trazamos la recta tangente ¢, tal como muestra la primera de las dos imégenes
de debajo. Al comparar la pendiente de esta nueva recta tangente g con la anterior
recta t, notamos que esta es superior al de la recta tangente t. Este hecho permite
asegurar que la derivada de la funcién f en xg es menor que la derivada de f en z7.
Ademaés, deducimos que en estos dos puntos, P y Q, la derivada tiene que ser positiva,
porque si la recta es creciente su pendiente es positiva. De acuerdo con este ejemplo,
podemos generalizar diciendo que siempre que la funcién sea creciente (como en estos
dos casos) la derivada seré& positiva porque la pendiente de la recta tangente lo es (ya

que es una recta creciente) y, ademas, se cumple 0 < f'(z0) < f'(21), si xo < x1.

Por otro lado, siempre que la funcién sea decreciente, la derivada sera negativa porque
la pendiente de la recta tangente lo es (puesto que es una recta decreciente), es decir,

f'(x2) < 0. Asi se visualiza en el caso de la recta tangente r a la funcion f en el punto

R = (z2,y2), que presenta la segunda de las dos imégenes anteriores.

De acuerdo con el que acabamos de observar, podemos concluir:
e Si una funcién es creciente en un punto, la derivada de esta funcién en este punto
es positiva. Ademas, cuanto més rapidamente crece la funcion, méas grande es el

valor de la derivada en el punto.

e Si una funcién es decreciente en un punto, la derivada de esta funcién en este
punto es negativa. Ademas, cuanto mas rapidamente decrece la funciéon, menor es

el valor de la derivada en el punto.
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Ejemplo. La derivada y los intervalos de crecimiento/decrecimiento de una
funcién.
Sea la funcion

f(z) =2® -3z +1
Su derivada es la funcién

f(z)=32"-3

Esta funcién es positiva en los intervalos (—oo,—1) y (1,+00) y negativa en el
intervalo (—1,1).

Este hecho permite decir:

f(z) es creciente en los intervalos (—oco,-1) y (1, +00).

f(x) es decreciente en el intervalo (-1,1).

Asi lo muestra la grafica de la funcién f(z):

11.3.2. Maximos y minimos de una funcién

Una de las aplicaciones més importantes de las derivadas es la investigacion de puntos

extremos (maximos y minimos) de una funcion.

Definiciones. Un méaximo un punto de una funcién la imagen del cual es méas
grande o igual que la imagen de cualquiera otro punto que es cercano a este punto.
Un minimo es un punto de una funcién la imagen del cual es menor o igual que
la imagen de cualquier punto que sea cercano a este punto. De acuerdo con estas

definiciones, dada una funcion f(z), se escribe

(z0, f(x0)) maximo de f(z) en el caso que, para todo = de un entorno de

zo0, f(x0) = f(x)

(z0, f(x0)) minimo de f(z) en el caso que, para todo = de un entorno de
z0, f(zo) < f()

Identificamos estos puntos destacados de una funcion en un ejemplo concreto. Coge-

mos, por ejemplo, el de la funciéon f(z) = 223 + 322 - 362. La grafica de esta funcion

es:

iCémo se localizan maximos y 9

minimos de una funcién usando la
derivada?

Una funcién f(z), tiene un maximo
en un punto xg si f'(z9) =0y
f"(z0) <0.

Una funcién tiene un minimo en
si f/(z0) =0y f"(20)>0.
También se pueden encontrar
maximos y minimos analizando el
signo de la derivada de f(z) en un
entorno del punto z.
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En esta grafica se han marcado dos punts de la funciéon, P y Q. Estos puntos cor-
responden respectivamente a un méaximo local (o relativo) y a un minimo local (o
relativo) de la funcién f(x). Usamos el término local (o relativo) porque hacemos
referencia a un méximo y un minimo en un entorno de los puntos extremos, pero no
a un méaximo y un minimo globales de la funcién, es decir, en todo su dominio.

En el caso del maximo, P, observamos que la funcién es creciente antes de llegar al
punto, mientras que la funcién es decreciente después del punto méaximo. Asi, antes
del méaximo la derivada de la funcion ha de ser positiva (si una funcioén es creciente, su
derivada es positiva), mientras que después del méaximo la derivada de la funciéon ha
de ser negativa (si una funcion es decreciente, su derivada es negativa). Por lo tanto,
concluimos que, en el punto maximo la derivada pasa de ser positiva a ser negati-
va y, por lo tanto, no queda ninguna otra posibilidad que la derivada de la funcién
en el maximo de coordenadas (Tmaz, f(Tmaz)) sea exactamente igual a 0, es decir,
' (xmaz) = 0.

En el caso de minimo, observamos que la funcién es decreciente antes de llegar en
su punto, mientras que la funcién es creciente después del punto minimo. Asi, an-
tes del minimo la derivada tiene que ser negativa (si una funcion es decreciente, su
derivada es negativa) y después del minimo tiene que ser positiva (si una funcion es
creciente, su derivada es positiva). Por lo tanto, en el punto minimo de coordenadas
(Tmin, f(Tmin)) la derivada pasa de ser negativa a positiva, y no queda otra posibi-
lidad que la derivada de la funcion en el minimo sea exactamente igual a 0, es decir,
f,(xmln) =0.

En definitiva, cuando un punto de una funcién es un maximo o un minimo, su derivada

en estos puntos se anula, es decir, es exactamente cero.

Este hecho es comprobable visualmente trazando simplemente las tangentes en estos
puntos extremos. Recuperamos la grafica de la funcion anterior f(z) = 223 + 322 - 362
en donde, ademés, trazamos las rectas tangentes a la funciéon en los puntos extremos:

en el maximo local P y en el minimo local Q.
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Tanto en el caso del maximo como en el del minimo, la recta tangente en ellos es
horizontal y, por lo tanto, con pendiente nula (es decir, igual a 0), y esto indica que

la derivada de la funcién es 0 en estos puntos.

Ejemplo. Localizacién de maximos y minimos de una funcion (I).
Sea la funcion

f(z) = 22> + 322 — 36
Su derivada es

#'(z) = 62° + 6z — 36
Resolvemos la ecuacién f'(z) = 0 y obtenemos las soluciones:

zi=—3 =2
Esto quiere decir que los extremos de la funcién estan en los puntos x = -3 y
x = 2. Méas concretamente, los puntos extremos de la funcién f(z) son
(=3,7(=3)) = (=3,81) y (2, f(2)) = (2,-44)

y esto confirma lo que habiamos observado con la grafica de la funcién.

Por lo tanto, es posible determinar si un punto es un extremo derivando la funcién
y resolviendo la ecuacién que resulta de igualar la derivada a 0. Ahora bien, ;se
puede saber cuando un extremo es un maximo o un minimo sin tener que
estudiar la grafica de la funcién?

Si. Solo hay que derivar la funcion otra vez.

Para calcular la segunda derivada de la funcion, f”, se utilizan las reglas de derivacion
habituales. Una vez calculada la segunda derivada de la funcién, hay que estudiar el
signo que toma al ser evaluada en el punto zg en cuestion. Entonces, la regla para
determinar si la funcién presenta un maximo o minimo en el punto xg de su dominio

es la siguiente:
e En f'(20) =0y f"(x0) <0 el punto (xo, f(z0)) es un méaximo de la funcién f.
e En f'(20) =0y f"(x0) >0 el punto (xo, f(z0)) es un minimo de la funcion f.

" : . 2t P
e En f"(z0) = 0 no se puede decir nada sobre si se trata de un maximo o un minimo.
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Otra manera para saber si una funcién f presenta un maximo o un minimo en un

punto (zo, f(zo)) es estudiar el crecimiento o decrecimiento de la funcién en un

entorno de zg. Asi, tenemos:

e En f'(xo) =0y si la derivada en este punto pasa de ser negativa a positiva, y por

lo tanto la funcién pasa de decreciente a creciente, (zg, f(z0)) es un minimo.

e En f'(x0) =0y sila derivada en este punto pasa de ser positiva a negativa, y por

lo tanto la funcién pasa de creciente a decreciente, (o, f(x0)) es un maximo.

f=)

-
flz)<n
S} decreciente

£iz) >0

|
|
I
i
U () exeriente
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Problemas de extremos. De acuerdo con las definiciones dadas, una de las aplica-

ciones de la derivada es la resolucion de problemas de maximizacién y minimizacién.

En este sentido, se dice que un problema es de maximos o minimos, o de maximizacion
o minimizacién, o en general un problema de extremos, cuando se quiere resolver
una situacion en la que una determinada magnitud, digamosle M, depende de otra
magnitud, digdmosle x, de manera que M = f(z), y se ha de encontrar un maximo o

un minimo de M.

En el caso de un problema de maximos, se trata de encontrar un maximo de f(x)
y, por lo tanto, se ha de buscar un punto zg tal que cumpla a la vez f'(x9) =0y
f"" (20) < 0. En cambio, en el caso de un problema de minimos, se trata de encontrar

un minimo de f(z) y, por lo tanto, un punto zo tal que cumpla a la vez f'(x¢) =0

y f”(xo) > 0.

En el apartado de problemas resueltos hay algunos ejemplos de estos tipos de proble-

mas resueltos a paso para ilustrar como se puede proceder en estos casos.

11.3.3. Concavidad y convexidad de una funcién

En los apartados anteriores se ha hablado de la relacién que hay entre la derivada de
una funcién y su monotonia, es decir, de los puntos del dominio en que la funcién es
creciente, constando o decreciente. En este apartado se hablara de la aplicaciéon de
la derivacion para estudiar la curvatura de una funcién, es decir, de los puntos del

dominio, en que una funcién es céoncava o convexa.

Las imagenes que hay a continuacién representan un fragmento de las graficas de
dos funciones f(z) y g(z). En cada una se ha marcado un punto concreto. En estos

puntos se ha trazado la recta tangente a la funcién correspondiente.

Funcién céncava Funcién convexa

—
En ambos casos, la tangente trazada es en un punto en que la funcion es creciente.

Asimismo, notamos que la situacion resultante no es la misma.

En el caso de la funcion f, la tangente en el punto P esta por encima de la funcion.
Por lo tanto, vemos que cerca del punto P la funcién f toma valores més pequefios
que los que toma la tangente, y se dice que la funcién es céoncava. Pero en el caso de
la funcion g la tangente en el punto Q esta por debajo de la funciéon. Por lo tanto, la

funcion g toma valores mas grandes que la tangente, y se dice que es convexa.

Para conocer en qué puntos de su dominio una funcién es céncava y en qué puntos

iQué relacién hay entre la
derivacion y la concavidad y
convexidad de una funcién?

Cuando una funcién cerca de un
punto es menor que la recta
tangente en este punto, se llama
que la funcién es céncava, mientras
que cuando la funcién es mayor que
la recta tangente, se llama que la
funcién es convexa. Una funcién es
céncava en aquellos puntos en que
su derivada segunda es negativa,
mientras que una funcién es
convexa en aquellos puntos en que
su derivada segunda es positiva.

o
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es convexa, es esencial estudiar la segunda derivada de la funcién, tal como veremos

con algunos ejemplos.

La imagen que hay a continuacién recupera la grafica de la funcién f(x) anterior que,
de acuerdo con las descripciones dadas, es una funcién céoncava. Junto con la funcion,

encontramos dibujada la recta tangente en diferentes puntos de su dominio:

Podemos observar que la pendiente de la recta tangente disminuye a medida que la
variable z toma valores mas grandes. Como sabemos, la pendiente de la recta tangente
a una funcién no es otra cosa que la derivada de la funcién. Por lo tanto, deducimos que
cuando la funcién es concava, la funcion derivada disminuye a medida que aumenta
la variable z. Esto quiere decir que cuando la funcién es céncava, la funcién derivada
es una funcion decreciente. A su vez, si la funcion derivada es decreciente, su derivada
(es decir, la derivada segunda de la funcién original) tiene que ser negativa. Por lo

tanto:

una funcion es concava en aquellos puntos en que su derivada se-

gunda es negativa.

De manera similar, deducimos la relaciéon entre la derivada segunda de una funcion
y su convexidad. La imagen que hay a continuaciéon muestra la grafica de la funciéon
g(z) que, de acuerdo con la descripcién anterior, es una funcién convexa. Junto con

la funcion, se ha trazado la recta tangente en diferentes puntos de su dominio.

Podemos observar que la pendiente de la recta tangente aumenta a medida que la
variable x toma valores mas grandes. Tal como se ha recordado antes, la pendiente
de la recta tangente a una funcién no es otra cosa que la derivada de la funcién. Por
lo tanto, deducimos que cuando la funcién es convexa, la funcién derivada aumenta
a medida que aumenta la variable x. Esto quiere decir que cuando la funcion es
convexa, la funcién derivada es una funcién creciente. A su vez, si la funcion derivada
es creciente, la derivada segunda de la funcién original tiene que ser positiva. Por lo

tanto:

una funcion es convexa en aquellos puntos en que su derivada se-

gunda es positiva.
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Analizamos ahora estos hechos con algin ejemplo concreto.

Ahora bien, qué pasa en el punto que

cambia la curvatura de una funcién,

;,como es el punto x = —% en el caso de -

la funcién f(z) = 22° + 32% - 362 del .

ejemplo? i

Si derivamos la funcién f(z) dos veces,

observamos que en x = —%, la segunda : S = Y A
derivada de la funcién se anula: “

f"(—%) = 12-(—%)+6=0

Por lo tanto, de acuerdo con las descripciones anteriores, no podemos decir que en
este punto del dominio x = —% la funcién f sea céncava o convexa. Ahora bien, si
estudiamos el comportamiento de la tangente en un entorno de este punto = = —%
notamos que a su izquierda la funcion es céncava, mientras que a la derecha la funciéon
es convexa. En otras palabras, a la izquierda de z = —% la tangente es més grande
que la funcién, mientras que a su derecha es més pequeiia que la funcién. Se trata
de un punto donde la funcién pasa de ser céncava a convexa. Los puntos en que la

funcién cambia de curvatura se denominan puntos de inflexién.
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Tal com veremos, una de las caracteristicas de los puntos de inflexién es que la segun-
da derivada de la funciéon se anula. Esto se debe al hecho que los puntos de inflexion
son aquellos puntos en donde la derivada de la funcién tiene algin maximo o minimo.
Si recuperamos el ejemplo anterior, solo hay que darse cuenta que cuando nos acer-
camos al punto de inflexion x = 7% la funcion f cada vez decrece mas rapidamente,
pero al pasar este punto la funcién empieza a decrecer mas lentamente. En general,
al acercarnos a un punto de inflexion la funcién cada vez crece (o decrece) méas ra-
pidamente, pero al sobrepasar el punto de inflexién la funcién empieza a crecer (o
decrecer) méas lentamente. Estos hechos indican justamente que donde hay un punto
de inflexién la derivada de la funciéon tiene un extremo. Por eso mismo, podemos en-

contrar los puntos de inflexién buscando ceros de la segunda derivada de la funcion.

Tal como acabamos de decir, si una funcién tiene un punto de inflexién en un punto
%0, la segunda derivada es f'(xg) = 0. Ahora bien, que la segunda derivada sea
cero en un punto no es condicion suficiente para que en este punto haya un punto de
inflexién. Nos tenemos que asegurar que la curvatura de la funcién cambia. Por eso, se
puede estudiar el comportamiento de la funcién a izquierda y derecha del punto o bien

. . . 4
considerar las derivadas de orden superior a f'. En este caso, se ha de tener en cuenta:

e Si la primera derivada (por encima de f”) que no se anula es de orden par, el

punto no es de inflexion.

. . . . " :
e Sila primera derivada (por encima de f"') que no se anula es de orden impar, el

punto es de inflexion.

En definitiva, para encontrar los intervalos de concavidad y convexidad de una fun-
cion, hay que encontrar en primer lugar los valores z de su dominio donde la segunda
derivada de la funcién se anula (es decir, resolver f(z) = 0) y los valores ¥ en donde
esta segunda derivada no existe, y estudiar posteriormente el signo de la segunda
derivada en ellos. En particular, si la segunda derivada cambia de signo en un entorno

de z, el punto (z, f(z)) es un punto de inflexién de la funcion f(z).

11.3.4. Representaciéon grafica de una funcién

Para trazar la grafica de una funcién, es necesario conocer diferentes aspectos de la
funcién, como el dominio o los cortes con los ejes. Entre estos aspectos también hay
que requieren el calculo de derivadas, como la monotonia (crecimiento y decrecimien-
to de la funcién), la ezistencia de extremos (méaximos y minimos de la funcién) o la
curvatura (concavidad y convexidad de la funcion). A continuaciéon veremos con mas
detalle cuales son estos aspectos titiles y mas importantes para el trazado (aproxima-
do) de la grafica de una funcion. Los ejemplificaremos con el estudio de la funcion

racional

3
@)= 5—

Los aspectos méas importantes para la representacion aproximada de una funcion son:

e Dominio. Los puntos en donde la funcién esta bien definida.

i Qué informacién hay que saber 9

para representar la grafica de una
funcién?

La informacién basica que se tiene
que buscar para representar una
funcién es: dominio, puntos de
corte con los ejes, posibles
simetrias, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, maximos y
minimos, intervalos de concavidad
y convexidad, puntos de inflexién y
comportamiento asintético. Vemos
que el calculo de derivadas
acontece una herramienta vital para
determinar estas informaciones.
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3

7
La funcién f(z) = P funcion racional. Por lo tanto, esta bien
2=
definida para todos los puntos que no anulen el denominador. Esto quiere

decir que su dominio son todos los z tales que z2 =1+ 0 = z # {~1,1}. Por
lo tanto, Dom (f) =R~ {-1,1}.

e Puntos de corte con los ejes. Los puntos de la grafica de la funcién del tipo

(0,(0)) y (,0).

Eje Y: 2 = 0: f(0) = _% =0 = punto P(0,0)
x3
2 -1

Por lo tanto, hay un tnico punto de corte con los ejes, que es el punto P(0,0).

Eje X: f(z) =0 < =02 =0sx=0

e Simetria. Determinar si se da alguna de las condiciones siguientes:

o Se dice que una funcién f(z) es par o simétrica respecto del eje Y si se

cumple f(-z) = f(x).

AN

o Se dice que una funcién f(z) es impar o simétrica respecto del origen si se

cumple f(-z) = —f(=).

Justo es decir que una funcién puede ser que no sea ni simétrica respecto del eje

Y ni simétrica respecto del origen.

La funcion del ejemplo es simétrica respecto del origen, ya que

(—117)3 —$3 $3
f(=e) = (-x)2-1 T¥2o1 a2-1 ~f(@)

e Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Los intervalos del dominio donde
la funcién crece, es constante o decrece. Se pueden determinar encontrando los
puntos donde se anulan la derivada de la funcién y estudiando el signo que toma

la derivada en ellos.
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)= Z20
(«? - 1)*

Para ver en qué puntos la derivada de la funcion es positiva o negativa, basta
con estudiar el signo del numerador, ya que el denominador es siempre positivo
por ser un cuadrado.

Calculamos los puntos en donde se anula el numerador. Teniendo en cuenta
2 - 32 = 2%(2% - 3), obtenemos los puntos z = 0, = /3 y « = —/3. Para
estudiar el signo de la derivada, también tenemos que tener en cuenta los
puntos en donde no esta definida. En este caso, x = +1.

Asi, pues, todos estos puntos nos dividen el dominio en seis intervalos en
donde la funciéon toma valores negativos y positivos. Veamos el signo de los

seis intervalos definidos en la imagen siguiente:

1 O ; 1 signo f'(x)
3 -1 0 1 /3

Por lo tanto, tenemos
f(x) es creciente en (—o0,—/3) y (\/3, +00)
f(x) es decreciente en (—/3,-1) U (=1,1) U (1,+/3).

e Extremos: maximos y minimos. Los puntos en que la funcién logra los valores
méximos y minimos. Se pueden encontrar estudiando el comportamiento de la

funcién en un entorno de los puntos donde se anula la derivada de la funcién.

La derivada de la funcién f

f(@) =

zt - 347 N 2% (2® - 3)
(z2-1)  (22-1)2

x=0,x=—\/§yaz=\/§

Al estudiar el comportamiento de la funcién en estos puntos, notamos:

se anula en

o Enz=0: 0€(-1,1) que es un intervalo en donde la funcién es decreciente.

Por lo tanto, en z = 0 no hay ni maximo ni minimo.

o En z = —/3: teniendo en cuenta los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to, vemos que en este punto la funciéon pasa de ser creciente a decreciente y
por lo tanto hay un maximo. El maximo es (—\/§, f(—\/g)) = (—\/g, —#)

o En z = \/3: a partir de los intervalos de crecimiento y decrecimiento ve-
mos que la funcién pasa de decreciente a creciente en este punto. Por lo
tanto, en = = \/3 hay un minimo y el punto minimo es (+\/§,f(+\/§)) =

(+\/§,+32£).

e Concavidad, convexidad y puntos de inflexién. Los intervalos del dominio
donde la funcién es concava o convexa y los puntos de inflexion. Se pueden deter-

minar encontrando los puntos donde se anula la segunda derivada de la funcién y
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donde esta derivada no esta definida y, a continuacion, estudiando el signo de la

segunda derivada en ellos.

Buscamos los punto en donde se anula la segunda derivada de la funcién y en

donde no esta definida: 3
f”(x)= 2 +63f3 -0
(z2-1)
La tdnica raiz del numerador es x = 0. Para el denominador, las raices son
= £1.
Hay que estudiar el signo de la f"(x) en las zonas que determinan estos puntos,

y por lo tanto en los intervalos (—oo0,—1), (=1,0), (0,1), (+1,+00). Y tenemos:

o f"(x) <0 para z € (~00,~1) y = € (0,+1). Por lo tanto, f(x) es concava en
(—o0,-1) U (0,1).

o f"(x) >0 para x € (=1,0) y z € (+1,+00). Por lo tanto, f(z) es convexa en
(-1,0) U (1, +00).

o f(0) =0y en x = 0 la funcién f pasa de convexa a céoncava. Por lo tanto,

en z = 0 hay un punto de inflexién (0, £(0)) = (0,0).

e Asintotas. Rectas (verticales, horizontales u oblicuas) a las cuales se aproxima
la curva de la grafica de la funcion. Para las verticales, se tienen que estudiar
los limites en los puntos que no pertenecen al dominio y, para las horizontales,
los limites cuando z tiende a +oo. Las asintotas oblicuas se suelen encontrar en
funciones racionales en las cuales el polinomio del numerador es de un grado

superior al del polinomio denominador.

o [Asintotas verticales| Se tienen que estudiar los limites en los puntos que no

pertenecen al dominio, que son x = -1y x = +1:
lim f(z)=-oc0 lim f(z)=+oc0
r—>-—1- -1+
lim f(z)=-o0 lim f(z) = +o0
r—>+1- r—+1+

Por lo tanto, las rectas z = =1 y = = 1 son asintotas verticales.

o [Asintotas horizontales| No tiene, ya que los limites de la funcién cuando x

tiende +oo son ambos infinitos y no tienden a ningan valor concreto.

o [Asintotas oblicuas] f(z) es una funcién racional tal que el grado de su po-

linomio numerador (3) es de un grado superior al de su polinomio denomi-
nador (2). Podemos encontrar la expresion de esta recta, que tiene que ser

de la forma y = mz + n, calculando los limites correspondientes:

3
m = lim f(z) = lim x =
T—00 T T—>00 I - (l‘2 - 1)

3
0= gt ) =) :JE&(J—_D“”) -0

Por lo tanto, la recta y = = es una asintota oblicua de la funcién f(z). Lo

1

comprobamos asi:

Jim (f(@)=2) =0y lim_(f()-2)=0
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e Grafica de la funcioén. Una vez identificados todos estos elementos, es posible

la grafica siguiente.

w

.__.,..%.__..._......_..
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Resumen

Derivaciéon de funciones '

’ Derivada de una funcién en un punto ‘

Definicién. La derivada de una funcién f en un punto o se indica por f'(xg) y se

define por este limite:

f’(xo) - lim f(z0) - f (=)

T ro— T

Si este limite no existe, se dice que la funcién f(z) no es derivable en xg.

Interpretacién. La derivada de una funcién f(x) en un punto zo de su dominio
coincide con la pendiente de la recta tangente de la funcién en este punto. Es decir,
f'(0) = tan(a)
donde « es el dngulo que hay entre el eje X y la recta tangente a la funcion en el

punto xg.

w=f{z)

Derivada de una funcién

Definicién. La derivada de una funcién f es aquella funcién que asocia a cada punto

x del dominio la derivada de esta funcion. La funcion derivada se designa por f'(z).

Tabla de derivadas. Las principales derivadas de funciones son:
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Tabla de derivadas
f(x) £ (=) Ejemplos
k,keZ 0 fz)=3=f'(z)=0
f@)=z=f'(z)=1
a-x,acR a 9(z) = 4z = ¢'(z) = -4
2" nel noan! f(@) =t = f(@) = da®
1
v NG
sin(z) cos(z)
cos(z) —sin(z)
1
tan(x) cos?(z)
1+ tan®(x)
f(2) =3 = /() =3 - In(3)
a®,aeR a® -1n(a) 9(z) = €% = g'(2) = €@
1 f(z) =logsg(z) = f'(z) = ilog:;(e)
1Oga(x) ; 'IOga(e) g(x) _ ln(z) - g/(x) _ %
. 1
arcsin(x) —
arccos(z) B
V1-a2
1
arctan(z) 52

’ Reglas de célculo ‘

Si f(z) y g(z) son dos funciones, la derivada de la suma (o resta) de las dos

funciones es

((f(@) 2 9(2)) = f'(2) £/ (2) |

e Sif(z)y g(x) son dos funciones, la derivada del producto de las dos funciones es

[(F()-9(2)) = '(2) - 9(x) + f(2) - ()

e Si f(x)y g(z) son dos funciones, la derivada del cociente de las dos funciones es

(f(r))'_ f'(@) g(x) - f(z) - g'(2)

B 9%(z)

g(x)

e Sif(x)y g(x) son dos funciones, la derivada de la composicion de las dos funciones

es

[(Fo9)(2) = (F(9(2))) = ' (9(x)) ¢/ ()

e Si f(z) y g(z) son dos funciones, para derivar la potencia de f elevada a g,

h(z) = f(2)?® hay que extraer en primer lugar el In de esta funcién:

In(h(2)) = In (£(2)°@) = g(=) - n (f())

Después se deriva esta segunda funcién aplicando la regla de la cadena:

") = fz (=) |+ 2) - In * g(az)f’(x)
¥ = 107 (5@ (1) + 2L
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Crecimiento y decrecimiento

Definiciones

e Funcidn creciente. Si una funcién f es creciente en un punto xg, su derivada en
. / .
este punto zq es positiva: f'(zg) > 0= f(x) es creciente en zg.
Ademaés, cuanto méas rapidamente crece la funcion, més grande es el valor de la

derivada en el punto.

e Funcidn decreciente. Si una funcién f es decreciente en un punto g, su derivada
en este punto xg es negativa: f'(20) <0 = f(x) es decreciente en x(.
Ademaés, cuanto mas rapidamente decrece la funciéon, més pequeilo es el valor de

la derivada en el punto.

Ejemplo

fla) <0

fUe) depreciente

Localizacion de extremos

Los extremos de una funcién son los puntos méaximos y puntos minimos que presenta

la funcion.

Definiciéon de extremos. Distinguimos dos tipos de extremos:
e Un méaximo de una funcién f es un punto de la funcién la imagen del cual es méas
grande o igual que la imagen de cualquier otro punto que es cercano al punto:

(z0, f(x0)) maximo de f(z) si Yz de un entorno de zg : f(zo) > f(z)

e Un minimo es un punto de la funcién la imagen del cual es menor o igual que la
imagen de cualquier otro punto que es cercano al punto:

(z0, f(x0)) minimo de f(z) si Yz de un entorno de zg : f(zo) < f(x)

Buasqueda de extremos. Hay dos formas de encontrar los maximos y minimos de
fx):
e Encontrar la primera y segunda derivadas de la funcién. Entonces:

(z0, f(x0)) maximo de f(z) si f'(z0) =0y f"(20) <0

(20, f(x0)) minimo de f(z) si f'(x0) =0y f"(z0) >0

e Encontrar la primera derivada y estudiar el comportamiento de la funcion. En-

tonces:
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(0, f(x0)) es maximo de f(z) en f'(x0) = 0, y la derivada en este punto pasa
de ser positiva a negativa.

(0, f(x0) es minimo de f(z) en f'(xp) = 0, y la derivada en este punto pasa de
ser negativa a positiva.

Ejemplo

i)

flx) <D

fla) =0

]
1
1
1
Flaizo !
flx) U f(2) ereciente

FiE) erociente decreciente

Problema de extremos. Se puede resolver una situaciéon en la cual una cierta

magnitud M depende de otra magnitud = de manera que M = f(z), y se ha de

encontrar el maximo o el minimo de esta funcién M. Se distinguen dos casos:

e En el caso de un problema de maximos, se trata de encontrar un maximo de f(x)
y, por lo tanto, se tiene que buscar un punto xo tal que f'(xg) = 0y, a la vez,
F"(z0) <0.

e En el caso de un problema de minimos, se trata de encontrar un minimo de f(x)
y, por lo tanto, se tiene que buscar punto zo tal que f'(xp) = 0y, a la vez,
F"(z0) > 0.

’ Concavidad y convexidad ‘

Definiciones
e Una funcién f(z) es convexa en un punto (zg,yo) cuando el valor de esta funcién
es mas grande que el valor de la tangente de la funcién en un entorno de este punto.

En este caso, f"(z9) > 0.

e Una funcién f es cédncava en un punto (zg,yo) cuando el valor de esta funcién
es més pequeiio que el valor de la tangente de la funcién en un entorno de este

punto. En este caso, " (zo) < 0.

e Un punto de inflexion de una funcién f es un punto en el que la funcion cambia

su curvatura, es decir, pasa de ser concava a convexa, o viceversa. En este caso,
r
' (zo) =0.

Ejemplos

Funcién céncava Funcién convexa
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Representacion grafica de una funcion

Para representar graficamente una funcion, hay que conocer cierta informacion. Ilus-

tramos esta informacion imprescindible con un ejemplo concreto:

Descripcién de los elementos para re-
presentar graficamente una funciéon f(z).

Ejemplo. Representar graficamente

3
f(@) =

xT

2 -1

Dominio

Puntos del eje X donde f(z) esta definida.

‘ Dom f=R~x{-1,1}

Puntos de corte con los ejes

Puntos del tipo (0, £(0)) y (z,0).

‘ Un tnico punto de corte, el (0,0)

Swimetria

Una funcion f es par o simétrica respecto
del eje Y cuando f(-z) = f(x).

Una funcién f es simétrica respecto del ori-
gen cuando f(-z) = —f(z).

Es simétrica respecto del origen:

_z)3 23
fe) - ) - 1)

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Signo de la derivada de la funcién:
e f(x) es creciente en f'(z) > 0.
o f(z) es decreciente en f'(z) <0.

Es creciente en (,oo,,\/g) U (\/§,+oo) y
decreciente en (—\/§, —l)u(—l, 1u (17 \/3)

Extremos: mdzimos y minimos

Cuando se anula la derivada de la funcién,
e zo maximo de f si f/(z9) =0y f"(z0) <

0. mo.
e xo minimo de f si f'(z0) =0y f"(z0) > (\/§7f(\/§)) = (\/37 ¥)) es minimo.
Q

(-V3,f(-V3)) = (—\/5,%‘/3) es maxi-

Puntos de inflexion

Cuando se anula la segunda derivada de la
funcioén, zo punto de inflexion en f”(z¢) =
0y f" cambia de signo en un entorno de
zo.

(0, f(0)) = (0,0) es un punto de inflexiéon

Intervalos de concavidad y convezidad

Signo de la segunda derivada de la funcién:
e f(z) convexa si f''(z) >0
e f(z) concava si f"/(x) <0

Es concava en (-1,0) y (1, 00).
Es convexa en (—oo0,-1) y (0,1).

Comportamie

nto asintdtico

Estudio de la existencia de asintotas verti-
cales, horizontales u oblicuas de la funcién.

z = -1y z =1 son asintotas verticales y
y = x es una asintota oblicua

Grifica
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Ejercicios resueltos

1. Estudia la derivabilidad de la funcién
_zlz -1
H@) = z+1
Solucién. En primer lugar, observamos que esta funcién no serd continua en z = -1, ya que
el denominador se anula en este punto. Si calculamos el limite de la funcién en este punto,
serd infinito. Si la funcion no es continua en x = —1, tampoco sera derivable en este punto.

En segundo lugar, nos fijamos en el valor absoluto del numerador y lo reescribimos como:

-1
Wig § 21
x +
f(z) = )
z(-z+1) 6 <l
x+1

De esta manera, detectamos que el punto en el que se unen las dos expresiones de la funcién
(z = 1) puede ser donde la funciéon no sea derivable. Para estudiar la derivabilidad de la

funcion en x = 1 aplicamos la definicion de derivada en este punto:
z(z-1)

— f(1 1
lim 7f(:r) ) = lim -2 - lim ==
z—1* z-1 z->1t -1 z-1tx+1 2
z(—z+1)
— f(1 — - 1
lim 7f(x) Q) - lim —2fl iy 2 - =
z—1" z-1 z—>1- -1 z->1" x + 1 2

Como los limites laterales en x = 1 no son iguales, la funcién tampoco es derivable en x = 1.
Por lo tanto, concluimos que f(z) es derivable para todos los reales menos para z = 1y
z=-1,0seaen R\ {-1,1}

2. Dada la funcién f(z) = 23 — 622 + 8z, consideramos la recta y = —z. Entonces, se
pide:

(a) ;En qué puntos la recta tangente a la funcién f(z) es paralela a la recta
dada?

(b) ;En qué punto la recta tangente a la funcién coincide exactamente con la
recta dada?

(¢) Determina la recta tangente a la funcién en el resto de puntos donde es
paralela a la recta dada (los puntos calculados en el apartado [a]).

Solucion:

(a) Para que la recta tangente sea paralela a la recta y = —z, la derivada de la funcién en

el punto tiene que ser igual a la pendiente de la recta, o sea, debemos imponer que
) =-1.
Si calculamos la derivada de f(z), obtenemos que f’(x) = 322 — 12z + 8. Solo nos queda
igualarla a —1 y resolver la ecuacién resultante 3z2 — 12z + 8 = —1. Aplicando la formula
para resolver ecuaciones de segundo grado obtenemos dos soluciones: x =1y « = 3. En
estos dos puntos, las rectas tangentes a la funcién seran paralelas a la recta y = —z.

(b) Para que la recta tangente coincida exactamente con la recta y = —z necessitamos que
la funcién y la recta tengan la misma imagen en el punto de tangencia. Por lo tanto,
calculamos f(1) =3y f(3) = -3. Por otro lado, nos fijamos que en z = 3, la recta dada
también tiene imagen y = —3. Por lo tanto, en = = 3 la recta tangente a la funcion serd
exactamente y = —x.

(¢) Nos queda calcular la recta tangente a la funcién en z = 1.
Sabemos que las rectas se pueden escribir de la forma y = ma+n, donde m es la pendiente
y n la ordenada en el origen. En este caso, por tratarse de la recta tangente en = =1, se
tiene que cumplir que m = f'(1). Por otro lado, hemos visto que f’(1) = —1. Por lo tanto,
m = —1. Finalmente, calculamos el valor de n. La recta y la funcién tienen un punto en
comun (1, f(1)) y, por lo tanto, 3 =(-1)-1+n = n =3+ 1 = 4. La recta tangente en
r=1serd y=-z+4.

3. La imagen muestra la grafica de la derivada, f'(z), de una funcién, f(z).

Contestad razonadamente estas preguntas sobre la funcién f(z):
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(a) A 2=0: jes f(z) creciente o decreciente?

(b) A z=35: jes f(z) creciente o decreciente?

(¢) ;Tiene f(z) algtn minimo?

(d) ;Tiene f(z) algiin maximo?

(e) Determinad los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
Solucion:

(a) A z =0:la derivada es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente en este punto.
(b) A z =3.5: la derivada es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en este punto.
(c) Si, en el punto x = 3, porque la derivada pasa de ser negativa a positiva.
(d

(e

Si, en el punto x = -1, porque la derivada pasa de ser positiva a negativa.

PN N

La funcion f(x) es decreciente en (-1, 3) porque la derivada es negativa en este intervalo,
y f(z) es creciente en el resto del dominio, es decir, en (—oo,-1) U (3,+00), porque es
en donde la derivada es positiva.

4. La grafica de una funcién f(z) es

Contestad razonadamente estas preguntas sobre la funcién derivada f'(z):
(a) ;Cual es el signo de la derivada, f/'(z), en =37 ;Y en z=-0.57
(b) ;Hay algtin punto en el que la derivada, f'(z), se anule?
(¢) Determinad el signo de la derivada, f'(z), en todos los puntos del dominio
de la funcién.
Solucién:

(a) En z = 3 la funcion derivada f’(z) es positiva porque la funcion f(z) es creciente en
este punto.
En z = -0.5 la funcion derivada f'(z) es negativa porque la funcion f(z) es decreciente
en este punto.

(b) Si, en los puntos z = -4 y = = 2, porque se encuentran, respectivamente, un maximo y
un minimo locales de la funcion f(z).

(¢) Laderivada f'(x) es negativa en (-4, 2) porque la funcién es decreciente en este intervalo.

La derivada f/(x) es positiva en (—oco,—4) U (2,+00) porque la funcién es creciente en
estos intervalos.

5. Para cada una de estas tres funciones,

z2 2x .
f(zx) = > g(z) = —— h(a:)=:c‘5—3a:+2

4-z In(z)

determinad:

(a) el dominio de cada una,

(b) los puntos de corte con los ejes,

(¢) los correspondientes maximos y minimos,

(d) los puntos de inflexion,

(e) los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
(f) los intervalos de concavidad y convexidad,
(g) las asintotas,

(h) su grafica.

Soluciones:

Estudio de la primera funcién:

8xz?

2

@ =5
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(a) Por ser f(z) una funcion racional, su dominio consta de todos los numeros excepto
aquellos que anulan el polinomio del denominador:

4-2%2=0=x={-2,+2}
Por lo tanto, Dom(f) =R~ {=2,+2} = (=00, -2) U (=2,2) U (2, +0).
(b) Cortes con los ejes:

Eje Y: f(0) = 0" 0 = el punto (0,0) .
. 872
Eje X: f(x) = =0= 2 =0 el punto (0,0).
4 -2
(¢) Para encontrar los maximos y minimos, derivamos la funcion y la igualamos a 0:
) 16z - (4 - 22) - 822 - (-2x) 64z 0
x) = = =
(4-22)? (4-22)?
Resolvemos la ecuacion y obtenemos una tinica posibilidad:
z=0
Calculamos la segunda derivada:
19222 + 256
1) = ==
(4-22)
Al evaluar la segunda derivada en z = 0, obtenemos que es positiva,
F(0)=4>0

lo cual informa que se trata de un minimo.
Por lo tanto, f(z) presenta Gnicamente un minimo, que es el punto (0, f(0)) = (0,0).

(d) No hay ningtn otro punto de inflexién porque no encontramos ningtin punto zo que
cumpla [ (z¢) = 0.

(e) Hay cuatro intervalos de crecimiento o decrecimiento, separados por los limites del do-
minio y por el minimo. Estudiamos el comportamiento de la funcién en cada uno de
estos cuatro intervalos evaluando la derivada en un punto interior en cada uno:

e De-oo0a-2: f(zx) <0= f(x) es decreciente.
e De-2a0: f(z)<0= f(z) es decreciente.

¢ DeOa2: f(z)>0= f(x) es creciente.

e De2a +oo: f(x)>0= f(x) es creciente.

(f) Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad, basta con estudiar el signo
de la segunda derivada de la funciéon entre los limites del dominio tnicamente, dado que
no hay ningtin punto de inflexién (en donde f”(z) =0):
¢ De-ooa-2:f"(x)<0= f(x) es concava
e De-2a+2: f"(z) >0= f(z) es convexa.

e De +2a +oo: f(z) <0= f(x) es concava.
(g) Tiene tres asintotas: dos verticales y una horizontal:

. Asintotas verticales: se tienen que estudiar los limites en los puntos que no perte-
necen al dominio, que son x = -2y z =+2:

lim f(xz)=-o0 lim f(z)=+o0
T—>=2" z—>-2%

lim f(z)=-o0 lim f(z)=+o0
T—>+27 T—>+2%

Por lo tanto, las rectas x = -2 y = +2 son asintotas verticales.
. Asintotas horizontales: se tienen que estudiar los limites de la funcién cuando =
tiende —oco y +oo:
lim f(z)=-8= lim f(z)
Tr—>—00 Tr—+oo
Por lo tanto, la recta y = —8 es una asintota horizontal de la funcion f

(h) La grafica de la funcion f es
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Estudio de la segunda funcién:
2x

)

g(z)

(a) Dominio:

Por ser g(z) una funcién con un logaritmo en el denominador, la funcién estd bien
definida para todos los nimeros mayores de 0 (ya que el logaritmo solo estd definido

para nameros positivos), excepto aquellos que anulan el denominador:

In(z)=0=>z=1
Por lo tanto, Dom(g) =Ry~ {1} =(0,1) u (1, +o0).

(b) Cortes con los ejes:

Eje Y: g(0) no se puede calcular, ya que = = 0 no pertenece al dominio. Por lo tanto, no

hay.
2x
Eje X: g(z) = ﬁ =0= 0, pero z = 0 no pertenece al dominio. Por lo tanto, no hay.
n(z
(c) Para encontrar los maximos y minimos, derivamos la funcion y la igualamos a 0:
§ (@) = 2In(z) -2
In?(z)
Resolvemos la ecuacion y obtenemos una tinica posibilidad:
r=e
Calculamos la segunda derivada:
§ () = _2-In(z) -4
z-1n®(x)

Al evaluar la segunda derivada en z = e, obtenemos que es positiva,

2
->0
e

lo cual informa que se trata de un minimo.

Por lo tanto, g(x) presenta tnicamente un minimo, que es el punto (e, g(e)) = (e, 2e).

(d) Para encontrar los puntos de inflexién, igualamos la segunda derivada a 0 y resolvemos

la ecuacién resultante: 9.1 4

g"(m):f%:Ozm:eQ

z-1n°(z)
Ademas,
") 2-In?(z) - 12
r)= —F——
g x2 - In?(z)
de donde resulta
g///(e2) +0

Por lo tanto, (2, g(e?)) = (e2,e?) es un punto de inflexion de g.

(e) Hay tres intervalos de crecimiento o decrecimiento, separados por los limites del dominio
y por el minimo. Estudiamos el comportamiento de la funcién en cada uno de estos tres

intervalos evaluando la derivada en un punto interior en cada uno:

¢ DeOal:g'(z) <0= g(x) es decreciente
e Delae:g'(z) <0= g(z) es decreciente
e Deea+oo: g'(z) >0 = g(z) es creciente

(f) Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad, se tiene que estudiar la
segunda derivada de la funcién entre los limites del dominio y el punto de inflexién:

e DeOal:g’(z)<0= f(x) es concava.
e Delace? g’(z)>0= g(x) es convexa.
o Dee?a+oo: g'(x) <0 = f(x) es concava.

(g) Tiene una asintota Gnicamente, que es vertical:

li =- li =
@z e g @ =

Por lo tanto, la recta z = 1 es una asintota vertical de la funcién g.

Ademas, notamos
lim f(x)=0
l‘io+ ( )

(h) La grafica de la funcién g es
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Estudio de la tercera funcion:
h(x) = a3 -3z +2
(a) Para ser h(x) una funci6n polinémica, su dominio consta de todos los nimeros reales.
Por lo tanto, Dom(h) = R.

(b) Cortes con los ejes:
Eje Y: h(0) =03 -3-0+2 =2 = el punto (0,2).
Eje X: h(z) =23 -32+2=0=x=-2y x = 1 = los puntos Q(-2,0) y (1,0).
(¢) Para encontrar los maximos y minimos, derivamos la funcion y la igualamos a 0:
h'(z)=32z2-3=0
Resolvemos la ecuacion y obtenemos dos posibilidades: z = -1y = = +1.
Calculamos la segunda derivada:

R (z) = 6z
La evaluamos en = -1 y = +1 y obtenemos:
R'(-1)=6-(-1)=-6<0y h"(+1)=6-1=6>0
Por lo tanto, h tiene un méaximo en (-1,h(-1)) = (-1,4) y un minimo en (1,h(1)) =
(1,0).
(d) Para encontrar los puntos de inflexion, igualamos la segunda derivada a 0 y resolvemos
la ecuacion resultante:
h'(z)=6x=0=>2=0
Ademas, h'’'(z) =6 + 0, Vz € R. Por lo tanto, el punto (0,h(0)) = (0,2) es un punto de
inflexion de h.

(e) Hay tres intervalos de crecimiento o decrecimiento, separados por los extremos encon-
trados (el maximo y el minimo). Estudiamos el comportamiento de la funcién en cada
uno de estos tres intervalos evaluando la derivada en un punto interior en cada uno de
ellos:

e De-ooa-1: h/(z) >0 = h(x) es creciente
e De-1al:h'(z)<0= h(x) es decreciente
e Dela +oo: h/(z) >0 = h(x) es creciente

(f) Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad, solo hay que estudiar la
segunda derivada de la funciéon antes y después del punto de inflexiéon (puesto que el
dominio son todos los reales):

e De-o0a0:h"(z)<0= h(x) es concava.
e De0a+oo: h'(z) >0 = h(x) es convexa.

(g) Esta funcién no tiene ninguna asintota

(h) La grafica de la funcién h es
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6. Con una pieza de cartulina de 10 dm de lado se quiere construir una caja
recortando piezas cuadradas de lado z en cada vértice del cuadrado. ;Qué valor
se ha de dar a x para que el volumen de la caja sea el maximo?

Soluciéon

Empezamos para representar graficamente la situacion que describe el enunciado del proble-
ma:

L=

Notamos que el volumen de la caja se corresponde con el volumen de un prisma rectangular.
Su valor se puede encontrar multiplicando anchura por longitud y por altura. Si sabemos,
ademas, que la cartulina tiene 10 dm de lado, el volumen del prisma es producto de la
expresion
V(z) = (10 - 22)? - & = 42® - 4022 + 100z
Asi, queda claro que el volumen de la caja depende del valor de x. Encontrada la funcién con
qué trabajar, se trata de encontrar un maximo en el intervalo(0,5) por simetria, puesto que
el corte en los extremos no puede superar 5 dm. En particular, notamos que el volumen de
la caja, tanto en 0 como en 5, es igual a 0:
V(0)=V(5)=0
Veamos, pues, si podemos encontrar el maximo en el interior de este intervalo. Por eso,
trataremos de encontrar un punto, zg € (0,5), que cumpla las condiciones de maximo, es
decir, que cumpla a la vez
V'(29) =0y V"'(x0) <0
Encontramos la derivada de la funcién y la igualamos a 0:
V/(z) = 122 - 80z + 100 = 4 - (322 - 20z + 25) = 0

Resolvemos la ecuacion obtenida aplicando la formula de resolucion para ecuaciones de se-
gundo grado y encontramos que se anulan en dos puntos:

20 +/400-300 20+10 {5 5}

T = = = 2
6 6 '3

El primer valor, z = 5, no est4 dentro del intervalo (0,5) considerado, y por lo tanto solo
podemos considerar el segundo resultado: x = g Para saber si en este punto hay un maximo o
un minimo de la funcién, tenemos que calcular la segunda derivada de la funcién y evaluarla
en este punto:

5 5
V"(z)=24x-80y V"|=])=24---80=-40<0
3 3

Por lo tanto, podemos concluir que en x = % ~ 1.66 hay un maximo de la funcion.

Esto quiere decir que, para que la nueva caja tenga el volumen méaximo posible, se tendran
que recortar cuadrados de aproximadamente 1.66 dm de lado. Entonces, el volumen de la
caja resultante, que serd maaximo, sera

2 202 2
v(§)=(10—2~§) E:(—0) 52990 2y 07 dm®
3 3/ 3 \3/) 3 21

7. Se quieren construir potes cilindricos (como los de las bebidas refrescantes) de
500 cm?® de volumen. ;Qué dimensiones (altura y didmetro de la base) se tienen
que dar a un envase de estas caracteristicas para que necesite la minima cantidad
de material?

Solucion

Distinguimos dos posibilidades en funcién de si el bote, que tiene que ser cilindrico, tiene una
una o dos tapes.
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Primer caso: pote con una tapa. Si consideramos que el pote, que es cilindrico, tiene una
Gnica tapa, el desarrollo plano que le corresponde es

h 7

Entonces, el material necesario para construirla tiene que tener una superficie de
S =2mrh + 72

El enunciado impone que el volumen del pote tiene que ser 500 cm?, y por lo tanto se ha de

cumplir
7r?h = 500
de donde, aislando h en funcion de r, resulta
o 50
wr2

Por lo tanto, la funcion S a estudiar, que dependera del radio r, acontece
500 1000
S(r)z27ﬂ'-(—)+7rr2: +ar?
wr2

r

Asi, se trata de encontrar un valor para r de manera que haga minimo el valor de S(r). Por
esto, sabemos que si 79 es el valor minimo de esta funcién, se cumple

S'(rg) =0y S"(rg) >0

Calculamos, pues, S’(r) e igualamos a 0:

1000
S'(r) =~ 5~ +2mr =0
1000
2r =
. T
277 = 1000

s /1000
r= 3/ ==
27
4
r=5~§/j~5.42
s

Por lo tanto, el radio tendria que medir aproximadamente 5,42 cm.
Encontrado el valor candidato a extremo, comprobamos si se trata realmente de un minimo
de la funcién y, por lo tanto, hace minimo el valor de la funcién:
2000
§"(r)= =5~ +2my 5"(5.42) ~ 18.85> 0
i

Confirmamos asi que al tomar r ~ 5.42 cm, la funciéon superficie S(r) toma un valor minimo,
que es igual a S(5.42) ~ 276.8 cm? aproximadamente.

Segundo caso: pote con dos tapas. Si se interpreta que el pote cilindrico tiene, como
las latas de refrescos, dos tapas y no solamente una, la funcién superficie tiene que incluir la
superficie de la otra tapa. Entonces, hay que trabajar con la funcion

S(r) =2nrh+2 (7rr2)
Al imponer la condicion que el volumen tiene que ser 500 cm?, la funcion en funcién del radio

r acontece
1000
S(r) = +2mr?
Entonces,
1000
S'(r) =~ +4nr =0
2
de donde resulta
1000
Anr = 3
1000
3= ==
4

3 /1000
r= —_—
47
2
r:5-3\’/j~4.3
s

Por lo tanto, el radio tendria que medir aproximadamente 4,3 cm.
Encontrado el valor candidato a extremo, comprobamos si se trata realmente de un minimo
de la funcién y, por lo tanto, hace minimo el valor de la funcién:
3000
S”(?') —

o +4my §"(4.3) ¥ 37750
=
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Confirmamos asi que al tomar r ~ 4.3 la funcién superficie S(r) toma un valor minimo, que
es igual a S(4.3) ~ 348.73 cm? aproximadament.

8. Al trasladar un espejo de 70 x 100 cm se ha roto por uno de los vértices. El
pedazo roto es un triangulo rectangulo de 6 x9 cm de lado, tal como se ve en la
figura. Calcula por dénde se tiene que cortar el espejo para obtener otro espejo
que también sea rectangular y que tenga el area mas grande posible.

S \\IE m

70cm

Solucion

Se trata de un problema de maximizacién, puesto que se presenta una situacion en que
tenemos que maximizar ciertas dimensiones de un objeto que podemos medir. En este caso,
en particular, el 4rea de un rectangulo correspondiente a un espejo.

Para resolver el problema, rehacemos graficamente la situaciéon planteada. Si nos fijamos bien
en esta representacion,

notamos que se trata de escoger las medidas = e y de manera que el area del rectangulo
punteado, que representa el nuevo rectangulo, sea la maxima posible.
De acuerdo con esta imagen, el 4rea del nuevo espejo es producto de la expresién:

(100 - y) - (70 - z)
Ahora bien, como que la expresion es producto de dos variables, se hace necesario en primer
lugar determinar una de las incégnitas en funcién de la otra. Ponemos, por ejemplo, y en
funcién de z. Este cambio se puede hacer gracias a las razones de semejanza entre tridngulos.

En particular, en este caso se tiene que cumplir
Yy 9

6-x 6
de donde podemos aislar y en funcién de z y, por lo tanto, podemos considerar

y==2(6-2)
Por lo tanto, al sustituir y en funcién de x, la funcién area a maximizar acontece
f(z) = (100- g (6 —:1:)) (70 - z)
f(x) = 6370 + 14z - 212

Ahora buscamos su derivada para encontrar un maximo. Por esto, calculamos la derivada de
la funcibén:

f(z)=14-3z
La igualamos a 0 y resolvemos la ecuacion resultante:

14
14—3:(:=0:>a:=§

Por lo tanto, el valor candidato es = = 1—34 ~ 4.67 cm.
Como que

f'(z)=-3<0, Va
nos encontramos, como buscdbamos, ante un méaximo.
De acuerdo con este valor de x, el valor correspondiente de y resulta

3 (6 14) _9
Y73 3)°
Por lo tanto, y de acuerdo con la imagen considerada, las medidas que hardn méaxima el
area del nuevo espejo serdn: 100 — 2 = 98 cm de largo por 70 — % = 196 5 65.33 cm de

ancho. Es decir, que se tendria que recortar el espejo de manera que tuviera 98 cm de largo y
aproximadamente 65.33 cm de ancho. Entonces, el area de este nuevo rectangulo recortado,
que serd maxima, serd de 98- % = 6402.7 cm?.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

9. Dada la funcién a trozos siguiente,
322 -2 siz<-1

f(z)= 1 si —l<z<l
3
4-x

siz>1

estudia su derivabilidad y escribe la expresion de la funcién derivada f'(z).

10. Calcula las derivadas de estas funciones:
(a) f(x) == sin(z)

(b) g(a) = 2

(c) h(z)=V3z2+2z+1

2z+1

(d) r(x) = @

(e) b(r) — e3z2—z—l

11. Encuentra las asintotas de las funciones siguientes:

r+1 2

z-1 90 = 5=

f(@)=a-
Soluciones

7. La expresion de la funciéon derivada es
6z siz e (—o0,-1)
f(z)=40 size(-1,+1)

m size(l,+o00)\ {4}

La funcién es derivable en todo su dominio menos en los puntos (-1,1) y (1,1) porque en
ellos no existe el limite que define la derivada de una funcién en un punto (los limites por

la izquierda y la derecha son diferentes).

8. Las derivadas, simplificadas al maximo, de las funciones son:

(a) f'(z) =sin(x) + - cos(x)

(b) QI(TI) = W

3z +1

V3z2+2z+1

2¢27+1 . In(z) -

In?(z)

(c) W' (x) =

e2z+1

(d) t'(2) =

(&) b'(z) = (6z — 1) 3" o1

9. Las asintotas son:

En el caso de f(x): una asintota vertical en z = 1 y una asintota oblicua en y = = + 1.
En el caso de g(x): dos asintotas verticales: x = -1 y = +1 y una asintota oblicua en

Y=z
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12. Integracién de funciones
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12.1. Integracién de una funcién
12.1.1. Nocién intuitiva

Dada una funcién f(x) es posible encontrar su derivada f'(z) usando la tabla de
derivadas y las reglas pertinentes. Esta transformacién sugiere una pregunta: dada
una funcion f(z), ;es posible encontrar una funcién F(x) cuya derivada sea la funcién
inicial f(z), es decir, F(z) tal que F'(z) = f(z)?

Por ejemplo, si sabemos que la derivada de una funcién F'(z) tiene la grafica siguiente,

,qué podemos decir sobre la funcién F(x)?

Vemos en primer lugar que la derivada se corresponde con la funcién constante 2. Por
lo tanto, sabemos que la funcién F'(z) podria ser 2z. Pero también podria ser 2z + 5
o, entre otras posibilidades, 2z — 8. Entonces podemos decir que la funcién F(x) sera

de la forma 2x + C, donde C puede ser cualquier nimero real.

Consideremos un segundo ejemplo: supongamos que el grafico siguiente nos muestra

la derivada de una funciéon F(z)



© FUOC o PID 00273914 327 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

4

En este caso, primero tenemos que encontrar la expresiéon de la derivada. Vemos que
la gréafica es una recta que pasa por los puntos (0,4) y (2,0) y por lo tanto podemos
deducir que su expresién algebraica es —2x + 4. Si pensamos en qué funciones tienen
esta derivada, tenemos por ejemplo 2%+ 4z, 2’ +4z-5o0 también, entre otras,
—22 + 4z — 8. Todas estas funciones tienen la misma derivada —2z + 4, y por lo tanto

en este caso deducimos que F(z) = —2?+dz+ C, donde C' sera cualquier niimero real.

Podemos pensar en ejemplos méis complicados. Dada la funciéon f(z) = 322 + 5,
;podemos encontrar una funcién, F(z), cuya derivada sea precisamente f(z)? En
este caso, se puede comprobar que la funcién F(x) = 2> + 5z tiene como derivada
F'(z) = f(x) = 32z + 5. ;Podriamos encontrar otra funcié que cumpliera la misma
condici6n? Notamos que la funcion G(z) = 2® + 52 + 3 también tiene como derivada
f(z). En general, toda funcién de la forma z> + 5z + C, donde C' es un niimero, tiene

la misma derivada, ya que la derivada de C siempre sera 0.

12.1.2. Definicién e interpretacién

Un proceso de este tipo se denomina integracién de la funciéon f(z), y la funcién re-
sultante se denomina primitiva de f(z). La integracién es, por lo tanto, la operacién

opuesta a la derivacién:

’si f(z) es la derivada de F(z), F(x) es una primitiva de f(z). ‘

Asi, podemos afirmar que toda funcion de la forma F(z) + C, donde C es un nimero,
también es una primitiva de f(z). El conjunto de todas las primitivas de una funcién
f(z) se denomina integral indefinida o simplemente integral de la funcién f(x).
Asi, por ejemplo, la integral de la funcion f(z) = 322 +5 es 23 +52+C (donde C es un
niimero real cualquiera), porque cualquier primitiva de la funcién f(z) se escribira de
esta manera. Es decir, la tnica diferencia entre una primitiva de esta funcion y otra

serd su término independiente.

Para expresar la integraciéon de una funcién, se utiliza un simbolo de integral f

antepuesto a la funcién integrando, y a continuacién el simbolo dz, denominado
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diferencial de z, que nos indica respecto de qué variable estamos integrando. Es

decir, la integral indefinida de una funcién f(z) se expresa asi:

/ f(z)dz

Asi, pues, el ejemplo anterior podemos expresarlo asi:

/(3x2+5)dx:m3+5m+0

12.1.3. Tabla de integrales inmediatas

Hay algunas integrales que se pueden obtener de manera inmediata si tenemos la
integral de la derivada de una funcién. En este caso, basta con conocer las reglas de
derivacion de funciones para calcular la integral deseada. Estas integrales se llaman

integrales inmediatas.

Presentamos una tabla de las integrales inmediatas mas usuales. Recordemos que C

denota un nimero real cualquiera.

Tabla de integrales inmediatas
() / f(z)dz Ejemplos
k constante k-z+C [ 3dx =3z +C
xn+1 3 1‘4
" sin# -1 +C fmdm:—JrC
n+1 4
2
/\/Edm: g(\/5)3+C
1
- In|z|+C
x
xr xT
a” ¢ ¢ f 3%dx = 3 +C
In(a) In(3)
f efdr=¢"+C
cos(x) sin(z) + C
sin(z) —cos(z) +C
1 .
arcsin(z) + C
1- a2
-1
arccos(z) + C
1 - a2
! tan(z) + C
arctan(z
1+ 22

12.1.4. Reglas de céalculo

El célculo de la primitiva de una funcién cualquiera no es tan sencillo como el de la

derivada, ya que las tinicas reglas inmediatas que se pueden aplicar son:

e La integral de la suma (o resta) de funciones es igual a la suma (o resta) de las

integrales de las funciones.
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[ U@ sg@Nda= [ f@)das [ ga)de

e La integral del producto de un nimero por una funcién es igual al producto del

nimero por la integral de la funcion.

/k'f(ac)dm:kr[f(x)dm

e Sig(x)= f f(z)dz, entonces ¢g'(x) = f(=).

e La regla de la cadena ((fog) = (f' og)-g') nos permite escribir

[ F(a@) g @)da = f(g(@)) +C

A partir de la tdltima regla podemos generalizar la tabla de integrales inmediatas

anterior a las integrales que se llaman a menudo integrales casi inmediatas.

Integrales casi inmediatas

Integral Ejemplos
n+l . 5
[ [f(2)]" - f (x)dx = 7[11(;:_‘_]1 +Csin+-1 [ [sin(:p)]4 -cos(z)dz = 7[8111(;)] +C
f(x) _ 20 -3 3 2
mdl’—lﬂ““(.@”"’c f mdl‘—lﬂ'ﬂ: —3$+13|+C

f EACY f(z)dx = J@ 4o

2 2
/ T2 (g | g)gp = A2 o

W@

m(a) €

f of@® f(x)dx =

422 +32-2

NOR

2
/ 542 (82 4 3)dw =

f £ () -sin(f(z))de = —cos(f(x)) + C

/ cos(z) sin(sin(z))dz = - cos(sin(z)) + C

f f'(x) - cos(f(x))dx = sin(f(z)) + C

f 6 - cos(6x — 2)dx = sin(6z —2) + C

(@)

de =arctan(f(z)) +C

1
[ mdaz = arctan(In(z)) + C

dx = arcsin(f(z)) + C

f f'(x)
1-(f(x))?

xT
[ L dr-= arcsin(e”) + C
1-(e%)2

12.1.5. Meétodos de integracion

En general, para calcular la integral de una funcion no es suficiente con conocer

las integrales inmediatas y las reglas de integracién que acabamos de ver, sino que

necesitaremos utilizar algunos métodos y técnicas que pueden ayudar en el calculo.

Con todo, no siempre es posible llegar a encontrar una expresion algebraica que

resuelva la integral planteada.

Veamos las dos técnicas mas utilizadas para calcular integrales no inmediatas. El

objectivo de los dos métodos es simplificar la integral para poderla calcular como una

integral inmediata o casi inmediata.
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Método de sustitucion (o de cambio de variable). Con este método se cambia
la variable de integracion por una funcién suya, con el objetivo de obtener una nueva
integral més simplificada que la primera. Veamos c6mo se aplica este método de forma

general.

Supongamos que queremos resolver la integral de f(z), o sea, queremos encontrar
una primitiva F'(z) (si esta existe). Es decir, buscamos que

[ f(2)dz = F(z) +C
Entonces, el punto de partida de este método consiste en considerar un cambio x =

g(t), en el que la funcion g(t) y su derivada g’(t) sean funciones continuas.

Con este cambio tenemos que F(z) = F(g(¢)). Por otro lado, de la defincion de
integral sabemos que F'(z) = f(z), asi que también tenemos que F'(g(t)) = f(g(t)).
Con todo esto, podemos derivar F(z) = F(g(t)) aplicando la regla de la cadena y

obtenemos
F'(z) = F'(g(t))-4'(t)

que utilizando las igualdades anteriores podemos reescribir como

f(x) = F'(x) = F'(g(t)) - 4'(t) = £(9(t)) - o' (1)
Finalmente, integramos ambos lados de la igualdad y obtenemos la férmula de lo que

se conoce como método de sustitucion

[ t@da= [ 16@)-g'(0)a

Podemos resumir la aplicacion de este método con los pasos siguientes:

1) Sustituimos x por u(t) y dz por u’'(t)dt

dz=u'(t)dt

[ f@yde S0 [ pu@) (e
x=u(t)
2) Resolvemos la nueva integral, que sera inmediata o casi inmediata.

f Flu(O)' ()dt = G(t) + C
3) Aislamos la variable ¢ de la igualdad z = u(t) y obtenemos ¢ = uil(x).

4) Deshacemos el cambio y obtenemos
f F@)de = Gu™ (2)) + C

Veamos unos cuantos ejemplos de cémo aplicar este método.

Ejemplo. Integracién por cambio de variable (1).

/ i dx
z—1

En este caso, no sabemos calcular directamente esta integral, pero observamos

que si tomamos t = \/x — 1 podemos aislar x de manera que obtenemos = = 1+¢2
y su derivada dx = 2tdt. Asi, si aplicamos este cambio nos queda

2

z 2 +1 % 3
dx:/ -2tdt:2[t+1dt:2 —+t]|+C
[~/9c—1 t ( ) (3 )

Finalmente, deshacemos el cambio (sustituimos ¢ = v/ — 1 en la solucién) y

tenemos

f \/%dx:Q((\/T)3+\/E)+C
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Observamos que en los dos primeros ejemplos los cambios de variable pueden ser

intuitivos si pensamos que la idea es simplificar las integrales. En cambio, en el dltimo

ejemplo el cambio de variable requiere alguna indicacién (o mucha practica).

Meétodo de integraciéon por partes. Este método se basa en la regla de la de-
rivacion del producto. Recordamos que si f y g son dos funciones, sabemos que la

derivada de su producto es

(F(2)-g(@)) = f'(2) - g(2) + f(2) - 4 (2)
Y, de hecho, podemos reescribir esta expresion de la forma
f(@) - () = (f(x) g(2)) - f'(x) - ()

Si ahora integramos en ambos términos de la igualdad, tenemos
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[ @ -d@]dr= [ (7)o@ - /() o)) de

Y, por tanto, de aqui obtenemos la formula de integracién por partes:

[ 5@ g @]de = (F@)-9@)) - [ [/'() - 9(@)] da

Esta férmula se tiene que aplicar cuando la integral del miembro de la derecha es
mas sencilla que la de la izquierda (por esto, esta dltima tiene que descomponerse en
el producto de dos funciones; una de estas, g'(x), tiene que ser la derivada de otra

funcién g, que, ademas, tiene que ser facil de encontrar).

Muchas veces, para simplificar la féormula de integracion por partes se utilizan las

variables u en lugar de f(z), y v en lugar de g(x), de manera que se escribe

/udv=uv—fvdu.

Normalmente, el orden en el que se elige la funcién u segin las funciones que ten-
gamos en la integral inicial es: funciones logaritmicas, funciones potencia, funciones

trigonomeétricas y, finalmente, funciones exponenciales.

Veamos unos cuantos ejemplos de este método de integracion.
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12.1.6. Integral definida. Regla de Barrow

Integral definida. La integral definida nace de la necesidad de calcular el area
cerrada por una funcién y el eje X en un cierto intervalo. Esta area se puede aproximar
sumando ciertos rectangulos, cuya base es constante y la altura es el valor de la funcion
en ciertos puntos elegidos convenientmente. El limite de este calculo cuando la base
de estos rectangulos tiende a 0 es igual a la integral definida de esta funcién en este

intervalo, es decir, el area que buscamos.

Veamoslo con un ejemplo y algunos graficos. Queremos calcular el area limitada por
la funcion f(z) = —1(2-6)(z-1)(z+3) y el eje X entre 2 y 5, tal y como se muestra

en la grafica siguiente:
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20

10

e

El area que cierra la grafica entre los puntos 2 y 5 (la parte en azul) se puede apro-
ximar por la suma del area de algunos rectangulos. Veamos en las graficas siguientes
dos ejemplos de formas de aproximar el drea como suma de rectingulos. (Aunque

presentamos solo dos ejemplos, hay otras formas de definir los rectangulos.)

En ambos casos, como en el otro, hemos dividido el intervalo [2,5] en 5 partes. Para
cada parte, hemos construido un rectangulo cuya altura coincide con la imagen del
primer punto de la base en la primera grafica y con la imagen del segundo punto de
la base en el caso de la segunda grafica.

De esta manera, las bases de todos los rectangulos son iguales: % = 0.6. Si nos
fijamos en el primer rectangulo verde, su altura es f(2) = —%(2—6)(2 -1)(2+3) =10
y, por tanto, su area es 0.6-10 = 6. En cambio, si miramos el primer rectangulo rojo,

la altura es f(2.6) = —%(2.6 -6)(2.6 -1)(2.6 +3) = 15.23 y, por tanto, su area es
0.6-15.23 =9.13

Si en lugar de 5 rectangulos hubiéramos dividido el intervalo en més partes, obten-

driamos una mejor aproximacién del area que queremos.
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Asi, en general, si queremos calcular el drea de una funcién f(z) en un intervalo (a,b),
dividimos este intervalo en n partes y sean zo, x1, ..., Tn los puntos resultantes,
donde zg = a y xn = b. Entonces, si construimos los rectangulos como en el ejemplo

de los rectangulos en verde, tenemos
n

Az f (@) (zis1 — 27)
i=0

Y, si lo hacemos como en el ejemplo de los rectangulos en rojo,

Az f(xiv1) - (Tiv1 — i)
i0

De hecho, el area que buscamos es exactamente igual a este limite:
n
A= lim > f(wi) - (wip1 - i)
(zir1-2:)—=0 ;2
es decir, el limite cuando la diferencia entre una z; y la siguiente tiende a 0, es decir,

cuando los rectangulos tienen una base tan pequeia como queramos y, por tanto,

tenemos infinitos rectangulos.

Este limite se escribe normalmente en forma de integral cuando la funciéon f(z) es
positiva:
b n
f f(@)de = lim > f (@) (i1 —25)
a (zir1—7:)—0 i=0
donde a y b se denominan limites de integracion. Esta expression recibe el nombre

de integral definida de extremos a y b.

Regla de Barrow. Se puede comprobar que tanto la integral definida como la
indefinida utilizan practicamente los mismos simbolos, con la diferencia de los limites
de integracion que utiliza la integral definida. Esto no es casual, porque la integral
definida se puede calcular a partir de una primitiva de la funcién. De hecho, el calculo

de la integral definida se facilita a partir de la Regla de Barrow

21‘10 es el simbolo de sumatorio e 0

indica que se tienen que sumar los
términos del sumatorio desde i =0
hasta i =n
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Si f(z) es una funcién continua en [a,b] y F(x) es una primitiva

cualquiera de f(z),

[ #@re = F) - F(a)

Fijémonos en que podemos elegir la primitiva que queramos, pero la elegiremos habi-
tualmente con C' = 0 porque es mas sencilla. Si eligiéramos cualquier otra, el resultado

seria exactamente el mismo, ya que estarian restando la C' y se cancelaria.

Ejemplo. Regla de Barrow.

Calculamos la integral

3.2
/ (22" + 3)dzx
1

Para calcular esta integral, tenemos que buscar una primitiva (tomaremos

C =0) y evaluarla en los extremos:

3 2 312 2 70
f (22% + 3)dx = —x3+3x] :(—33+3-3)—(-13+3-1):—
1 3 1 \3 3 3

En el momento de la definicién de la integral definida hemos supuesto a < b, pero

también podemos considerar el caso b < a. Entonces tendremos
b a
[ f(z)dz = —f f(x)dz.
a b
Por lo tanto, los limites de integracién pueden ser cualquiera.

Utilizando la regla de Barrow, podemos comprobar que las propiedades de la inte-
gral definida son muy parecidas a las reglas de calculo establecidas para la integral

indefinida.

. [abK-f(x)dx:K~fabf(x)dx

o [ U@ so@Nir= [ f@)rs [ o)

e Sean a, b, ¢ nameros arbitrarios
b c b
f f(z)dzr = / f(z)dz + / f(z)dz
a a C

A partir de la definicion de la integral definida, podemos calcular el area bajo una
funcion (positiva) en un intervalo. A continuacion profundizaremos en este tema, pero

veamos unos primeros ejemplos sencillos.

Para una funcién F(z) escribiremoso

F(a)]}
para denotar que la funcién F(x)
se evalua en b y en a y se restan
los resultados, o sea que es
equivalente a F'(b) — F(a).

El origen del simbolo integral es @

una S alargada, que indica que se
trata de un sumatorio, mientras
que el origen del simbolo
diferencial, dz, proviene del hecho
de que se trata de diferencias de
(si se toma la inicial de “diferencia”
juntamente con la z, resulta,
precisamente, dx).
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Observamos que, como que
calculamos areas, el resultado final
es en u2I en donde u puede ser m,
cm... dependiendo del contexto.
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12.2. Aplicaciones
12.2.1. Calculo de areas

Ya hemos visto que la integral definida nos permite calcular areas bajo la curva
definida por f(z) si f(x) es positiva. Ahora veremos los diferentes casos en los que
nos podemos encontrar. Recordemos siempre que el drea tiene que ser un valor positivo

(no puede ser nunca negativo, ya que es una medida).

Calculo area si f(z) > 0 en el intervalo [a,b]. Si f(z) es una funcién positiva
en el intervalo [a,b] (esta siempre por encima del eje X), el area que encierra esta

funcion y el eje X, dentro del intervalo [a,b)], es igual a

A= fa " H(@)dr

tal como se desprende de manera inmediata de la definicién de integral definida.

Calculo de 4area si f(z) < 0 en el intervalo [a,b]. Si f(x) es una funcién
negativa en el intervalo [a,b] (es siempre por debajo del eje X), el area que encierra

esta funcion y el eje X, dentro del intervalo [a,b], es igual a
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A:—[abf(x)dx

Ejemplo. Célculo de area en f(z) <0 a [a,b].
Calculamos el rea de la funcion f(z) = 2z° + 32% — 36z en el intervalo [1,3]:

Como vemos que la funcion es negativa en todo el intervalo [1,3], el area que
buscamos es 5
4 3 2
x 0 0
2432 362 | =78
473 2 |,

A=—/13f(m)d:c=— 2

Vemos, pues, que el area es 78u?

Observamos que si sabemos que la 0

funcién en el intervalo [a, b] esta

En los dos casos siempre por encima o por debajo
del eje X pero no sabemos cual de

los dos casos es, podemos
calcularlo como
A- |/bf(z)dz|
y asi obtendremaos siempre un valor
positivo. Esto nos sirve si la funcién

Calculo de area si f(z) cambia de signo en el intervalo [a, b].
anteriores hemos calculado el area de una funcién positiva o una funcién negativa en

estd siempre por encima o por

todo el intervalo [a,b]. En general, para encontrar el drea que se forma entre el eje
debajo del eje X.

X y cualquier funcién f(z), que toma valores positivos y negativos entre los limites
a y b, tenemos que encontrar las raices de la ecuacién f(z) = 0 que estédn dentro del

intervalo [a,b] y separar el intervalo [a,b] en subintervalos que tengan por extremos
estas raices.
Asi, si tenemos, por ejemplo, 3 raices z1, T2, x3 en el intervalo [a, b] tales z1 < x2 < T3,
el area que buscamos es

A= /ax1 f(z)dz +|/Z2 f(z)dz +|/a:3 f(z)dx +|Ljf(x)dx

Fijaos que el valor absoluto nos permite no tener que estudiar si la funcién esta por

encima o por debajo del eje X en cada uno de los intervalos.
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Ejemplo. Célculo de area si f(z) es positiva y negativa en [a,b].

Calculamos el area de la funcion f(z) = 22> + 322 — 36z en el intervalo [—4, 3]:

Primero calculamos las raices de f(z) = 0 y vemos que son 0 y aproximada-
mente —5.06 y 3.56. Nos fijamos que solo z = 0 esta dentro del intervalo [—4, 3].

Asi pues, el area que buscamos es

0 3 z z° z2 0
A = / d +f dof=l2- 2 +3. % _36. %
| [, f@as] 4| [ roraa] |2 w3 5 -36- 2 5
4 3 213
+l2- % 432 _36.2 | |=224+945=3185
4 3 2 |,

Por lo tanto, el drea vale 318.5u°.

Calculo de area entre dos curvas f(z) y g(z) en el intervalo [a,b]. En
este caso podemos aplicar los casos anteriores con una sola funcién considerando la
funcion diferencia f(z)— g(z). Exactamente igual que hemos hecho antes, tendremos
que separar los casos segin si la diferencia es siempre positiva, siempre negativa o
bien si cambia de signo dentro del intervalo [a,b] , y por lo tanto tendremos que
separar el intervalo [a, b] en los subintervalos correspondientes. Por lo tanto, tenemos
que empezar buscando las raices de f(z) — g(z) (0 sea que tenemos que resolver la
ecuacion f(z)—g(z) = 0) y ver si pertenecen al intervalo [a,b]. Hay que darse cuenta
de que hablamos del signo de la diferencia de las funciones, no de si las funciones

estan por encima o por debajo del eje X.

El cambio de signo de la diferencia de funciones se dara cuando cambie la funcion de

las dos que estan por encima.
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Calculo de area entre dos curvas f(z) y g(z). En este caso, a diferencia de los

anteriores, no nos limitamos al intervalo, y por lo tanto tendremos que estudiar los
puntos en donde se cortan las dos funciones para encontrar los limites de integracion.
Por lo tanto, tendremos que resolver la ecuacién f(z) = g(z) y calcular el area de

cada regién limitada entre dos puntos de corte seguidos.



© FUOC o PID 00273914 342 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria




© FUOC o PID 00273914 343 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

12.2.2. Calculo de volimenes

La interpretacion de una integral como suma de infinitos sumandos infinitamente

pequetios nos permite calcular areas y también volimenes.

Si f(x) es una funcién positiva en un intervalo [a,b], el calculo del volumen de la Un cuerpo o figura de revolucién es
la figura sélida que resulta de hacer
figura que se obtiene al girar sobre el eje X esta funcién, o sea que la figura de gi,:una cu,‘,a(:,hna (g:“mt,iz)

alrededor de una recta (eje de

revolucién que tiene por generatriz la funcién f(x) se puede calcular a partir de simetria).

una integral.

Queremos calcular, por ejemplo, el volumen del cuerpo de revolucién que se genera al
girar una funcion positiva f(z) en un intervalo [a, b] sobre el eje X, tal como muestra

esta grafica:
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Los planos perpendiculares al eje X dan lugar a secciones circulares del cuerpo de
revolucién. En particular, el plano que pasa por el punto z = b da lugar a una seccién

circular de radio f(z).

Por lo tanto, nos podemos mirar el cuerpo como formado por “rebanadas” en forma

de cilindro. En particular, estos cilindros tienen:

Base: 7 - [f(z)]?
Altura: dz

Volumen: - [ f(z)]%dx

Por lo tanto, si sumamos todos estos cilindros tendremos el volumen buscado:

ve [T l@Pa=x [ @) e

Observamos que ahora estamos
calculando volimenes, por lo tanto
el resultado sera en u®.
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Ejemplo. Célculo del volumen de un cuerpo de revolucién.

Il
|

En este segundo caso la funcion es f(z) = %x Si queremos calcular el volumen

del cono generado a partir de esta recta en el intervalo [0, 4] tenemos

V=WL4[f(w)]2dx=WA4(%w)2dx: W'T—Z]EZ?W

Por lo tanto, el volumen del cono propuesto es %ﬂ' w

A partir de este segundo ejemplo podemos generalizar el calculo del volumem de un
cono de altura h y radio de la base r. La generatriz f(z) tiene que cumplir

f0)=0 f(h)=r
¥, por lo tanto, la funcién lineal generatriz sera f(x) = % Para encontrar el volumen,

tenemos que integrar entre 0 a h:

h ho(rz)? ar? 3 4 ar? B3 1 o9
V= / 20 = f(f)dzi.f L
™ Jo G de=m oG] A= Gy | Sy T e

Finalmente, nos podemos encontrar en el caso de tener que calcular el volumen de una

figura de revolucion generada por el area encerrada por dos funciones, f(z) y g(z), en
el intervalo [a,b] donde f(z), g(z) > 0. En este caso, basta con calcular el volumen
de la figura de revolucién generada por f(z) y restarle el volumem de la figura de
revoluci6én generada por g(x). Afiadimos el valor absoluto porque no sabemos a priori

cuél de las dos funciones esta por encima. Entonces,

ver| [ [l <] [T [0@) - (o))
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Resumen

Integracion de funciones I

Integral indefinida I
La integracion es la operaciéon opuesta a la derivacion:

si f(z) es la derivada de F(z), entonces F/(x) es una primitiva de f(x).

Podemos afirmar que toda funcién de la forma F(z) + C (donde C es un nimero)
también es una primitiva de f(z). El conjunto de todas las primitivas de una funciéon

f(z) se denomina integral indefinida o, simplemente, integral de la funcion f(z).

Expresion. | Para expresar la integracion de una funcién, se utiliza el simbolo de

integral f antepuesto a la funciéon integrando, y a continuacién el simbolo dz, de-
nominado diferencial de x, que nos indica respecto de cuéal variable integramos. Por

lo tanto, la expresion de la integral indefinida de una funciéon f(z) es

/ f(z)dz

Tabla integrales inmediatas ‘

Tabla de integrales inmediatas

f(z) [ f(z)dz Ejemplos
k constante k-x+C f 3dx =3x+ C
xn+1 3 $4
2" sin# -1 +C /xdx:—+C’
n+1 5 4
[ VEdz=< (va)'+c
l Inx+C
x
a” 3%
" 2 _Lc f3””dx:—+c
In(a) In(3)

femdas:ez+C’

cos(x) sin(z) + C
sin(z) —cos(z) +C

! in(x) + C
—_— arcsin(x
V1- a2

-1
— arccos(z) + C
V1-z2

1

arctan(z) + C




© FUOC e PID_ 00273914

348 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Reglas de calculo. | El calculo de la primitiva de una funcién cualquiera no es tan

sencillo como el de la derivada, ya que las tnicas reglas inmediatas que se pueden

aplicar son:

e La integral de la suma (o resta) de funciones es igual a la suma (o resta) de las

integrales de las funciones.

[ U@ sg@Nda= [ f@)ias [ ga)de

e La integral del producto de un nimero por una funcién es igual al producto del

nimero por la integral de la funcion.

fk~f(a:)dmzk-ff(x)dx

e Sig(x)= / f(z)dz, entonces ¢'(x) = f(=).

e La regla de la cadena ((fog) = (f' og)-g') nos permite escribir

[ #a@)g @)z = f(g(x)) +C

A partir de la dltima regla podemos generalizar la tabla de integrales inmediatas

anterior a las integrales, que se llaman a menudo integrales casi inmediatas.

Integrales casi inmediatas

Integral

Ejemplos

]n+1

n+1

[ U@ e =V o

f[sin(a:)]4 -cos(x)dx = % +C

(=)
f(x)

dz =In|f(z)|+C

2r -3
/xidx:ln|x2—3z+12\+0
22 -3z +13

f @ f'(z)dx = RAC,

2 2
f SArP+3r-2 (8z +3)dx = GAe 3= | o

o)

f(@) ot -
[a ~f(m)dx—1n(a)+0

An? 4300 54xz+3z-2
f5 TS (8r + 3)dr = ——— + C
In(5)

/ £ (2) -sin(f(z))de = —cos(f(z)) + C

f cos(z) sin(sin(z))dx = - cos(sin(z)) + C

f f'(z) - cos(f(z))dz = sin(f(z)) + C

f 6 - cos(6x — 2)dx = sin(6x — 2) + C

(=)

Wd;c = arctan(f(z)) +C

1

dx = arctan(In(z)) + C

&dm = arcsin( f(x c
[ o7 (f(z)) +

T
/ L dr-= arcsin(e”) + C
1-(e*)?

’Método de sustitucion. ‘ Método para transformar una integral en una integral in-

mediata o casi inmediata mediante un cambio de variable. Los pasos a seguir son:
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1) Sustituimos = por u(t) y dx por v’ (t)dt:
[ f@ae 0L [ o)
2) Resolvemos la nueva integral:
[ Flu(®) (H)dt = G(t) + C

3) Aislamos la variable ¢ de la igualdad = = u(t) y obtenemos t = u™!(z).

4) Deshacemos el cambio y obtenemos

f F@)de = Gu™ (2)) + C

Método de integracion por partes.‘ Método para transformar una integral en una

integral inmediata o casi inmediata a partir de la regla de la derivacién del producto.
(f(z)-9(2)) = f'(2) - g(x) + f(z) - g'(z)

Si integramos a los dos lados y lo reescribimos, obtenemos

[ 5@ g @]de = (f@)-9) - [ [1'@)-9()]da

Integral definida '

La integral definida nace de la necesidad de calcular el area encerrada por una funcién

y el eje X en un cierto intervalo. Esta area se puede aproximar sumando ciertos
rectangulos cuya base sea constante y la altura el valor de la funcién en ciertos
puntos elegidos convenientemente. El limite de este calculo cuando la base de estos
rectangulos tiende a 0 es igual a la integral definida de esta funcién en este intervalo,

es decir, el area que buscamos.

El calculo de la integral definida se facilita a partir de la Regla de Barrow:

Si f(z) es una funcién continua en [a,b] y F(x) es una primitiva

cualquiera de f(z),

[ 1@y = p@) - F(a)

’ Célculo de areas

1) Calculo de 4rea entre f(z) y el eje X si f(z) >0 en el intervalo [a,b].

A= fabf(x)dx

2) Calculo de area f(z) y el eje X si f(z) <0 en el intervalo [a,b].

A:—fabf(m)d:c

De hecho, podemos unir los dos casos anteriores anadiendo un valor absoluto:

A= ‘fabf(x)dac
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3) Calculo de area f(z) y el eje X si f(z) cambia de signo en el intervalo

[a,b]. Asi, si tenemos, por ejemplo, 3 raices z1, z2, =3 en el intervalo [a,b] tales
que z1 < x2 < x3, el drea que buscamos es

Lwl f(z)dz [IQ f(z)dz + ‘/mjf(a:)d;r

1
4) Calculo de area entre dos curvas f(z) y g(z) en el intervalo [a, b]. Podemos

A= +

/m f(z)dz

T2

+ ‘

aplicar los casos anteriores con una sola funcion considerando la funcién diferencia
f(z)—g(z). Igual que hemos hecho antes, tendremos que separar los casos segtin si
la diferencia es siempre positiva, siempre negativa o bien si cambia de signo dentro
del intervalo [a,b], y en este caso tendremos que separar el intervalo [a,b] en
subintervalos cuyos extremos son los puntos en donde la diferencia de las funciones

cambia de signo.

5) Calculo de area entre dos curvas f(z) y g(z). En este caso, a diferencia de
los anteriores, no nos limita el intervalo, y por lo tanto tendremos que estudiar
los puntos en donde se cortan las dos funciones para encontrar los limites de inte-
gracion. Por lo tanto, tendremos que resolver la ecuacion f(x) = g(z) y calcular

el area de cada region limitada entre dos puntos de corte seguidos.

Célculo de Volﬁmenes.‘ Si f(z) es una funcién positiva en un intervalo [a,b], el

célculo del volumen de la figura que se obtiene al girar sobre el eje X esta funcién,
o sea que la figura de revolucién que tiene por generatriz la funcién f(z) se puede

calcular a partir de una integral.

v [T U@ Pe = [ ) e

En consecuencia, calcular el volumen de una figura de revoluciéon generada por el

area encerrada por dos funciones, f(z) y g(z), en el intervalo [a,b], de manera que

f(z), g(z) > 0.

ver| [T [t =x| [T [0 - (0@)?] ar
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Ejercicios resueltos

1. Calcular las integrales siguientes:

(@) fcos;(xz)dx
(b) /sinB(z)cos2(z)dx
(c) fI2€3Id$

Soluciones

(a) Empezamos haciendo un cambio de variable u = z? y, por lo tanto, du = 2zdx. Asi,
nuestra integral nos queda
1
—F——du
f 2 cos?(u)

Ahora solo hemos de recordar que la funcid que tenemos que integrar es justamente
la derivada de tan(u), y por lo tanto ya sabemos que el resultado de la integral es
tan(u) + C, Si deshacemos el cambio, tenemos que el resultado de la integral es
tan(z?)
2
(b) Antes de empezar a resolver la integral, utilizamos sin?(z) = 1 - cos?(z), por lo tanto la
integral nos queda

+C

[ sin(z) cos? (z) (1 - cos? (z) ) de

Ahora utilizamos el método de sustituciéon tomando u = cos(z) y, por lo tanto, du =
—sin(z)dz. Asi, obtenemos
5 3
u u
fuZ(u2—1)du: f(u4—u2)du: - §+C
Si ahora deshacemos el cambio, obtenemos
cos®(z) cos?(x)
5 3
(c) Para resolver esta integral, tendremos que aplicar la integracién por partes dos veces.
Tomamos u = 22 y, por tanto, du = 2zdz y dv = e3%dz y v = S e3%dx = %eg’z. Asfi, tenemos

1 2
f z2e3%dy = —z2e3* - 2 f ze3®dz
3 3

Volvemos a integrar por partes tomando u = x y, por lo tanto, du = dz y dv = €3%dx y
v=[e3%dx = %63“”. Asi, tenemos

1 1 1 1
/ ze3®dy = —ze3® - = f e3%dz = —ze’® - 237 1 O
3 3 3 9
Si ahora unimos los dos resultados, tenemos que la integral que buscamos es

1 2 2 1 2 2
—2%e3% - ZgedT 4 3T L 0= 637 [712 - —x+ 7] +C
3 9 27 3 9 27

+C

2. Calcular el area entre el eje X y la funcién f(z) = —42° + 323 - 322 + 42 + 3 en el
intervalo [-1,1].

Solucion

En primer lugar, siempre que podamos es bueno hacer la grafica de la funcién con la que
trabajamos y el drea que queremos calcular. En este caso tenemos la grafica siguiente:

Vemos que tenemos una raiz de f(x) = 0 dentro del intervalo [-1,1] y que tenemos trozos de
la funcion por encima y por debajo del eje X. Por lo tanto, empezamos buscando las raices de
f(z) =0y tenemos que son z = —0.5 (dentro del intervalo) y aproximadamente z = -1.264 y
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z = 1.1557 (fuera del intervalo). Por lo tanto, para calcular el 4rea que queremos, tendremos
que dividir el intervalo en dos subintervalos: [-1,-0.5] y [-0.5,1]. Y entonces el area que
buscamos sera

05 5 3 2 ! 5 3 2
A = Ul (425 + 32% - 322 + 4x + 3)da| + fo [-42® + 32° - 3¢ +4a:+3]dx‘
- -0.5
225 3zt 4 9 05 226 324 9 !
= -———+ — -z +22° + 3z +|-—+— —x" +22° + 3z
3 4 1 3 4 -0.5

59 315 187

64 64 32
Por lo tanto, el area es %uQ.

3. Calcular el volumen de la figura de revolucion obtenida al hacer girar sobre el
eje X una circunferencia de radio 2 de ecuacién

:132+y2:4

Solucién

En primer lugar tenemos que aislar la y de la expresién de la circunferencia. Fijaos que, de
hecho, basta con aislar y2, ya que la integral que nos permite calcular el volumen nos pide
f(z)2. Por lo tanto, obtenemos

y? =422

Y podemos calcular el volumen a partir de una integral

Vv = ﬂ[j(f(x))zdx:71'[22(4—332)dx=7r(4x—$—;)]:

:W(4.2_23j_(4,(_2)_ (—2)3))=?)2Ju3

3 3

Por lo tanto, el volumen sera %us.

4. Calcular el area encerrada entre las graficas de y=22-22+1y y=2+5.

Solucién
En primer lugar, tenemos que calcular los puntos en los que se cortan ambas funciones para
encontrar los limites de integracion:

:132—2x+1:z+5®x2—3x—4:0©x:4, z=-1

Los puntos en los que se cortan ambas funciones son, por lo tanto, (-1,4), (4,9). Ademas,
la recta siempre es mayor que la parabola en este intervalo. Por lo tanto, el area serd igual
a la integral definida de la recta entre ambos puntos menos la integral de la parabola entre
ambos puntos:
4 4 z3  3z? 125
f z+5—(12—2x+1)dz= f —x2+31+4dx:—§+7+4z]§1 —
-1 -1

. 5
Por lo tanto, el area es %uQ.

5. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el origen y delimita con la
grafica de f(z) = 23 dentro del primer cuadrante generando una area de 4u?.

Solucién
Como buscamos una recta que pasa por el origen esta es de la forma y = mz.
La primera cosa que tenemos que calcular son los limites de integracion, que seran los puntos
de corte entre f(x) =22 y la recta y = ma
_.3 2y _ _ -

mr=z"<z(m-z2°)=0<=z2=0 z=+/m
Por lo tanto, necesitamos que m > 0, y como sabemos que estan en el primer cuadrante,
tomamos solo la soluciéon x = /m y asi sabemos

vm 3 22 A" m? om? om?

4:f (mx —x°)de=|m— - — _— -
0 2 4 2 4

0
2

m
Por lo tanto, 4 = T y entonces m = +4, pero descartamos la solucién negativa y, por lo
tanto, tenemos y = 4.

6. Calcular el area delimitada por la grafica de f(z) = /7 y el eje X en el intervalo
[0,4].
Solucién
En este caso, la funciéon \/z es siempre positiva por lo tanto, el area que buscamos es
4 2 4 2 16
f Vzdz = 7\/:p3:| =-V43 = —.
0 3 o 3 3

Por lo tanto, el area es 1—36u2.
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Ejercicios para practicar con las soluciones

7. Calcular las integrales siguientes:

@ [ (3" -2 4 do- ) do
®) [o(@?+1)

(©) f x2x+1d$

@ [ Var—6ds

() [ 37 da

() / h%“dz

(&) [ sin(x) - cos(x)de

8. Utilizar el método de integracién por partes para calcular las integrales si-
guientes:

(a) f 2ze % dx
(b) f(:c+1)cos(2:c)dx
(©) f zlnzde
(d) f 22e%da

9. Calcular el area que se forma entre las graficas de las funciones f(z) = \/z y
g(z) =z entre =0y z = 1.

10. Calcular el area de la region delimitada por las parabolas y =22, y=2-22 y

la recta y =4.

11. Encontrar el volumen de la copa que engendra la regiéon comprendida entre
la grafica f(z)=+/z -1y el eje X en el intervalo [0,4].

Soluciones
34 23 2
7. (a) —z"—-z°+22° -4z +c
4 3
(b) (3&24—1)4 o
+
8
1
iln(x2+1)+C

—6)3
V(22 - 6) ‘C
3
3
(e) _5 .672z+1 +C
2
(Inz) .
2
(sinx)?
2
8. (a) 2ze ™ -2"+C
cos(2z) .

(&

+C

(b) (zgl)sin(Qm)+ c
(c) w2;” - %2 +C
(d) ex(1272x+2)+0

9. —u?

10. 8u?

4
11. —7u®
3
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