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9.1. La funcién exponencial

9.1.1.

La funcién exponencial de base a se define a partir de las potencias de ntmeros.

En general, si a es un nimero positivo, la funcién exponencial de base a se define

como a”.

Ejemplo.

Entonces,
9(0) = 3°

Definicién y ejemplo

Funcién exponencial de base 3.
g(z) =3"

=1,9(1)=3"=3,9(2)=3%=9, g(-1) =37" =

i Qué es una funcién exponencial? 9

Una funcién exponencial se define a
partir de las potencias de los
niimeros. Su expresién tiene la
forma a® , con a > 0.

Dom(a®) =R e Im (a®) =R*. Son
funciones siempre crecientes para

a > 1, decrecientes para a < 1. No
tienen ni maximos ni minimos.

Una de las funciones exponenciales esenciales es la que tiene como base el nimero

irracional e, cuyos primeros decimales son 2.71828182845904523 ... En este caso, la

funcién se denomina simplemente exponencial, sin especificar la base, y se escribe

exp (z) o simplemente e”.

9.1.2.

Grafica

Podemos deducir la forma general de la grafica de cualquier funcion exponencial a

partir de un ejemplo concreto.
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Al representar la grafica de una tabla de una funcién exponencial, por ejemplo, g(z) =

3% en el dominio [-3,2], se obtiene una gréfica de puntos con este aspecto:

o
25 )

°
ce0 9o 0°
-3 =25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

De la representacion anterior, no es complicado deducir que la grafica de la funciéon

exponencial de base 3 en el dominio [—3,2] se convierte en la siguiente:

A partir de la grafica se observa que cualquier valor de la funcion es siempre positivo,
lo que indica que la funcion es siempre positiva. Ademaés, se observa que la grafica pasa
por el punto (0,1). Estas son dos propiedades de todas las funciones exponenciales.
La primera, porque para cualquiera que sea el exponente, la potencia de base positiva
es siempre positiva. La segunda, porque cualquier nimero elevado a 0 es siempre 1.
Asi, en particular, la grafica de una funcion exponencial siempre queda por encima

del eje X.

9.1.3. Propiedades

De acuerdo con los hechos observados anteriormente, se cumplen ciertas propieda-
des para todas las funciones exponenciales. Si escribimos y = a®, con a > 0 estas

propiedades son:

e El dominio de cualquier funcion exponencial son todos los reales: R = (—o0, +00).
e La imagen de cualquier funciéon exponencial de base a # 1 es R* = (0, +00).

e La grafica de una funcion exponencial siempre pasa por el punto (0,1).

e Sila base a es mayor que 1 (a>1):
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o Si 1 < x2, a®' < a®?, es decir, la funcién crece al aumentar la variable. En
definitiva, la funcion es creciente. Ademas, el crecimiento es mayor cuanto mayor

es la base.

o Cuanto menor es el valor de la variable x, mas se acerca a 0 el valor de la imagen

y, a pesar de que no se llega a alcanzar nunca este valor.

e Sila base a es menor que 1 (a <1):

o Si 21 < x2, a”* > a”?, es decir, la funciéon decrece al aumentar la variable. En
definitiva, la funcién es decreciente. Ademas, el decrecimiento es mayor cuanto

menor es la base. base.

o Cuanto mayor es el valor de la variable x, mas se acerca a 0 el valor de la imagen

y, a pesar de que no llega nunca a alcanzar este valor.

e Silabasees 1 (a=1):la funcién es constante, puesto que 17 =1-...-1=1.
——
xr

Estas propiedades se observan en las graficas de cualquier funcién exponencial.

Identifiquémoslas en las siguientes:

La imagen de la izquierda muestra las graficas de 4”, 3%, 2% y (%)w Observad que, por
ser la base mayor que 1, son funciones crecientes, con un crecimiento mayor cuanto
mayor es la base. Ademas, notamos que, cuanto mas a la izquierda de, z = -1, por
ejemplo, el valor de las funciones se aproxima muy rapidamente 0, pero sin alcanzar
este valor.

La imagen de la derecha muestra las graficas de (%)z, (%)x, (%)x y (%)x Observad
que, por ser la base menor que 1, son funciones decrecientes, con un decrecimiento
mayor cuanto menor es la base. Ademas, notad que, cuanto més a la derecha de
x =1, por ejemplo, el valor de las funciones se aproxima muy rapidamente a 0, pero
sin lograr este valor.

3

Finalmente, observad que las graficas de 4%, 3%, 2¥ y (g)x y las gréficas de (i)x,

(%)aj, (%)m y (%)x son simétricas respecto al eje Y. Este hecho es debido a
1\
(a) =
a

La funcion exponencial es una de las funciones mas importantes por sus aplicaciones,
puesto que es capaz de describir una gran variedad de fenémenos, especialmente los de
crecimiento. Por eso es habitual que estas funciones también se denominen funciones
de crecimiento. En particular, se aplican a hechos tan importantes como el crecimi-

ento de una poblacién de bacterias en un laboratorio, el crecimiento demografico del
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ntmero de animales, la manera como decrece la materia radiactiva (crecimiento nega-
tivo), la razon por la que un obrero aprende un cierto proceso o la velocidad con que
una enfermedad contagiosa se disemina con el tiempo. Las funciones exponenciales
también son utiles para calcular el interés obtenido en una cuenta bancaria, puesto

que describen el aumento monetario a un interés compuesto.

9.2. El logaritmo
9.2.1. Definicién

El logaritmo de base a, con a > 0, de un nimero real positivo z, se calcula de la
siguiente manera:

log, x = log,(z) =y si x =a”
Por ejemplo, el logaritmo de base 2 de 8 es igual a 3 porque 23 = 8. Entonces, podemos

escribir

logy 8 = logy(8) = 3, porque 2° =8

En general, pues, se escribe log, para indicar precisamente esta operacion: el logaritmo

de base a.

Ejemplo. Logaritmos de bases
e Logaritmo de base 3 de 81: log(81) = 4 porque 3* = 81.
e Logaritmo de base 5 de 25: logs(25) = 2 porque 5% = 25.

e Logaritmo de base 7 de 49: log;(49) = 2 porque 72 = 49.

9.2.2. Propiedades

Las propiedades del logaritmo derivan de las propiedades de las potencias, debido a
la relacion que hay entre ambas operaciones. Asi, para un logaritmo de base a, log,,

se cumplen las propiedades siguientes sea cudal sea el valor de a > 0:

1) log,(a) =1y log,(1) =0

2) El logaritmo del producto es igual a la suma de logaritmos:

log, (z - y) = log,(x) +log,(y), para z,y >0

puesto que

lo8a @) log, (2) 41084 (y) _ 4108, (2)+log, (y)

=z-y=a
3) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo
de la base:
log,, (my) =y-log,(z), para x>0
puesto que
o8 (&) _ Ly _ (aloga(w))y = gVloga ()

4) El logaritmo de un cociente es el logaritmo del numerador menos el logaritmo del

denominador:

El origen del concepto de Iogaritmo@

estd en un problema de matematica
aplicada: la necesidad de simplificar
la tarea de los calculadores,
excesivamente complicada cuando
se trataba de realizar
multiplicaciones, divisiones e,
incluso, potencias o extracciones de
raices en problemas relacionados
inicialmente con la agrimensura y la
astronomia, especialmente cuando
tenia que aplicarse la navegacién.
Arquimedes ya tenia una idea
fundamental que generaria los
logaritmos. Pero no fue hasta John
Napier (siglo XV) que se aproveché
la idea lanzada por Arquimedes. Los
logaritmos fueron de gran ayuda
para el nacimiento de la fisica
matematica a finales del siglo xv.
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x
log,, (7) =log,(z) - log,(y), para z,y >0
Y
puesto que
x -1 -1
loga(;) = log, (z-y™") = log, () +log, (y7") = log, (=) - log, (v)

5) Es posible relacionar dos logaritmos de bases diferentes, a y b, con esta formula:

log, (%)

logy () = g (0) para = >0
a

puesto que si denominamos y = log,(z) y z = log; (), entonces z = a¥ = b*.
Ademas, dado que b = a'°8®®) podemos escribir x = a¥ = b* = (aloga(b))z =
= a*18() Ppor 1o tanto,

log, () =y = z-log, (b) = logy(x) - log, (b)

de donde se deduce la propiedad enunciada.

9.3. La funcién logaritmica
9.3.1. Definicién y ejemplos

La funcién logaritmica de base a, con a > 0y a # 1, es la funcién inversa de la

funcién exponencial de base a. Es decir,
y=log,(z) si z=a"
Dado que la funcién se define a partir de las propiedades del logaritmo, también se

denomina directamente funcién logaritmo.

Hay dos casos particulares en la notaciéon de esta funcion:

e Cuando la base es el nimero irracional e, se habla de logaritmo neperiano y se
escribe In. Es decir, se entiende In = log,.

e (Cuando la base es el nimero 10, se habla simplemente de logaritmo, sin especificar

la base, y se suele escribir simplemente log. Es decir, se entiende log = logy.

9.3.2. Gréafica

Podemos deducir la forma general de la grafica de cualquier funcién logaritmica a

partir de un ejemplo concreto.

Al representar graficamente una tabla de una funcién logaritmo, por ejemplo, la de

base 2 en el dominio (0, 8], se obtiene una grafica de puntos como esta:
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1 @
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°
0 &t 2 3 4 5 6 7 8
@
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-1 (&)
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iQué es una funcién logaritmica? 9

Una funcién logaritmica de base a
es la funcién inversa de una funcién
exponencial de base a. Su expresién
es de la forma log, (z) , donde
a>0. Dom (log,(z)) =R" e
Im(log, (x)) = R. Son funciones
siempre crecientes para a > 1y
decrecientes para a < 1. No tienen
ni maximos ni minimos.

John Napier (de ahi el calificativo @

de neperiano) nacié en 1550. En
1614 publicé Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, donde relaciona
una progresién geométrica con una
progresidn aritmética. La primera es
la progresién de las distancias
recorridas con velocidades
proporcionales a si mismas, y la
segunda, la progresién de las
distancias recorridas con velocidad
constante, donde estas distancias
son los “logaritmos” de las
primeras. La obra comprende una
tabla de logaritmos de senos, con
los angulos que varian de minuto en
minuto. En 1619 aparecié una
segunda obra, Mirifici
logarithmorum canonis constructio,
en la que el autor explica cémo
calcular los logaritmos.
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A partir de esta grafica puede deducirse la grafica de la funciéon. Asi, en este caso, la

grafica de la funcién logaritmo de base 2 en el dominio (0, 8] resulta

En la grafica se observa que la funcion se define inicamente para valores positivos,
pero su imagen abarca todos los valores reales. Ademés, observamos que la grafica de
la funcién pasa por el punto (1,0). Esto ocurre en todas las funciones logaritmicas
debido a que el logaritmo se define a partir de las potencias de los niimeros. En
particular, observad que la grafica de una funcién logaritmica siempre queda a la

derecha del eje Y.

9.3.3. Propiedades

De acuerdo con los hechos observados anteriormente, se cumplen ciertas propiedades
para las funciones logaritmicas. Si escribimos y = log,(z), con a > 0 y a # 1, estas

propiedades son las siguientes:

e El dominio de cualquier funcién logaritmica de base a es igual a R* = (0, +00),

puesto que corresponde a la imagen de la funcién exponencial de base a.

e La imagen de cualquier funcién logaritmica de base a es igual a todos los nimeros
reales: R = (—o0, +00), puesto que es el dominio de la funcién exponencial de base

a.
e La grafica de cualquier funcién logaritmica siempre pasa por el punto (1,0).
e Sila base a es mayor que 1 (a > 1):

o Si ) < w2, entonces log, (z1) < log, (z2), es decir, la funcién crece al aumentar
la variable. En definitiva, la funcion es creciente. Ademas, no hay limite para el
crecimiento de la funcién: cuando el valor de variable x aumenta, la imagen y

también aumenta. Este crecimiento es mayor cuanto menor es la base.

o Cuanto més cerca de 0 esta la variable z, menor es el valor de la imagen y; por

eso se dice que la funcion log, (z) tiende a —oo cuando la x tiende a 0.
e Sila base a es menor que 1 (a < 1):

o Sixy < w2, entonces log, (1) > log, (z2), es decir, la funcién decrece al aumen-
tar la variable. En definitiva, la funcion es decreciente. Ademés, no hay limite
para el decrecimiento de la funcién. Este decrecimiento es mayor cuanto mayor

es la base.
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o Cuanto més cerca de 0 esta la variable z, mayor es el valor de la imagen y; por

eso se dice que la funcion loge(x) tiende a +oo cuando la z tiende a 0.

Estas propiedades se observan en las graficas de cualquier funcién logaritmica.

Identifiquémoslas en las siguientes gréficas:

log,(x)

In(z)

logo()

log , ()

3 = log, (z)

La imagen de la izquierda muestra las graficas de las funciones logy (), In(z), log(x),
logsg (). Recordemos que In(z) es el logaritmo neperiano (de base e), y log(z) (sin
indicar la base) hace referencia al logaritmo de base 10. Observemos que, son funciones
crecientes porque la base es mayor que 1, con un crecimiento mayor cuanto menor es
la base. Ademas, vemos que cuanto maés a la izquierda de = = 1, por ejemplo, el valor
de las funciones decrece muy rapidamente, sin limite concreto.

La imagen de la derecha muestra las graficas de las funciones logaritmicas de bases
1 1
e’ 10
decrecientes porque la base es menor que 1, con un decrecimiento mayor cuanto mayor

inversas a las anteriores, es decir, de bases %, y 2—10. Observad que son funciones
es la base. Ademas, cuanto mas a la izquierda de = = 1, por ejemplo, el valor de las
funciones crece rapidamente, sin limite concreto.

Finalmente, vemos que las graficas log,(z) y log% (x) son simétricas respecto al eje
X. Esto es asi porque

log1 (z) = —log, (x)
z
Las funciones logaritmicas son importantes para estudiar fenomenos fisicos, por ejem-

plo, la descomposicién radiactiva.

9.4. Relacion entre las graficas exponencial y logaritmica

Hay una relacion estrecha entre las gréaficas de una funcién exponencial y de una
funcion logaritmica de la misma base, a causa de la definicion del logaritmo a partir

de las potencias de nimeros. Las deducimos a partir de algin ejemplo concreto.

Consideremos, por ejemplo, las graficas de la funcién logaritmo neperiano, In(z), y
de la funcién exponencial, e”, y comparémoslas. Recordad que la gréfica de cualquier
funcién se interpreta de izquierda a derecha y tiene que analizarse con precauciéon

porque siempre es aproximada y es posible no interpretarla correctamente.
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. 4] In(z)

Al representar las dos gréficas correspondientes a In(z) y ¢* conjuntamente, en el
dominio [-4, 4], por ejemplo, observamos que ambas funciones son simétricas respecto
a la recta y = x. Es decir, que si se dobla el papel con las dos funciones por la recta

y = x, ambas curvas coinciden después del plegado.

Esto también ocurre si las funciones tienen la base menor que 1. Por ejemplo, las

funciones exponencial y logaritmica de base %: (%)x y logi (z) en el dominio [—4,4]:
3

Como hemos anticipado, puede observarse que las funciones son también simétricas

respecto a la recta y = x.

Esto no solo es aplicable a estas funciones. De manera general, se tiene que si dos fun-
ciones cualesquiera son inversas una de la otra, sus graficas cumplen esta propiedad:
son simétricas respecto a la recta y = x. Esto es facil de explicar, ya que la inversa de
una funcién intercambia los papeles de la = y la y. Por lo tanto, la funcién inversa ha
de tener la misma forma que la funcién original, salvo que los ejes X y Y tienen que

intercambiarse.

9.5. Ecuaciones exponencial y logaritmica

Ecuacién exponencial. Es una ecuacion con funciones exponenciales.

Resolver este tipo de ecuaciones no es facil en general, y no hay ninguna férmula
de resoluciéon general. Lo que conviene en estos casos es agrupar al maximo y con-
venientemente las potencias que asi lo permitan para intentar sustituir la ecuacion
exponencial por una ecuacion lineal o cuadratica. Por eso es fundamental identificar y

aplicar las propiedades de las potencias. A continuacion hay algunos ejemplos de esto.

Un primer ejemplo de ecuacién exponencial de resolucion sencilla debido a la igualdad

entre las bases podria ser este:

i Qué es una ecuacion exponencial? 9

Es una ecuacién con funciones
exponenciales. Para resolver una
ecuacién exponencial, conviene
agrupar al maximo las potencias
para poder sustituir la ecuacién
exponencial por una ecuacién lineal
o cuadratica. Del mismo modo,
pueden resolverse sistemas de
ecuaciones exponenciales.
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Asimismo, la resoluciéon de ecuaciones exponenciales puede ser mas compleja, como

por ejemplo la siguiente:

Esto puede complicarse més. Es el caso de una ecuaciéon como esta:
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Del mismo modo, también pueden resolverse sistemas de ecuaciones exponenciales
convirtiéndolos en sistemas de ecuaciones lineales al manipular convenientemente las

potencias. Este es un ejemplo:

Ejemplo. Resoluciéon de sistema de ecuaciones exponenciales.

5% = 5Y.625
2% . 2Y = 256
Reescribimos la primera ecuacién de manera conveniente:
5°=5Y .5 = 5°7¥ = 5
Reescribimos también la segunda ecuacién de manera conveniente:
2%.9Y =28 = 97V = 98
El sistema original queda reducido a un sistema de ecuaciones lineales:
T-—y=4
rz+y=8
Al resolver este sistema, por ejemplo, por reduccion, obtenemos la solucion
(z,y) = (6,2)
Finalmente, comprobamos que la solucién obtenida satisface al sistema origi-

nal.

Ecuacién logaritmica. Es una ecuaciéon donde aparecen funciones logaritmicas.

Resolver este tipo de ecuaciones no es facil en general, y no hay ninguna férmu-
la general de resolucién. Lo que conviene en estos casos es agrupar al maximo y
convenientemente los logaritmos que lo permitan para intentar sustituir la ecuacién
logaritmica por una ecuacién lineal o cuadratica. Para ello, es fundamental identificar
y aplicar las propiedades de los logaritmos. Vedmoslo con la resolucién de algunos

ejemplos.

i Qué es una ecuacién logaritmica? 9

Es una ecuacién con funciones
logaritmicas. Para resolver una
ecuacién logaritmica, conviene
agrupar al maximo los logaritmos
para poder sustituir la ecuacién
logaritmica por una ecuacién lineal
o cuadratica. Del mismo modo,
pueden resolverse sistemas de
ecuaciones logaritmicas.
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También pueden resolverse sistemas de ecuaciones logaritmicas procediendo de mane-
ra similar, es decir, intentando siempre agrupar los logaritmos que lo permitan para
convertir las ecuaciones iniciales en ecuaciones lineales o cuadraticas. Un ejemplo de

sistema de ecuaciones logaritmicas podria ser el siguiente:
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Resumen

Funciones exponenciales y logaritmicas '

’ Funciones exponenciales ‘

Definicién. Una funcién exponencial de base a > 0 es la que se define a partir de las

potencias de los niimeros.

Expresién. y = a”, con a > 0.

Una de las funciones exponenciales mas importantes es la de base e ~ 2.71828182845904523.
Su expresion es y = e”.

Propiedades.

e Dominio: R = (-0, +00)

Imagen: R* = (0, +o0)
e No tienen ni maximos ni minimos.

e Pasan por el punto (0,1).

Graficas.
a>1 a<l
Funcion creciente Funcion decreciente
Cuando z tiende a —oo, la funcién tiende a 0. Cuando z tiende a —oo, la funcién tiende a +oo.

Cuando z tiende a +o0, la funcién tiende a +oo. | Cuando z tiende a +oo, la funciéon tiende a 0.

1 x
Las graficas de a” y (;) , para a > 0 cualquiera, son simétricas respecto al eje Y.

Definicién. El logaritmo de base a, con a > 0, de un nimero real x es

log,(z) =y siz=a"

Propiedades.

1) log,(a) =1y log,(1) =0.
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2) El logaritmo del producto es igual a la suma de logaritmos:

log, (z-y) =log,(z) +log,(y)

3) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo

de la base:
IOga (xy) =y IOga(m)

4) El logaritmo de un cociente es el logaritmo del numerador menos el logaritmo del

denominador:
T
oz, () = 1oga () ~ 02 (1)

5) Es posible relacionar dos logaritmos de diferentes bases, a y b, con esta formula:
log,, (z)

1Ogb(a’,) = log (b)

’ Funciones logaritmicas

Definicién. La funcién logaritmica de base a, con a >0y a # 1, es la funcién inversa

de la funcién exponencial de base a.

Expresién. y = log,(z) si z = a”.

Una de las funciones logaritmicas mas importantes es la de base e = 2.71828182845904523.
Su expresion es y = In(z).

Cuando la base de la funcién logaritmo es el nimero 10, se expresa simplemente

y = log(x).

Propiedades

e Dominio: R = (0, +00)

e Imagen: R = (—00,+00)

e No tienen ni maximos ni minimos.

e Pasan por el punto (1,0).

Graficas
a>1 a<l
Funcién creciente Funcién decreciente
Cuando z tiende a 0, la funcién tiende a —oo. Cuando z tiende a 0, la funciéon tiende a +oo.
Cuando z tiende a +o0, la funcion tiende a +o0. | Cuando x tiende a +oo, la funcion tiende a —oo.

log,(z)

In(z)

logyo(z)

logz(x)

-1 [} ( 2 3 4 5 6 7

log . ()

Las graficas de log, y logi, para a > 0 cualquiera, son simétricas respecto al eje X.
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Gréficas de las funciones exponenciales y logaritmicas ‘
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4 7
Las graficas de las funciones exponenciales y logaritmicas de la misma base son
simétricas respecto de la recta y = x.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Ecuacién exponencial. Es una ecuacién que incluye funciones exponenciales. Para
resolver una ecuacién exponencial, tienen que agruparse al maximo y de manera
conveniente las potencias para sustituir la ecuacidén exponencial por una ecuacion

lineal o cuadratica.

Del mismo modo, pueden resolverse sistemas de ecuaciones exponenciales convirtién-
dolos en sistemas de ecuaciones lineales. Esto se hace manipulando convenientemente

las potencias.

Ejemplo de ecuacidn Ejemplo de sistema
7% 4 7o 772 2 9793 5% = 5Y. 625
74777 4 72 7% = 2793 2%.29 =256

5% = 5Y.625 = 5% = 5Y . 5% = 5% 7Y = 54

77 (1+7+7%) = 2793
2% . 2Y = 256 = 2% . 2 = 28 = 2%*Y = 98

7% .57 = 2793 por lo tanto, se trata de resolver
e 2198 coy=4
57 r+y=8
7% = 72 de donde resultan
de donde resulta z=6yy=2
z=2 que también verifican el sistema original.

que también verifica la ecuacién original.

Ecuacién logaritmica. Es una ecuaciéon con funciones logaritmicas. Para resolver
una ecuacién logaritmica, tienen que agruparse al maximo y de manera conveniente los

logaritmos para sustituir la ecuacion logaritmica por una ecuacioén lineal o cuadréatica.
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Del mismo modo, pueden resolverse sistemas de ecuaciones logaritmicas convirtién-
dolos en sistemas de ecuaciones lineales. Esto se hace manipulando convenientemente

los logaritmos.

Ejemplo de ecuacidn Ejemplo de sistema
2log(x) — log(z — 16) = 2 T4y =65
log (3:2) —log(z —16) =2 log(z) +log(y) = 3
22 log(z) +log(y) =3 = log(z - y) = 3 = log(1000)
log ( . 16) =log(100) por lo tanto, se trata de resolver
2
100 T+y=65
z-16 2y = 1000
2% - 100z + 1600 = 0 de donde resultan
de donde resultan =40y y =250 bien x =25y y =40
que también vefi{:i(?a?lyelmsi:s‘fgma original que también verifican el sistema original.
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Ejercicios resueltos
1. Encontrad una funcién exponencial del tipo f(z) = a® que cumpla f(6) = 64.

Solucién:
Tiene que cumplirse f(6) = a% = 64. Sabemos 25 = 64. Entonces, una posibilidad es considerar
a = 2. Por lo tanto, una funcién exponencial que cumple la condicion que se pide es f(z) = 2%.

2. Determinad cual de estas funciones son crecientes y cuales decrecientes, y
ordenadlas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento. Justificad la respuesta.

f(x) =117 g(x) = 13%,h(z) = 0.1%,¢(x) = 0.37
Solucioén:

f(z) =11% y g(x) = 13% son crecientes, porque son funciones exponenciales y su base es
mayor que 1.

h(z) =0.1% y t(x) = 0.3% son decrecientes, porque son funciones exponenciales y su base
es menor que 1.

Para ordenar estas funciones exponenciales de mayor crecimiento a mayor decrecimiento,
hay que tener en cuenta que si la base es mayor que 1, el crecimiento de la funcién es mayor
cuanto mayor es la base. En cambio, si la base es menor que 1, el decrecimiento de la funcion
es mayor cuanto menor es la base. Por lo tanto, el orden tiene que ser este:

g(x) =137, f(z) = 117, t(x) = 0.3 y h(z) = 0.1"

3. Calculad estos logaritmos sin usar la calculadora:
(a) logy(32)
(b) logy(81)
(c) logs (5°)
(d) log; (V243)

Solucién:
Para encontrar el valor de estos logaritmos, hay que hacer tres cosas.
En primer lugar, conocer el valor de algunas potencias basicas, por ejemplo:

32=2%81=92y 243=3°
En segundo lugar, aplicar la suma de logaritmos para el logaritmo de un producto, en parti-
cular

log, (z") =log,(z ... ) =log,(x) +...log,(x) = n-log, ()
—
n veces n veces

Finalmente, recordar que log,(a) = 1.
De acuerdo con esto, se tiene:

(a) log,(32) =logy(2%) =5-logy(2) =5-1=5
(b) logg(81) = logg(92) = 2-logg(9) =2-1 =2
(c) logs(5%) = 3-logs(5) =3-1=3

)
)
)
(d) logs (\/ﬁ) =logs (243%) =logs (35)% =log, (3%) = g -log5(3) =

5.8
2 2

4. Encontrad una funcién logaritmica del tipo f(z) = log,(z) log.(xz) que cumpla
£(125) = 3.

Solucioén:
Tiene que cumplirse f(125) =log,(125) = log,, (53) = 3. Dada la definicion y las propiedades
de la funcién logaritmo, resulta
3 =log, (5%) = 3-log,(5) = 1 = log,(5)
que solo es posible si a = 5. Por lo tanto, la funcién logaritmica que tiene que considerarse es

f(@) = logs(x).

5. Determinad cual de estas funciones son crecientes y cuales decrecientes, y
ordenadlas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento. Justificad la respuesta.

f(z) =logg(z), g(x) =logy o (), h(x) = logy3(x),t(x) = logg 1 (z)
Solucioén:

f(z) =logs(x) y h(z) =log;5(z) son crecientes, porque son funciones logaritmicas y su
base es mayor que 1.

g(z) =logg o(x) y t(z) = logy 1 (x) son decrecientes, porque son funciones logaritmica y
su base es menor que 1.
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Para ordenar estas funciones logaritmicas de mayor crecimiento a mayor decrecimiento, hay
que tener en cuenta que si la base es mayor que 1, el crecimiento de la funcién es mayor
cuanto menor es la base. En cambio, si la base es menor que 1, el decrecimiento de la funcion
es mayor cuanto mayor es la base. Por lo tanto, el orden tiene que ser este:

f(z) =logg(x), h(z) = logy3(x), t(z) =logg 1 (x) y g(z) = logg o ()

6. Encontrad el valor de z que cumpla estas igualdades:
(a) logy(z) = 4

(b) log,(27) ==z

(c) log1(4) =x

(d) logg (\/E) =

Solucioén:

Para resolver estas igualdades, hay que aplicar la definicién del logaritmo, es decir,
y =log,(z) si z=a?

De acuerdo con esta definicion, tenemos:

N W

(a) 4 =logy(x) si x = 4% = 256 = = = 256
(b) log,(27) =z si27T=2"=>2=3

logy () =z sia=(L) =2 =-2, ] 4 =22
(c) og%()fmsn 7(5) =5 = T="2jaqued=

d) log3(\/§):gsi\/_:S%:\/?)?’ax:S?’:Z?

7. Resolved estas ecuaciones:
o 3% _5.3%=36
o 2log(10x) —log(12 - 4z) = 2

Solucion:

La primera ecuacién se puede resolver de manera casi directa, observando que se puede
interpretar como una ecuacién de segundo grado de incognita 3%. El segundo caso es una poco
mas complejo. Para poderla resolver como una ecuacién de segundo grado conviene, en primer
lugar, manipular las expresiones que contienen los logaritmos para asi poder eliminarlos y
resolver la ecuacién como una de segundo grado. Asi pues, observamos que la ecuaciéon a
resolver se puede reescribir como:

log(10022) - log(12 - 4z) = log(10?)

3% 5.3 =36 log (100z?) - log (12 - 4z) = log (10%)
Por la propiedad de una potencia de una po- | Por la propiedad del cociente de logaritmos,
tencia, reescribimos 2
) 100
2 ( & ) =log(10%)
(3%)*-5-3¥ =36 12 -4z
Agrupamos de manera conveniente: Por lo tanto, )
100z
©\2_ g an _ao_ =100
(3%)°-5-3"-36=0 12— 4z
Tomamos t = 3" y sustituimos en la ecuacién: Simplificamos:
2
t2-5t-36=0 T
s 12 -4z
Se trata de una ecuacién de segundo grado.
. > Operamos:
Podemos resolverla aplicando la férmula, y ob- 2
. z° =12 -4x
tenemos las soluciones
t=-4,t=9 Y ordenamos términos:
2
Deshacemos el cambio para encontrar los va- ¥ +4r-12=0
lores de z: Resolvemos aplicando la férmula por ecuacio-
3% =t = -4 = =22 no es posible por ser =22 un | pes de segundo grado y obtenemos las solucio-
valor negativo. nes
3% =t =9=23%2 = g = 2. Sustituimos = = 2 en
la ecuacion original y comprobamos que si es r=-6yz=2
solucién:
3%2-5.32=81-45=36

En el primer caso, es claro que las soluciones obtenidas son solucién de la ecuacién del
enunciado. En el segundo caso, al sustituir las posibles soluciones en la ecuacién del enunciado,
resulta que solo x = 2 cumple la igualdad, por lo tanto solo « = 2 es solucién de la segunda
ecuacion.
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8. Resolved estas ecuaciones:
e In(z)+In(z-1)=0
e log(z)-log (:E2) =log(7)

Solucion:

In(z) +In(x-1)=0

log(z) — log (1’2) =log(7)

Aplicamos la propiedad del producto de loga-
ritmos:
In(z-(x-1))=0

Aplicamos el exponencial y tenemos en cuenta
que el =1:

z-(x-1)=1
Operamos:

z2-x-1=0
Resolvemos la ecuacién de segundo grado y ob-
tenemos

1+ \/5
xTr =
2
Finalmente, comprobamos si las soluciones ob-
tenidas satisfacen la ecuacién original.

Aplicamos la propiedad del cociente de poten-
cias:

log (%) =log(7)

Por lo tanto, se trata de resolver

T
==
Ordenamos términos:
722 -z2=0
Y operamos:
z-(Tx-1)=0
de donde resulta
=0,z = l
7

Finalmente, comprobamos las posibles solucio-

nes en la ecuacion original: z = 0 no es posible;

en cambio, si que es solucién el valor x = %
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Ejercicios para practicar con las soluciones
9. Encontrad las funciones inversas de f(z)=e3® y g(z) = In(4z + 3).

10. Resolved las ecuaciones siguientes:

(a) 2171 — 26

1
b 5z+3 - =
(b) 577 =

(c) 3% —4.3%"1 = 27

(d) logs (42) =2

(e) logg(z+1) +logg (9-(z+1))=2
(£) 3logy(x) - 2log, (x) = 2

11. Una sustancia se desintegra siguiendo la funcién
D(t) =100-275

donde D es la cantidad (en gramos) de sustancia que hay al cabo de ¢ aflos. ;Qué
cantidad de sustancia tendra de aqui a 15 anos?

12. Para predecir el crecimiento de la poblacién de una ciudad, se utiliza la fun-
cién

P(t) = Py - 203t
donde P, representa la poblacién inicial y ¢ representa el tiempo (en afios). Si

la poblacién actual de la ciudad es 50.000 habitantes, ;cuanto tiempo (en afios)
tendra que pasar para que la poblacién se duplique?

Soluciones:
9. i (z)=1n (ré)
RO
10. (a) =7
(b) z=-4
(¢) x=1,2=2
(d) == %
(e) z=2
(f) =2

11. 12.5 gramos.
12. Cerca de 23.1 anos
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