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4.1. Definicion y aspectos generales

4.1.1.

Un polinomio de una sola variable o, para abreviar, un polinomio, es una expresiéon
algebraica con una tunica letra, llamada variable. Los términos de esta expresiéon son
el producto de un niimero por una potencia positiva de la variable, excepto en el caso

de un tnico término, que corresponde a la potencia 0 de la variable, y por eso solo

Definicion

consta de un numero. Este término se denomina término independiente.

Ejemplo. Polinomios.

Polinomio con variable a

3a — 424> + 5a - 2a + 2, cuyos términos son: 3a, —42a3, 5a, —2a, +2.

Polinomio con variable b

5b — 56b> + b — 17, cuyos términos son: 5b, —56b%, +b, —17.

iQué es un polinomio? Es una 9

expresién algebraica con una dnica
letra llamada variable. Los
elementos béasicos de un polinomio
son los términos. Cada término es
producto de un coeficiente y un
grado. Un polinomio con un solo
término se denomina monomio. Si
tiene dos términos se denomina
binomio.

Los polinomios pueden designarse mediante una letra. De este modo se evita escribir

todos los términos de un polinomio cada vez que quiere hacerse referencia a este. Esta

letra va seguida de la variable, entre paréntesis, del polinomio. Estos paréntesis no

tienen que confundirse con los paréntesis que contienen operaciones.
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Ejemplo. Nomenclatura.
Denominar p(x) al polinomio 523 — 422 + 5z — 1, significa que
p(z) =52° —42® + 52— 1
donde p representa el nombre del polinomio, y x entre paréntesis indica la

variable del polinomio.

Esta asignacién permite referirnos al polinomio p(z) sin necesidad de escribir todos
los términos que lo definen.
Cabe decir que la variable més usada para expresar polinomios es la x. Se trata de

una costumbre, por lo que no tiene que considerarse una obligacién.

4.1.2. Elementos y caracteristicas de un polinomio

Como ya se ha dicho, por término de un polinomio se entienden los diferentes
elementos de un polinomio (asi como de cualquier expresion algebraica) que son pro-
ducto de un coeficiente y una potencia de la variable.

Los tipos de polinomios se distinguen segtn el nimero de términos que presentan. En

particular:

e Un polinomio con un solo término se denomina monomio.
e Un polinomio con dos términos se denomina binomio.

e Un polinomio con tres términos se denomina trinomio.

Ejemplo. Tipos de polinomios.

Monomios de variable b: —13b4, 5b237 —7b2
Binomios de variable ¢: 3¢® — 5¢

Trinomios de variable d: 3d* +2d> - 5

Los polinomios y sus términos presentan caracteristicas que es preciso distinguir.

Estas caracteristicas son las siguientes:

e El grado de un término es el exponente de la variable de este término.

e El grado del polinomio es el grado del término de grado maximo. Asi;, hay
polinomios de grado 0, de grado 1 o de primer grado, de grado 2 o de segundo
grado, etc. Generalmente, los términos de un polinomio se escriben de izquierda

a derecha de mayor a menor grado.

e El término independiente es el término de grado 0 y, por lo tanto, no aparece

en la variable.
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e El coeficiente de un término es el nimero que multiplica la variable en este

término. El resto del término se denomina parte literal.

4.1.3. Valor numérico de un polinomio

El valor numeérico de un polinomio es el valor que se obtiene al sustituir la variable
por un ntimero determinado. Asi, dado el polinomio p(z) = 523 — 422 + 5z — 1,al

sustituir la z por 1, su valor numérico es

p(1)=5-1"-4.1+5.1-1=5

Diremos, pues, que el valor numérico del polinomio p(z), cuando z es igual a 1, es 5.
Mateméaticamente, y de manera abreviada, se escribe p(1) = 5.

Dado un polinomio, podemos calcular diferentes valores numéricos.
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4.2. Operaciones y propiedades basicas

4.2.1. Operaciones basicas entre monomios

Es importante saber como se hacen las operaciones entre monomios porque sirven de
base para entender las operaciones entre polinomios. Veamos pues, como se operan

los monomios.

Suma y resta | La suma (o resta) de dos monomios de grado diferente es un binomio

en el que los dos tnicos términos son exactamente estos dos monomios. Por ejemplo,
la suma de los monomios 3z y 2z, que se representa por (31:4) + (2z), es igual al
binomio 3z + 2.

La suma (o resta) de dos monomios del mismo grado es otro monomio con idéntico
grado, y con coeficiente igual a la suma (o resta) de los coeficientes de estos monomios.
Por ejemplo, la resta de 523 y 2173, que se representa por (5x3) - (2:r3)7 es igual al

monomio 3z°.

El producto de dos monomios es otro monomio. Su coeficiente es el pro-
ducto de los coeficientes de los monomios que se multiplican, y su grado es la suma
de grados de los monomios iniciales. Por ejemplo, el producto de los monomios 423
y =522, que se representa por (4903) . (—5m2), es —20z°, puesto que 4- (=5) = —20 y
:E3 . 1’2 _ 1‘3+2 _ $5.

El cociente de dos monomios es otro monomio. Su coeficiente es el cociente
de los coeficientes de los monomios que se dividen, y su grado es la diferencia de grados
de estos dos monomios. En este caso, el grado del numerador no puede ser inferior al
grado del denominador. Por ejemplo, el cociente de los monomios 8z y 2:103, que se

4-3 _ 1

8x
representa por pye) T,

. T
5 es el monomio 4x, puesto que 5 4y Pl T

4.2.2. Operaciones basicas entre polinomios

Visto como se operan los monomios, estudiemos las operaciones basicas entre polino-

mios.

Suma y resta de polinomios ‘ La suma (o resta) de dos polinomios es igual al polino-

mio resultante de la suma (o resta) de los términos que tienen el mismo grado. Cada
término resultante corresponde a la suma de los términos del mismo grado de los
polinomios que se suman (o restan). De acuerdo con la suma (o resta) de monomios,
se trata, pues, de sumar los coeficientes de los términos del mismo grado y mantener

el orden de estos términos.

Por ejemplo, para sumar 223 - 322 + 42— 6 y 5t — 223 522 — 3z + 16, se tienen que
sumar los coeficientes de los términos de grado 4 con los de grado 4, los coeficientes
de grado 3 con los de grado 3, y asi para cada término. El polinomio suma seréa la
suma de las sumas de cada uno de estos elementos de mismo grado. Nos ayudamos

de una tabla para verlo mas claro.

Operaciones entre monomios

32 + (2z) = 32 + 22
513 - (213) = 313
42% - (-527) = -200°
4

8x

— =4z
223

G

iCoémo se suman (o restan) dos
polinomios?

La suma (o resta) de dos
polinomios es igual al polinomio
resultante de la suma (o resta) de
los términos del mismo grado. Los
términos del mismo grado se
pueden colocar en columna, se
suman los coeficientes de cada
término y se coloca el resultado
debajo de los dos polinomios,
separado por una linea horizontal.

o
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Términos 1°° polinomio  2° polinomio polinomio suma
grado 4 0 5zt 0+5z" =
grado 3 22> 273 223 - 22° =
grado 2 —32? —52° -3z? - 5z” = | -8z
grado 1 4z -3z 4z — 3z =
grado 0 -6 16 ~6+16=

Por lo tanto, el polinomio suma es

(2;1@373332+4x76)+(5x4f2x375x273:c+16):5m478m2+m+10

Habitualmente, y especialmente por comodidad, una suma entre polinomios se expresa

escribiendo los polinomios uno encima del otro, poniendo en columna los elementos

del mismo grado y el resultado a continuacién de una linea horizontal debajo de la

columna del grado correspondiente.

Ejemplo. Suma de polinomios.

(2:c3 — 3% + 4z — 6) + (51:4 —25% —55% —3x+ 16)

22°  -322 44z -6
+ 5zt 223 —B2? -3z +16
5z 822 42 +10

Para restar dos polinomios, se procede como en el caso de la suma pero restando

término a término siempre del mismo grado.

225 —3z2 44z -6
- (52 —22% 52 -3z +16)
5zt 44z +22% 47z —-22

Para evitar errores a la hora de restar, es recomendable cambiar, antes de restar, el

signo de cada uno de los términos del segundo polinomio por su opuesto, y después

sumar.
20 -32° +4z -6
+ =5zt 4223 452?432 —16
-5z +42® 227 47z 22
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En cualquier caso, el resultado de la resta de estos dos polinomios es siempre la misma.

Ejemplo. Resta de dos polinomios.
(21‘3 ~ 322 4z — 6) - (53[:4 —2:% _52% 3z + 16) = 5rtr4e® + 222 + T —22

’ Producto de polinomios ‘ La multiplicaciéon de dos polinomios es igual a la suma de

todos los productos de cada uno de los términos del primer polinomio por cada uno de
los términos del segundo polinomio. Normalmente, el ntimero de operaciones que se
tienen que hacer es enorme. Por eso, es conveniente hacer la multiplicacién de manera

ordenada.

Para ser mas precisos, los pasos que tienen que seguirse son los siguientes:

1) Se sitdan los dos polinomios en columna, uno sobre el otro, y se multiplica cada

término del segundo polinomio por cada uno de los términos del primer polinomio.

2) El resultado del paso anterior se pone en la fila siguiente, debajo de una linea
horizontal. Como en el caso de la suma, es recomendable que todos los términos

del mismo grado queden en una misma columna.

3) Finalmente, se suman los términos de cada columna.

Para entender como se desarrolla este proceso, va bien analizar primeramente el caso
de multiplicar un polinomio por un monomio. En este caso, se multiplica el monomio
por cada término del polinomio y se suman los términos producto obtenidos. Lo

podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Producto de polinomio por monomio.
(72" - 50° + 32— 8) - (22°)

7zt —52% 43z -8
2x3
1427 -10z°  +62* -162°

Tal como se observa en el ejemplo, es conveniente dejar un vacio donde falten términos.

Para hacer el producto de dos polinomios cualesquiera, tiene que repetirse lo que se ha
hecho en el caso anterior con cada uno de los términos del polinomio que multiplica,

sumando al final los resultados por cada uno de los grados del polinomio.

Estudiemos los pasos a seguir con la ayuda de un ejemplo, en este caso el producto

del polinomio 22— 723 + 52 -8 por el polinomio 22 =Tz +2.

i Coémo se multiplican dos
polinomios? La multiplicacién de
dos polinomios es igual a la suma
de todos los productos de cada uno
de los términos del primer
polinomio por cada uno de los
términos del segundo polinomio. Al
hacer el producto es conveniente
que todos los términos del mismo
grado queden en una misma
columna.

o
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1) En primer lugar, colocamos un polinomio sobre otro situando los términos de

mismo grado en una misma columna.

22t —7a3 +br -8

22 Tz 42

2) A continuacion, empezamos a multiplicar el primer polinomio por el elemento de
grado menor del segundo polinomio (+2 en este caso) y colocamos los resultados

de cada término debajo de la columna de los términos del mismo grado:

2564 —71’3 +5x -8
22 —Tr 42
42t 1423 +10z  -16

3) Acabada y ordenada esta primera multiplicacion, seguimos multiplicando los tér-
minos del primer polinomio por el segundo término mas pequeiio del segundo
polinomio (—7z en este caso) y, como antes, colocamos los resultados en la linea

siguiente de forma que los términos de igual grado estén en columna.

22 73 +5x -8
22 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~14z°  +49z* -352°  +56x

4) Seguimos haciendo lo mismo con el resto de los elementos del primer polinomio.

224 —723 +5x -8
z? —Tx +2
40t 1423 +10z  —16
~142°  +494* -352%  +56
2% —72° +52° —822

5) Finalmente, sumamos término a término los resultados obtenidos.



© FUOC e PID 00273994 121

Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Ejemplo. Producto de dos polinomios.
(2x4—7a:3+5x—8)~(x2—7cc+2)

22 73 +5x -8
z2 —Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +49z% -3522  +56z
2% —72° +523 —822

228 —212°  +532*  -92% 4322 +66xz -16

Cociente de polinomios | El algoritmo de la divisién entre polinomios es un proceso

muy parecido a la divisién entre niimeros, con el cambio de las cifras de un nimero
por los términos de un polinomio. De acuerdo con esta similitud, para dividir dos
polinomios se tiene que empezar dividiendo el término de mayor grado del polinomio
dividendo entre el término de mayor grado del polinomio divisor. El resultado se sitia
en el lugar del cociente. A continuacion, se multiplica este término del cociente por

el divisor y este producto se resta del dividendo.

Veamoslo con un ejemplo: dividimos el polinomio 6z* — 272% + 1522 — 48 entre el

polinomio 222 — 3z + 4

1) El primer paso consiste en dividir el término de mayor grado del dividendo, 6zt
en este caso, entre el término de mayor grado del divisor, 2:)02, de forma que queda

una divisién entre monomios.

6x 4-2 2
‘T =

== _3

By 3x

2) A continuacioén, se multiplica el divisor por el monomio obtenido,

(2332 — 3z + 4) 322 = 62t — 92° + 1242

y se resta del dividendo. De acuerdo con este proceso, se escribe

62> 272  +152% -48
—61:4 +9363 —12:702
0 1827 +322

3) Hecha la resta, se baja el término siguiente del dividendo, en este caso 0 (dado que
no hay término de primer grado), y se divide, siguiendo el procedimiento anterior,

entre lo que ha quedado como dividendo y el divisor.

iCoémo se dividen dos polinomios? 9

De manera similar a la divisién
entre niameros, para dividir dos
polinomios se tiene que empezar
dividiendo el término de mayor
grado del dividendo entre el
término de mayor grado del divisor.
El resultado se sitila en el lugar del
cociente, se multiplica este término
del cociente por el divisor y se resta
este producto del dividendo. Y asi
sucesivamente con el resto de los
términos del dividendo hasta llegar
a su término independiente.
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6zt —272%  +1522 —48 222 — 3z +4

2

-6zt +923 -12z 322 - 9z

0 -182%  +3z°2

+182%  -272%  +36z

0 —242%  +362 -48

4) Se sigue este procedimiento sucesivamente hasta bajar el tltimo elemento del
polinomio dividendo. En el caso del ejemplo, la divisién completa se escribiria de

la manera siguiente:

Ejemplo. Cociente de polinomios con resto 0:

(6x4 —272% + 152 - 48) . (2x2 —3z+ 4)

6zt —272%  +1522 —48 222 — 3z +4

—6z*  +9z° 1222 322 - 9z — 12

0 -18z%  +322  (0z)

+182%  —272%  +362

0 —242%  +36z -48

+242%  —362  +48

En este caso, diremos que la division es exacta porque el residuo es 0. Si el residuo es
0, se cumple
62 — 272% + 1527 — 48

=322 — 9z — 12
2¢2 - 3x+4

En casos como este, cuando el residuo de la divisién es 0, se dice que el polinomio
dividendo, en este caso 6zt — 272 + 1522 - 48, es divisible entre el polinomio divisor,
222 —3x +4 en este caso, y, de forma equivalente, que el polinomio divisor, 222 —-3x+4,

es miltiplo del polinomio dividendo, 62* — 2723 + 1522 — 48.

Otra manera de expresarlo es decir que el polinomio dividendo, 62t — 2723 + 1522 - 48,
se descompone en los polinomios divisor, 222 - 3z + 4, y cociente, 322 — 9z — 12.
Esto significa que el polinomio dividendo, 6z - 272° + 1522 - 48, es producto de los

polinomios divisor, 222 -3z + 4, y cociente, 322 -9z — 12, de la divisién. En definitiva,

62t — 272° + 152° — 48 = (2m2 ~3r+ 4) : (3:102 9z - 12)
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Tal como ocurre también en las divisiones entre expresiones numéricas, es posible que
el residuo de un cociente entre polinomios no sea 0, como por ejemplo al dividir el

polinomio 62" — 2722 + 1522 + 3z — 48 entre el polinomio 222 -3z + 4

Ejemplo. Cociente de polinomios con resto diferente de 0.

(62" — 272° + 1527 + 32 — 48) + (22° — 3z + 4)

62t  —272°  +1522 43z 48 222 — 37 +4
-6z 49z —1222 322 - 9z — 12
0 -182% 4322 43z

+182°  —272%  +362

0 —24z%  +39r -48

+242%  —362 +48

0 +3x 0

En este segundo ejemplo, el polinomio dividendo no es miltiple del polinomio divisor.

En casos en que el polinomio dividendo no es miltiple del polinomio divisor, hecha la
divisiéon, también puede expresarse la descomposicién del polinomio dividendo como
el producto de los polinomios divisor y cociente, mas el polinomio residuo, del mismo
modo que se hace con las expresiones numéricas. Es decir, que la férmula aprendida
en la division de nimeros, en la que el dividendo (D) es igual al divisor (d) por el

cociente mas el residuo (r), también se aplica a la divisiéon de polinomios.

Asi, en el ejemplo, visto que el dividendo es 62t — 2723 + 1522 + 3z — 48, el divisor es

222 - 3z + 4, el cociente es 322 — 9z — 12 y el resto es 3z, resulta

62t — 274 + 150% + 3¢ — 48 = (2m2 —3x+4) : (312 9z - 12) + 3z

Fracciones algebraicas | Una fraccion algebraica es simplemente una fraccion entre

polinomios.

Del mismo modo que se han definido fracciones numéricas equivalentes, también se

pueden definir las fracciones algebraicas equivalentes. Concretamente,

a(zx)
b(x

si a(x), b(z), p(x) y ¢(x) son polinomios, diremos que las fracciones algebraicas
p(z
;M)

es igual. Es decir,

son equivalentes si el producto cruzado entre numeradores y denominadores

i Qué es una fraccion algebraica? ESQ

una fraccién entre polinomios. Las
fracciones algebraicas pueden
simplificarse y operarse (con suma,
resta, multiplicacién y divisién). Se
define el término de las fracciones
algebraicas equivalentes de manera
similar a las fracciones numeéricas.
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a(z) _p(x)
b(z) ~ q(a)

si.a(z) - q(z) = b(2) - p(x)

Ejemplo. Fracciones algebraicas equivalentes.

2% — 42”22 + 4 _ 2% -2
et+a3-522+2-6 x3+3c2+x+3

porque
(2x3—4m2—2x+4)-(x3+3a:2+x+3)=(m4+x3—5x2+x—6)~(2x2—2)

=225 + 225 —124% — 22% — 2z + 12

Como en el caso de los nimeros fraccionarios, las fracciones algebraicas verifican estas

propiedades:

e Al multiplicar numerador y denominador por un mismo polinomio, la fraccion

resultante es equivalente a la inicial.

e Al dividir de manera exacta numerador y denominador por un mismo polino-
mio, la fraccién resultante es equivalente a la inicial. Este proceso se denomina

simplificacion.

Ejemplo. Simplificar fracciones algebraicas.

Dada la fraccion algebraica

a® - 222 + 42 - 8
22+ -6
notamos que numerador y denominador se pueden descomponer como produc-
to de otros polinomios de menor grado.
a® - 227 + 42 -8 = (x—2)-(x2+4)
e +z-6=(z-2) (z+3)

Como numerador y denominador tienen factores comunes, (z — 2), resulta

-2 +4z-8 (2-2)-(2"+4) 2?44

22+z-6  (z-2)-(z+3) x+3

Las fracciones algebraicas también pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse.

Los procedimientos son los mismos que en el caso de las fracciones numéricas:

e Producto y cociente de fracciones algebraicas. Para hacer la multiplicacion
y divisién de fracciones algebraicas se siguen las mismas reglas que para multipli-
car y dividir fracciones numéricas.

La fraccion producto es aquella que tiene como numerador el producto de nume-
radores y como denominador el producto de denominadores, es decir, aquella en

la que se multiplican linealmente numeradores y denominadores.
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La fraccion cociente es aquella que como numerador tiene el producto del pri-
mer numerador por el segundo denominador, y como denominador el producto
del primer denominador por el segundo numerador, es decir, aquella en la que se

multiplican numeradores y denominadores en cruz.

Ejemplo. Producto y cociente de fracciones algebraicas.

Producto 9
32 Tr+1 (3x-2)-(7Tx+1)  2lz"-1lz-2

202+3 20+2 (2202+3)-(20+2) 425 +42% +62+6

Cociente 9
3z-2 7x+1  (3z-2)-(2z+2) 6z + 2z — 4

202 +3 20 +2 (222+3)- (Tz+1) 1423 + 222 + 21z + 3

e Suma y resta de fracciones algebraicas. Para sumar (o restar) dos fracciones
algebraicas, se sigue el mismo procedimiento que para sumar (o restar) fracciones

numéricas. Por eso conviene diferenciar si tienen el mismo denominador o no.
o Si las fracciones algebraicas tienen el mismo denominador, se suman (o restan)

los numeradores y se deja el mismo denominador.

Ejemplo. Resta (o suma) de fracciones algebraicas de igual denominador.

3t-2  2z+6  (3z-2)-(2z+6)  z-8
402 -z +1 4da2 -z +1 422 —x + 1 422 —x+1

o Si las fracciones algebraicas tienen denominador diferente, hace falta ante todo
transformarlas en fracciones equivalentes con el mismo denominador, como en
el caso de las fracciones numéricas. Para hacerlo, se calcula el MCM (minimo
comiin miltiplo) de los polinomios que son en el denominador. Una vez encon-
tradas las fracciones equivalentes con el mismo denominador, se suman de la
manera anterior: se suman (o restan) los numeradores y se deja el mismo deno-
minador.

Veamoslo con este ejemplo. Queremos sumar

3z -4 5 — 2
+
z2+5x+6 22+3z+2
1) Buscamos el MCM de los denominadores.

x2+5m+6:(x+2)~(a:+3)
B +3x+2=(z+1) (z+2)

Por lo tanto,
2 2 3 2
mem (2% + 52+ 6,07 + 32+ 2) = (2 + 1) (2 +2) (2 +3) = 2" + 62 + 112+ 6

2) Una vez encontrado el MCM, reescribimos las fracciones algebraicas origina-

les por sus equivalentes de igual denominador.
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3z —4 _ (Bz-4)  @Br-4)(z+1) 32—z -4
22+52+6  (x+2)(z+3) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6
Su-2 (5x-2)  (bz-2)(z+3)  52°+13x-6
22+32+2  (x+2)(z+1) (z+2)(z+3)(z+1) 23+622+11z+6

3) Finalmente, sumamos los numeradores y mantenemos el denominador comin

Ejemplo. Suma de fracciones algebraicas de diferente denominador.

3z -4 5z -2 3z2 -z -4 522 + 13z -6 8z2 + 12z — 10
+ = + =
22 +52x+6 x22+3z+2 x23+4622+1lx+6 x3+622+11lz+6 23+622+1lz+6

4.2.3. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un procedimiento que permite hacer de manera sencilla la iQué dice la regla de Ruffini? La 9
. . A L. . . regla de Ruffini es una manera
divisién entre dos polinomios cuando el divisor es un polinomio de grado 1 tal que su sencilla y rapida de hacer la divisién

. . . . . entre dos polinomios cuando el
coeficiente de grado 1 es también 1 y el término independiente es un nimero entero. divisor es un polinomio de grado 1
con coeficiente de grado 1 igual a 1
y el término independiente un
niimero entero. Esta regla permite
hacer la divisién utilizando

El algoritmo es el SigUiente: Gnicamente los coeficientes de

ambos polinomios.

Esta regla utiliza solamente los coeficientes de los polinomios implicados.

1) En primer lugar, se sitdan los coeficientes del dividendo, de mayor a menor (y
poniendo 0 si es necesario en los términos que no existan), en la parte superior. Se
dibujan dos segmentos perpendiculares formando una cruz en la parte inferior de
la figura y se sitia el término independiente del divisor, cambiado de signo, entre

los dos segmentos.

+2

2) Una vez colocados los coeficientes de los términos de los polinomios, se baja el
primer coeficiente, se multiplica por el término independiente cambiado de signo

y se sitta el resultado bajo el coeficiente siguiente:

+2 10

3) Se suman los dos nimeros de la misma columna y se multiplica el resultado obte-

nido por el término independiente cambiado de signo.
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5 -4 5 -1
+2 10 12
——
+2-6
5 6

4) Procediendo del mismo modo, la divisiéon por Ruffini de 523 — 42 + 5z — 1 entre

r — 2 se expresa de este modo:

5 -4 5 -1
+2 10 12 34
——

+2:17

5 6 17| 33

5) Finalmente, a partir de la dltima fila de ndmeros, se puede extraer el cociente y
el residuo. El residuo es el dltimo nimero obtenido de las restas, 33 en este caso,
mientras que el cociente de la divisiéon es un polinomio cuyos coeficientes son la
resta de los nimeros de esta fila, de mayor a menor grado. En este ejemplo, pues,
el cociente es 5z2 + 6z + 17. Tal como se observa, ha bajado un grado respecto al

polinomio inicial.

Con esto se concluye

52" — 42”4 55— 1= (52" + 62 +17) - (¢ - 2) + 33

4.2.4. Productos notables

En matematicas, se utiliza el término identidad para hacer referencia a cualquier Productos notables lu
igualdad entre dos expresiones matematicas (y, por lo tanto, sean numéricas o alge- (a+b)? =a®+2ab+b>
braicas) que se cumple para cualquier valor de sus variables. (a-b)2 =a? - 2ab+b2

(a+b)(a-b)=a’-b>

Con el término producto notable se hace referencia a ciertas multiplicaciones en- 3 3 .2 2 3
(a+b)” =a” +3a“b+3ab” +b

tre expresiones algebraicas. En particular, cada producto notable corresponde a una s 3 ) s 3
(a-b)" =a” -3a“b+3ab” -b

formula de descomposiciéon del producto que es producto de las propiedades entre las

operaciones que intervienen.

Recordemos aqui los principales productos notables que ya vimos en el tema sobre

nimeros.

Productos de dos expresiones algebraicas, con variables a y b:

e Cuadrado de una suma (a+b)% = (a+b) - (a+b) = a® + 2ab + b*
e Cuadrado de una diferencia (a-b)? = (a—-b)-(a—b) = a® - 2ab+b*

e Suma por diferencia (a+b)-(a-1b) = a® - b2



© FUOC o PID 00273994 128 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

Producto de tres expresiones algebraicas, con variables a y b:

e Cubo de una suma (a +b)> = (a+b)- (a+b)-(a+b) = a® + 3ab + 3ab® + b3

e Cubo de una diferencia (a-b)* = (a=b)-(a-b)-(a-b) = a® - 3a*b+3ab® - b>

Ejemplo. Productos notables entre polinomios.
(2z+3)%=(22)? +2-22-3+(3)? =42® + 122+ 9
2
(407 +5) - (427 - 5) = (40%) " - (5)® = 162" - 25

4.3. Descomposicion de polinomios
4.3.1. Teorema del residuo

Para encontrar el residuo de una division de polinomios cuando el divisor es un
polinomio de grado 1 con el coeficiente de grado 1 igual a 1, se puede recurrir al
valor numérico del dividendo. El teorema del residuo permite calcular este residuo,
puesto que el residuo de una divisién de este tipo es igual al valor numérico de este
polinomio cuando su variable es igual al término independiente del divisor, cambiado
de signo. Esta propiedad es la que se conoce como teorema del residuo, y se expresa

matematicamente de la manera siguiente:

Teorema del residuo. Si p(x) es un polinomio y ¢ un ndimero

real,

el residuo de la division de p(z) entre z —a es p(a).

Esto nos dice que, por ejemplo, el residuo de la divisién de p(z) = 523 — 422 + 5z — 1
entre T — 2 es igual al valor numérico de p(z) cuando la z es igual a 2, es decir, que

el residuo es p(2).

Calculamos p(2) =5- 25-4.2245.2-1= 33, y comprobamos, mediante Ruffini (del

apartado de la regla de Ruffini), que 33 es efectivamente el residuo de la division.

Igualmente, el residuo de la divisién de g(z) = 32° — 423 +22% — 2 — 1 entre z + 1 es

igual al valor numérico de g(z) cuando la x es igual a —1, es decir,

a(-1)=3-(-1)" =4 (-1)* +2-(-1)° - (-1) - 1=3

De este modo, pues, es facil encontrar si un polinomio es divisible por otro de grado
1 con coeficiente de grado 1 igual a 1: si el valor numérico del polinomio cuando x es
igual al término independiente del divisor, cambiado de signo, es igual a 0, se puede

asegurar que es divisible. En caso contrario no lo sera.

Por ejemplo, p(z) = z2 — 1 es divisible entre x + 1, puesto que p(-1) = (-1)% =1 = 0.

Es facil comprobarlo, porque la division es exacta.

El valor numérico de un polinomio !B

es el resultado de sustituir la
variable del polinomio por un
niimero. Si el valor numérico de un
polinomio es 0 para cierto nimero,
se dice que este niimero es una raiz
(o cero) del polinomio. Un
polinomio con raices puede
descomponerse en polinomios de
grado menor. Todo polinomio tiene
un nimero de raices que no supera
el grado.
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22 -1
=x—1.

r+1

En este caso, pues, podemos decir que z° — 1 = (z —1) (z + 1).

En definitiva, observemos que el teorema del residuo ayuda a descomponer un poli-

nomio en términos de grado 1 cuando esto es posible.

4.3.2. Raices y descomposiciéon de un polinomio

Se dice que un niimero a es una raiz o cero de un polinomio p(z) si se cample p(a) =
0, es decir, si al sustituir la variable por el valor a se anula el valor numérico del

polinomio.

Ejemplo. Raices de un polinomio.
1 y —1 son raices (o ceros) del polinomio p(z) = 22 -1 porque el valor del
polinomio es ( al sustituir la variable x por estos valores.
p(1) = 1°-1=0
p(-1) = (-1)*-1=0

La descomposiciéon de un polinomio, de manera parecida a la descomposicion de un
nimero, es su expresion como producto de polinomios de menor grado, denominados
factores. A la hora de descomponer un polinomio, lo méas deseable seria obtener la
descomposiciéon como un producto de polinomios de grado 1. En caso de que esto fuera
posible y que, por lo tanto, pudiera descomponerse completamente todo polinomio

de grado n, p(z), en factores de grado 1, tendriamos una expresion del tipo

p(x)=a-(x-71) - (x—r2) e (T—71)

donde r1, T2, ..., ry son las raices del polinomio y a un nimero real. Pero esto no
siempre es posible. De esta descomposicién maxima en factores reales se deduce que
un polinomio de grado n puede tener n raices reales como méximo. Pero este hecho
no puede preverse a priori. Cuando los coeficientes del polinomio son enteros, no es
complicado encontrar la descomposiciéon del polinomio, ya que las Gnicas raices enteras
posibles tienen que ser valores divisores del término independiente del polinomio en

cuestion.

Utilizando el teorema del residuo, es facil observar que si a es una raiz del polinomio

p(z), p(x) puede descomponerse de la manera siguiente:

p(z) = q(x) - (z - a)

donde ¢q(x) es un polinomio de un grado menor que p(x).
En el ejemplo, p(z) = z? — 1, p(z) se descompone en el producto de dos mono-
mios p(xz) = (z-1)(z - (-1)) = (z = 1)(z + 1). Observemos que el polinomio tiene

efectivamente un namero de raices igual a su grado como méaximo.



© FUOC o PID 00273994 130 Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria

La descomposiciéon de un polinomio permite calcular el MCM (minimo comin milti-
plo) y el MCD (méximo comun divisor) de dos o mas polinomios de manera parecida

al calculo del MCM y el MCD de diferentes niimeros.

Ejemplo. Calculo del MCM y el MCD de dos polinomios.

) (x2—1,x2—2x+1):x—1

o MCM](2®-1,2°-2c+1)=(z-1)(z+1)=a-2? -z +1

vaquez® —1=(z-1)(z+1)ya?-2z+1=(z-1)°

Por factorizacién de un polinomio, p(z), se entiende el proceso de expresar este
polinomio como producto de polinomios irreducibles. Se dice que un polinomio es
irreducible (o primero) si sus unicos divisores son los triviales, es decir, los polinomios
constantes y los que resultan de multiplicar p(z) por una constante. Si no, se habla de
polinomio compuesto. Asi, si consideramos polinomios con coeficientes reales, los po-
linomios irreducibles o primeros son todos los polinomios de grado 1 y los polinomios

de segundo grado con discriminante negativo.

No hay una tinica manera de factorizar un polinomio. De acuerdo con su naturaleza,

podemos aplicar diferentes propiedades, entre las que pueden destacarse:

e Quitar factores comunes: 62° — 32% = 322 - (22 — 1)
e Aplicar productos notables: 2% — 16 = (z +4) - (x — 4)

e Resolver la ecuacién asociada al polinomio. Por ejemplo, dado el polinomio de
segundo grado, p(z) = 22+ dx - 12, se trata de encontrar las soluciones de la
ecuacion de segundo grado asociada al polinomio: 2% + 4z - 12 = 0. Al aplicar
la formula de la ecuacion de segundo grado, se obtienen las soluciones x = 2 y

z = —6 de modo que las raices del polinomio son exactamente 2 y —6. Por lo tanto,

p(z) =(z-2) - (z+6).

e Aplicar laregla de Ruffini. Si p(z) = 2°+222-92-18, las posibles raices enteras son
los divisores del término independiente, en este caso 18. Efectuamos las divisiones

por Ruffini y obtenemos los factores: (z — 3), (z +3) y (z + 2). Por lo tanto,
p(z)=(z-3) - (z+3) - (z+2).
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Resumen

Los polinomios

Definicién | Un polinomio es una expresion algebraica con una tnica letra, llamada

variable.

Por ejemplo, 92% — 321 + 2 -6 es un polinomio de variable .

Término: cada uno de los sumandos.

Términos del ejemplo: 91:6, —314, z, —6

e Grado de un término: exponente de la variable en este término.

En el ejemplo, grado de 925 : 6, grado de —3z%:4

e Grado de un polinomio: grado mayor del polinomio.

En el ejemplo, grado del polinomio: 6

e Término independiente: el término de grado 0 (el que no tiene variable).

En el ejemplo, término independiente: —6

e Coeficiente de un término: nombre que multiplica la variable.

En el ejemplo, coeficiente de 925 : 9, coeficiente de x: 1

Operaciones basicas ‘

e Suma
223 322 +4x -6
+ 5zt —22% -5z -3z +16
5zt 822 4z +10

e Resta
223 322 +dx -6

- (52 -22® -5z? -3z +16)

—bx +4x +2x +7x  —22

e Producto
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224 —7a3 +5x -8
z? -Tx +2
4zt 1423 +10z  -16
~142°  +492% -3522  +56a
2% —72° +52° ~822

228 —212° 4532 922  -4322 +662 -16

62*  -272%  +1522 —48 222 — 3z +4

—6x

e Cociente

+92°  —1222 322 — 9z — 12

0 -18z%  +322

+182%  -2722  +362

0 —242%  +36z -48

+2422  -36x  +48

Fracciones algebraicas

e Una fraccién algebraica es una fraccién entre polinomios.

e Equivalencia de fracciones algebraicas:

a(z) _ p(x)
b(z) q(@)

e Para sumar y restar, primeramente tienen que reducirse al mismo denominador

si a(x)-q(z) = b(z) - p(x)

utilizando el MCM de la descomposicién de los denominadores. Si el denominador

es el mismo, pueden sumarse los numeradores directamente.

e Para multiplicar y dividir, se siguen las mismas reglas que la multiplicacién y
division de nimeros fraccionarios: se multiplica en linea para el producto, y se

multiplica en cruz para el cociente.

Raices y descomposici(’)n‘ Sea p(z) un polinomio cualquiera, y a un ntimero real.

Entonces, se define:

e Valor numérico de un polinomio. p(a) es el valor numérico del polinomio
p(z) cuando = =a
Ejemplo: si p(z) = 52° —42® + 52 -1, p(1) =5-1°-4.12 +5.1-1 = 5. Por lo

tanto, 5 es el valor numérico de p(z) en z =1 y escribimos p(1) = 5.
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e Raiz de un polinomio. a es una raiz del polinomio p(z) si p(a) = 0. En este
caso, se verifica que p(z) = ¢(z) - (x — a), donde ¢(z) es un polinomio de grado
menor que p(z).

Ejemplo: si p(z) = 2*> -1, 1 es una raiz de p(x) porque p(1) = 0. En este caso
p(e) = (@ + 1) (- 1).

e Teorema del residuo. El residuo del cociente entre el polinomio p(z) y z—a es

p(a).

Ejemplo: si p(z) = 2° — 1, el residuo del cociente de p(z) entre z —3 es p(3) = 8.

e Descomposicién de un polinomio. Proceso que consiste en expresar el poli-
nomio en forma de producto otros polinomios de menor grado.
Ejemplo:
62" - 272" + 152% - 48 = (22% - 33 + 4) (327 - 92 - 12)
Esto significa que el polinomio 621 —2723 + 1522 — 48 se descompone en el producto

de los polinomios 222 -3z +4 Yy 3z? — 9z - 12.

e Regla de Ruffini. Algoritmo que permite dividir un polinomio entre otro de
grado 1 con coeficiente de grado 1 igual a 1. Es ttil para descomponer polinomios.

Ejemplo, diwvidir 523 — 422 + 52 — 1 entre z — 2:

+2 10 12 34

5 6 17| 33

Resultado: 52° — 42 + 52 -1 = (5172 + 6z + 17) (z—2)+33.
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Ejercicios resueltos

1. ;Qué valor numérico toma el polinomio p(z) = z3 - 322 + 8z - 24 cuando z = -27
.Y qué valor numérico toma cuando z = 37 ;Este polinomio es divisible por z +27
.Y por z - 37 Razona la respuesta.

Solucion:

Para encontrar el valor numérico de un polinomio, hay que sustituir la variable del polinomio
por el valor que queremos que tome. Asi:

e Siz=-2 p(-2) = (-2)2-3-(-2)2 +8-(-2)-24=-8-12-16 - 24 = -60
e Siz=3 p(3)=(3)2-3-(3)2+8-(3)-24=27-27+24-24=0

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(z) es un polinomio y a un namero real, el
residuo de la divisiéon de p(z) entre = — a es p(a). Por lo tanto, por los calculos anteriores,
sabemos que

e p(-2) =-60 es el residuo de la division p(z) entre = + 2
e p(3) =0 es el residuo de la division p(z) entre z — 3

Por otro lado, se dice que un polinomio es divisible por un segundo polinomio cuando, al
dividir este primer polinomio entre el segundo, el residuo es 0. Por lo tanto, visto cual es el
residuo en cada caso, podemos afirmar que el polinomio x3 — 322 + 8z — 24 es divisible por
xz — 3 pero que no es divisible por x + 2.

2. Calcula el valor de m para que los cocientes tengan residuo 0:

(a) (a®-422-19z+m)+(z-7)
(b)  (ma?* - 623 - 522 + 19z - 12) + (z - 3)

Solucion:

Para estudiar los residuos de estos cocientes, podemos aplicar el algoritmo de la divisién entre
polinomios. Sin embargo, teniendo en cuenta que los polinomios cocientes son polinomios
de grado 1, con coeficiente de grado 1 igual a 1, podemos estudiar los residuos obtenidos
aplicando también el método de Ruffini. Estudiemos, pues, el primer caso aplicando el método
de Ruffini.

+1 -4 -19 m

+7 +7 421 +14

+1 +3 +2 14+m

y puesto que queremos que 14+m =0« m=-14
Por lo tanto, el residuo de (23 - 422 - 192 + m) + (x - 7) sera 0 cuando m = —14.

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(x) es un polinomio y a un namero real, el

residuo de la division de p(x) entre x —a es p(a). Aplicamos, pues, este teorema para estudiar

el residuo del segundo cociente, donde p(z) = mat - 623 -522 +192 - 12y z—a=x -3, es

decir, con a =3
p(3)=m-(3)*-6-(3)3-5-(3)2+19-(3) - 12=81m - 162 - 45+ 57 — 12 = 81m — 162

y puesto que queremos que 81m —-162=0 < m = @ =2

81
Por lo tanto, el residuo de p(x) entre « — 3 serad 0 cuando m = 2.

3. Encuentra el MCM y el MCD de los polinomios p(z) = z* + 523 - 322 - 132+ 10 y
q(z) = 2% + 6z + 5.

Solucion:

Para poder determinar el MCM y el MCD de dos polinomios es preciso, en primer lugar,
encontrar la factorizacién.

Factorizamos el primer polinomio, p(z) mediante la regla de Ruffini. Para ello, estudiaremos
primero cuéles son los divisores de su término independiente, puesto que seran los candidatos
a ser las raices. Los divisores de 10 son +1,+2,+5,+10. Encontrados los divisores, aplicamos
Ruffini hasta llegar a un polinomio irreducible.
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+1 45 -3 -13  +10

+1 +1 +6 +3 -10

+1 46 +3 -10 | O

+1 +1 +7 +10

+1 +7 +10 | O

-2 -2 -10
+1 +5 | 0

-5 -5
w0

A partir de Ruffini concluimos que el polinomio p(z) tiene cuatro raices reales, una de las
cuales es doble. Estas son la doble raiz +1, y las raices simples -2 y —5. Por lo tanto, la
factorizacion del polinomio es

#4523 -322 - 132+10=1-(z-1)%- (2 +2) - (z +5)
Para factorizar el segundo polinomio, g(z) consideraremos la ecuaciéon de segundo grado
asociada a él, 22 + 6z +5 = 0 y la resolveremos aplicando la férmula de la ecuacién de segundo
grado.

-6+V62-4-1-5 64

2.1 T2
Encontradas las soluciones de la ecuacion asociada, podemos afirmar que las raices del poli-
nomio g(z) son -5y -1 y que factoriza, por lo tanto, g(z) en

x =

=-3+2={-5-1}

22 +6x+5=(z+1)-(z+5)

Encontrada la factorizacion de los dos polinomios, podemos calcular rapidamente su MCM
y su MCD de acuerdo con la definicion de MCM y MCD.

o MCD(a* +52% - 322 - 132+ 10, 22 + 6z +5) =2 +5
o MCM(2? +523 - 322 — 132+ 10, 22 + 63+ 5) = (z +5)(z - 1)2(z + 2)(z + 1)

4. Determina para qué valor o valores de m puede simplificarse la siguiente frac-
cion algebraica:
23 - 5x2 +mx -3
z2 -2 -3

Solucién: Para poder simplificar una expresion algebraica, hace falta que el numerador y
el denominador de la fraccién tengan factores comunes. Por lo tanto, conviene estudiar la
factorizaciéon de los dos polinomios. En este caso, dado que el polinomio denominador no
depende de m, nos interesa empezar por su factorizacion. Al tratarse de un polinomio de
segundo grado, encontraremos su factorizacién resolviendo la ecuacion de segundo grado
asociada a él:

z2-2z-3=0.

Resolvemos la ecuacion de segundo grado aplicando la férmula conocida.

241712 2416 2+4
pe T e T s Tt 1k2={-1,3)

Resuelta la ecuaciéon, vemos que el polinomio denominador tiene dos raices reales diferentes
-1y 3y que, por lo tanto, factoriza en (z +1) - (z - 3).

Para poder simplificar la fraccién algebraica, serd preciso que el numerador también factoricen
en alguno de estos factores, lo que implica que = = -1 o = = 3 son raices del polinomio
numerador.

Por el teorema del residuo, sabemos que si p(z) es un polinomio y a un namero real, el
residuo de la division de p(x) entre z — a es p(a). Por otro lado, también sabemos que si el
valor numérico de un polinomio es 0 para un cierto ntmero, se dice que este nimero es una
raiz (o cero) del polinomio.

Por lo tanto, se trata de ver por qué valores de m las raices del polinomio denominador
son también raices del polinomio numerador. Para ello, calcularemos el valor numérico del
polinomio numerador en las raices del polinomio denominador para intentar encontrar por
qué m se anula el valor numérico encontrado:

o siz=-1 (-1)3-5-(-1)2+m-(-1)-3=-1-5-m-3=-m-9y -9-m=0<m=-9
o siz=+3 (+3)3-5-(+3)2+m-(+3)-3=27-45+3m-3=3m-21y 3m-2l == m = +7

Por lo tanto, la fraccion algebraica dada podra simplificarse cuando m=-9 0o m =7.
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5. Encuentra el cociente y el residuo de las siguientes divisiones siguientes:
(a) (23 +522-8)+ (22 +4)

(b)

(¢) (27 +525 - 3z% + 1523 + 722 - 10z) + (2 + 3z)
(d) (22° - 122* - 323 + 3422 - 19) =+ (222 - 3)

(2% - 23 —x) + (23 + 2z)

6. Utiliza la regla de Ruffini para encontrar el cociente y el residuo de las si-
guientes divisiones:

(a) (z®+3x-4)+ (x+2)

(b) (z* - 6z) + (x - 3)
(c) (" -225+23) =+ (z-2)
(d) (z*+623 22 -5)+ (z-1)
7. Deduce (sin hacerlas y sin aplicar la regla de Ruffini) el residuo de las siguientes
divisiones:
) (#t -3 -2 +3) = (z-2)

(a
(b *

) 3 +22+1) = (z-1)
(c) (z®-622+3x+2)+(x-5)

)

)

(% + 25+
(d) (z®-2x+4)+(z+3)
(e) ;Qué método has usado para encontrar estos residuos?

Soluciones:

5 (a) g(z) =z +5y r(z)=-4z - 28

b) q(z) =22 -3y r(z) = 5z

(c) q(z) =23 + 522 -6 y r(x) = 72% + 8z
)

(d) g(z) =23 -622+8y r(z)=5

6. (a) q(z) =2* - 223 +42? -8z + 19 y r(z) = —42

(b) q(z) =23 +32% + 92+ 21 y r(x) = 63

(c) q(z) =28 + 22° + 22* + 423 + 922 + 182 + 36 y (x) = 72
(

d) qz) =23 +722 + Tz +5y r(z) =0

7.

ﬁ

(c
d

(e

ﬁ

)
)
)
(d)
a) r=
(b)
)
(d) r
) E

1 teorema del residuo.
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